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Vorwort

Das vorliegende Werk ist aus einer grundlegenden Uberarbeitung und Er-
weiterung der Skripte der Vorlesung Signale und Systeme entstanden, die
der Autor seit dem Jahre 1996 an der Fakultdat Maschinenbau und Mechatro-
nik der Hochschule Karlsruhe - Technik und Wirtschaft fiir Studierende im
Studiengang , Fahrzeugtechnologie” hiilt.

Studierenden der Ingenieurwissenschaften, vorwiegend des Maschinen-
baus, der Mechatronik und der Elektrotechnik, sollen damit theoretische und
praktische Grundlagen im Bereich der Systemtheorie und der Signalanalyse
nahe gebracht werden. Diese Grundlagen sind wesentlich fiir das Verstand-
nis der Regelungstechnik, der Signalverarbeitung, der Messtechnik und dhn-
licher informationsverarbeitender ingenieurwissenschaftlicher Disziplinen.

Dieser Ansatz bedingt trotz aller Beispiel- und Anwendungsorientiertheit
auch eine mathematisch formulierte Darstellung der Inhalte, die sich ver-
standlicherweise bei Ingenieurstudenten und Ingenieuren in der Praxis nicht
allzu grofer Beliebtheit erfreut.

Statt nun jedoch deshalb die mathematisch basierte Darstellung zu Gunsten
einer (nach Ansicht des Autors fragwiirdigen) kochrezeptartigen Darstel-
lung aufzugeben, wird der Versuch unternommen, die Darstellung der oft
mathematisch anspruchsvollen Sachverhalte durch geeignete Beispiele, um-
fangreiche sprachliche Erlduterungen und den Einsatz von Simulationen un-
ter MATLAB/Simulink verstandlicher zu gestalten. Auf Herleitungen die-
ser Sachverhalte wird dabei nicht ganzlich verzichtet. Jedoch wird hierauf
nur dann eingegangen, wenn es dem Autor zur Klarung systemtheoretischer
Aspekte sinnvoll erscheint.

Da auf diese Weise mathematisch in vertretbarem Mafse (hoffentlich) ,ent-
scharft”, setzt der vermittelte Stoff letztendlich fast nur Kenntnisse in Inge-
nieurmathematik voraus, wie sie iiblicherweise im Grundstudium an Fach-
hochschulen und Universitdten vermittelt werden. Damit sollten auch die
mathematischen Herleitungen und Darstellungen ohne weiteres zu bewalti-
gen sein. Ferner werden Grundkenntnisse der heute in der industriellen Pra-
xis weit verbreiteten numerischen Simulationswerkzeuge MATLAB ©® und
Simulink © vorausgesetzt [1].

Fast jeder Abschnitt des Buches schlieSt mit Ubungsaufgaben ab, deren Lo-
sungen in einem gesonderten Lésungsband zur Verfiigung stehen. Des Wei-
teren konnen die im Buch und im Losungsband verwendeten Programme
der MATLAB/Simulink-Begleitsoftware iiber die Buchseite auf der Home-
page des Springer-Verlags

http://extras.springer.com/2011/978-3-642-20293-3

heruntergeladen werden.



VI Vorwort

Das Buch ist in fiinf Kapiteln organisiert.

Im ersten Kapitel werden einige praxisnahe Anwendungsbeispiele zitiert,
um daran anschliefsend grundlegende Fragestellungen um die zentralen Be-
griffe des Signals und des Systems herum klar zu machen.

Das zweite Kapitel befasst sich mit der Beschreibung analoger Signale und
Systeme. Besprochen werden dabei u.a. die wichtigen Signaltransformatio-
nen (Laplace- und Fouriertransformation) sowie der Begriff des Linearen
Zeitinvarianten Systems (LTI-Systems) und seine Beschreibungs- und Dar-
stellungsformen.

Eine zentrale Rolle spielt das Kapitel 3, welches sich mit dem Ubergang von
der analogen in die digitale Welt befasst. Kernpunkt ist der Begriff der Ab-
tastung und als zentrale Aussage hierzu das so genannte Abtasttheorem,
dessen Kenntnis heute fiir nahezu jeden Ingenieur ein Muss ist.

Die im Zeitalter der Microcomputertechnik und der digitalen Signalverar-
beitung sicherlich wichtigsten Teile des Buches sind die Kapitel 4 und 5.
Der Leser wird dabei rasch feststellen, dass Kapitel 4 in seinem Aufbau nahe-
zu identisch mit dem von Kapitel 2 ist. So korrespondieren analoge Transfor-
mationen und Systeme mit ihren diskreten Pendants, wie etwa die Laplace-
mit der Z-Transformation oder die zeitkontinuierliche Fouriertransformati-
on mit ihren diskreten Versionen DTFT und DFT/FFT. Besonderes Augen-
merk wird dabei auf die Diskussion der Diskreten Fouriertransformation
(DFT) gelegt, die durch ihren schnellen Berechnungsalgorithmus (Fast Fou-
rier Transform (FFT)) zu dem zentralen Werkzeug der modernen Signalana-
lyse geworden ist.

Kapitel 5 befasst sich mit der Behandlung der in der Praxis vorwiegend vor-
kommenden stochastischen, d.h. zufiilligen Signale. Neben grundsatzlichen
Uberlegungen zur mathematischen Beschreibung und der Charakterisierung
solcher Signale wird der Frage nachgegangen, inwieweit der in Kapitel 2
bis 4 entwickelte Methodenapparat tiberhaupt auf solche Signale und die
sie verarbeitenden Systeme angewandt werden kann. Der Focus liegt dabei
auf der Anwendung der (FFI-basierten) Spektralanalyse, deren Bedeutung
tiber das klassische Anwendungsfeld der Nachrichtentechnik hinaus stan-
dig wichst. Insbesondere in der Schwingungsanalyse mechanischer Systeme
und in der Akustik finden sich hierfiir zahllose Beispiele.

Das Kapitel schliefst daher mit der Diskussion einiger sehr einfacher, jedoch
praxisrelevanter Beispiele ab, die der Leser unter Umstdnden selbst mit ge-
ringem Aufwand zu Hause oder im Labor nachvollziehen kann. Alternativ
kann aber auch auf die im Software-Begleitmaterial mitgelieferten Original-
Messdaten der Beispiele zuriickgegriffen werden.

Um das Buch bis zu einem gewissen Grad in sich abgeschlossen zu hal-
ten, sind im Anhang neben benétigten Tabellen auch einige mathematische
Grundlagen zusammengefasst. Natiirlich ist es nicht wirklich moglich, die-
se Grundlagen umfassend darzustellen. Jedoch soll die Darstellung auf die
im Text grofitenteils ausgeblendeten mathematischen Probleme aufmerksam



Vorwort v

machen. Dies betrifft insbesondere den Bereich der Distributionen. Viele im
Text durchgefiihrte mathematische Manipulationen lassen sich nur im dis-
tributionellen Sinne verstehen. Im Anhang wird zumindest angedeutet, in
welchem Sinne diese Berechnungen zu verstehen sind, auch wenn es nicht
moglich ist, auf diese z.T. tiefliegenden Resultate genau einzugehen. Im Text
sind diese kritischen Stellen durch ein entsprechendes Symbol am Rand ge-
kennzeichnet, um dem Leser anzudeuten, dass die Betrachtungen an dieser
Stelle kritisch oder mathematisch nicht ganz korrekt sind.

Alle Kapitel sind, wie bereits erwahnt, mit einer Vielzahl von Ubungsaufga-
ben versehen. Ihre (zumindest teilweise) Bearbeitung ist fiir das Verstindnis
der besprochenen Begriffe und Methoden essentiell. Viele Aufgaben, insbe-
sondere die zur stochastischen Signaltheorie und ihrer Anwendungen, sind
unter Einsatz von MATLAB zu 16sen. Die Bearbeitung der Aufgaben mit
MATLAB ist sehr zu empfehlen, da nur ein korrektes Verstindnis der Zu-
sammenhidnge eine Umsetzung in korrekte lauffihige Programme erlaubt.
Insofern ist MATLAB auch ein gutes Werkzeug der Selbstkontrolle beim Er-
lernen des Stoffes.

Um dem Leser eine Kontrolle seiner bearbeiteten Aufgaben zu erméglichen,
sind die Losungen zu den Ubungsaufgaben in einem gesonderten Losungs-
band niedergelegt.

Danksagungen: Mein Dank gilt all denjenigen Personen, die zum Gelingen
dieses Buches beigetragen haben.

Hier ist insbesondere mein Kollege Helmut Scherf zu nennen, der ein nie
versiegender Quell von Ideen und Anregungen ist.

Fiir Tipps und Unterstiitzung bedanke ich mich weiterhin auch bei meinen
Kollegen Manfred Strohrmann, Norbert Skricka und Peter Neugebauer.

Mein ganz besonderer Dank gilt Frau Dipl.-Ing. Latifa Abdelmalek fiir das
sorgfiltige inhaltliche Korrekturlesen und meiner Frau Petra fiir die sprach-
liche Priifung des Textes.

Zuletzt mochte ich Frau Eva Hestermann-Beyerle und Frau Birgit Kollmar
vom Springer-Verlag danken, die dieses Buch verlagsseitig betreut und des-
sen Veroffentlichung unterstiitzt haben.

Landau in der Pfalz
im Mai 2011 O. Beucher



VIII Hinweise zum Gebrauch des Buches

Hinweise zum Gebrauch des Buches

Im Folgenden sind einige Hinweise zusammengestellt, die bestimmte Beson-
derheiten des Buches erlautern sollen.

Mathematische Vorkenntnisse:

In diesem Buch werden solide Grundkenntnisse der hoheren Mathematik
vorausgesetzt, wie sie {iblicherweise in den ersten drei Semestern ingenieur-
wissenschaftlicher Studiengédnge erworben werden.

MATLAB-Vorkenntnisse:

Der Leser sollte {iber Kenntnisse der grundlegenden MATLAB-Befehle ver-
fiigen und in der Lage sein, die Funktionsweise von MATLAB-Programmen
zu verstehen. Idealerweise sollte er kleinere Programme selbst schreiben
konnen, um die Ubungsaufgaben selbststindig bearbeiten zu kénnen. Die
geforderten MATLAB-Kenntnisse entsprechen tiblichen Einfithrungen in
MATLAB, wie sie etwa in [1] zu finden sind.

Im vorliegenden Buch wird keine Einfiithrung in MATLAB gegeben.

Begleitsoftware

Alle in dem vorliegenden Buch und in dem zugehorigen Losungsband fiir
die Ubungsaufgaben verwendeten und teilweise abgedruckten Programme
sind tiber die elektronische Seite des Buches auf der Homepage des Springer-
Verlags

http://extras.springer.com/2011/978-3-642-20293-3

verftigbar. Die Namen dieser Programme sind im Text durch Fettdruck her-
vorgehoben und der abgedruckte MATLAB-Code ist, mit einem grauen Hin-
tergrund unterlegt, vom Fliefstext abgesetzt. Die Original-Programme sind
nattirlich weit ausfiihrlicher kommentiert als in den abgedruckten Auszii-
gen.

Um dem Leser das Auffinden der Programme im Text zu erleichtern, ist am
Ende des Buches ein Begleitsoftwareindex abgedruckt.

Wichtiger Hinweis zu den Simulink-Systemen:

Die Simulink-Systeme der Begleitsoftware werden im Allgemeinen durch
einen im Blockschaltbild integrierten Initialisierungsbutton initialisiert.
Durch Driicken des Buttons wird ein zugehoriges MATLAB-Skript aufge-
rufen, welches die vom Simulink-System benétigten Variablen im MATLAB-
Workspace definiert. Anschlieffend kann die Simulation gestartet werden. Es
empfiehlt sich, Anderungen der Initialisierungsvariablen nur im Workspace
vorzunehmen, nicht jedoch im Initialisierungsskript, um bei einer spéteren
erneuten Simulation die gleichen Voraussetzungen vorzufinden.
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Losungsband

Das vorliegende Lehrbuch enthdlt mehr als 150 Ubungsaufgaben. Die Be-
arbeitung dieser Ubungsaufgaben ist fiir das Verstindnis der besprochenen
Begriffe und Methoden essentiell und wird daher dringend empfohlen.

Um dem Leser eine Kontrolle seiner Ergebnisse zu ermdglichen, sind die
Ubungsaufgaben vollstandig gelost in einem eigenen Losungsband doku-
mentiert. Dieser kann ergédnzend zum Lehrbuch im Buchhandel erworben
werden.

Mathematische Formeln und Gleichungen

Mathematische Formeln und Gleichungen sind entsprechend ihrer Seite
nummeriert. So bedeutet die Referenz auf Gleichung (80.2), dass die entspre-
chende Gleichung auf der Seite 80 zu finden ist und dort die zweite (num-
merierte) Gleichung ist.

Marginalien

Besonders kritische Textstellen und schwierige Ubungsaufgaben sind am
Rand wie nebenstehend mit einem besonderen Symbol gekennzeichnet.

Bei Textstellen wird durch dieses Symbol darauf hingewiesen, dass eine pra-
zise Diskussion des Sachverhaltes weiter und tiefer gehende (mathemati-
sche) Analysen notwendig machen wiirde, die den Rahmen des Buches aber
tibersteigen wiirden.

Bei Ubungsaufgaben weist das Symbol auf besondere Herausforderungen
bei der Losung hin.

Da die Ubungsaufgaben, wie schon im Vorwort betont, fiir die Vertiefung
des Verstdndnisses einen wichtigen Stellenwert haben, wird im Text wie ne-
benstehend auf die zum Thema gehorige und empfohlene Ubungsaufgabe
hingewiesen. Dies soll dem Leser die Zuordnung der Ubungsaufgaben zum
Stoff des jeweiligen Abschnittes erleichtern.

Ubung 28
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Einfiihrungsbeispiele und
grundlegende Begriffe

In diesem Kapitel soll zunéchst ein Gefiihl dafiir vermittelt werden, welche
Themen und Fragestellungen in der Signal- und Systemanalyse angespro-
chen und diskutiert werden und welche Begriffe und Methoden dazu beno-
tigt werden.

Das Ziel des Buches ist die Vermittlung dieses (mathematischen) Begriffs-
und Methodenapparats der so genannten System- und Signaltheorie. Mit
Hilfe dieses Methodenapparats ist es moglich, (lineare) Systeme zur Verar-
beitung von Signalen zu modellieren, zu beschreiben und zu analysieren.
Ferner kann damit das Verhalten technischer Systeme prognostiziert und
durch entsprechende Auslegung gezielt beeinflusst werden.

Im Folgenden sollen zundchst exemplarisch einige Fallbeispiele von Syste-
men aus der Praxis diskutiert werden. Anhand dieser Beispiele soll gezeigt
werden, wie durch entsprechende Modellbildung mit den Mitteln der Verein-
fachung und Abstraktion eine tibergeordnete mathematische Beschreibung
dieser Systeme erreicht werden kann. Durch diese tibergeordnete allgemeine
Darstellung wird es moglich, die Methoden in den verschiedensten informa-
tionsverarbeitenden Ingenieurdisziplinen, etwa der Regelungstechnik, der
Messtechnik, der Nachrichtentechnik oder auch der Bildverarbeitung und
der Akustik, anzuwenden.

Die Diskussion dieser iibergeordneten, allgemeinen mathematischen Metho-
den ist Hauptgegenstand des vorliegenden Buches.

1.1 Fallbeispiele aus der Praxis

Das erste Beispiel stammt aus der Fahrzeugtechnik. Hierbei geht es darum,
einen speziellen Aspekt des dynamischen Verhaltens eines Fahrzeugs bei der
Uberfahrt tiber eine Strasse zu analysieren.

1.1 Beispiel (Vertikaldynamik eines Fahrzeugs)

Die Abbildung 1.1 zeigt schematisch zwei mogliche dynamische Verhaltens-
weisen eines Fahrzeugs' bei der Uberfahrt {iber eine Strasse.

Durch die Unebenheiten der Fahrbahn kommt es u.a. zu vertikalen Anregun-
gen des Fahrzeugaufbaus, welche Schwingungen der Karosserie in vertikaler
Richtung (Hubschwingungen) und Schwingungen um die Fahrzeugquerach-
se, so genannte Nickschwingungen, bewirken.

Solche Bewegungen des Fahrzeugaufbaus konnen zum einen fahrsicher-
heitsrelevante Dimensionen annehmen, zum anderen aber auch auf den
Fahrkomfort erheblichen Einfluss haben.

! Quelle Fahrzeugfoto: Peugeot Deutschland GmbH

O. Beucher, Signale und Systeme: Theorie, Simulation, Anwendung,
DOI 10.1007/978-3-642-20294-0 1, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2011
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Abb. 1.1: Vertikaldynamik eines Fahrzeugs aufgrund der Fahrbahnanregung

Diese Aspekte konnen natiirlich in Fahrversuchen untersucht werden. Al-
lerdings ist es bei der Vielzahl von moglichen Fahrbahnanregungen und
der Unzahl moglicher konstruktiver Auslegungen des Fahrzeuges unmog-
lich, solche Untersuchungen nur auf Erfahrungswerten basierend und im
,,Versuch und Irrtum”-Verfahren durchzufiihren. Vielmehr benétigt man ei-
ne geeignete Beschreibung von Fahrbahn und Fahrzeug, die es ermoglicht, die
dynamischen Vorgédnge (mathematisch und/oder simulativ) zu analysieren
und die konstruktive Auslegung zu optimieren.

Aufgrund der Komplexitit des Vorgangs und der beteiligten Systeme kann
dies jedoch nur mit Hilfe einer mathematischen Modellierung geschehen, die
die relevanten Aspekte ausreichend beschreibt, den Vorgang aber soweit ab-
strahiert, dass unnotige Details ausgeblendet werden und das Problem ma-
thematisch behandelbar wird.

Entscheidend fiir die zu untersuchenden Phénomene sind im vorliegenden
Beispiel nicht die Details des Designs der Karosserie 0.A., sondern lediglich
die beteiligten Massen und die Feder- und Dampfungskraifte.

Abbildung 1.2 zeigt mogliche Wege, wie die vertikale Fahrdynamik unter
diesem Gesichtspunkt abstrahiert werden konnte. Fahrzeugaufbau und Rad-
kasten werden lediglich mit ihren Massen m 4, m, und m; modelliert. Die
Aufhidngung wird mit Federn und Dampfern reprasentiert. Die zu untersu-
chenden Grofen sind die Fahrbahnanregung? s und die Auslenkungen der
Massen z 4, z,, zn, sowie der Nickwinkel 6.

Dabei berticksichtigt die erste, etwas detailliertere Form Hub- und Nick-
schingungen, wihrend die einfachere zweite Form lediglich den Aspekt der
Hubschwingungen modelliert. Es kommt also bei der Modellierung auch im-
mer darauf an, welche Information gewonnen werden soll. Durch das Weg-
lassen nicht relevanter oder unnétiger Details kommt man im Idealfall zu
einer Vereinfachung, die das Problem mathematisch behandelbar macht.

2 eigentlich s(t), za (%), zv(t) etc., da alle Grofen zeitveranderlich sind! In der Darstellung
wird dieser Aspekt aus Vereinfachungsgriinden zunéchst einmal weggelassen.
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Abb. 1.2: Modelle zur Beschreibung der Vertikaldynamik eines Fahrzeugs aufgrund
der Fahrbahnanregung

Im vorliegenden Fall kann die Dynamik der Feder-Masse-Dampfer-Systeme
durch Differentialgleichungen beschrieben werden, auf deren Darstellung an
dieser Stelle allerdings verzichtet werden soll. Wir werden jedoch spéter se-
hen, dass dies nicht die einzige mogliche Beschreibungsform ist.

Mit Hilfe einer weiteren Abstraktion kann die Modellierung in einen allge-
meinen Rahmen gestellt werden, mit dem dhnlich gelagerte Probleme aus
den verschiedensten Bereichen beschrieben werden koénnen. Dieser allge-
meine Rahmen ist die Grundlage aller nachfolgenden Diskussionen.

In einem weiteren Abstraktionsschritt wird das Gesamtfahrzeug als Einheit
aufgefasst (ein so genanntes System), welches die Fahrbahnanregung s ,,auf-
nimmt” und die Massenbewegungen z 4, zr , zurlickliefert”.

Abbildung 1.3 visualisiert diesen Schritt.

Von Interesse ist nun, wie das , System” Fahrzeug die so genannten ,Signale”
s,z4 und zr verarbeitet. Dazu miissen sowohl die Begriffe System und Si-
gnal geeignet definiert sowie ihre Eigenschaften charakterisiert werden. Die
hierfiir notwendigen Werkzeuge und Methoden sind Gegenstand der nach-
folgenden Kapitel. |
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Abb. 1.3: Das Fahrzeug als signalverabeitendes System

Auch das zweite Beispiel beschaftigt sich mit einem besonders in den letzten
Jahren sehr wichtigen Thema aus dem Fahrzeugbau, der Fahrzeugakustik.

Das akustische Verhalten eines Fahrzeugs ist heutzutage ein immer wichtiger
werdender Komfort- und Marketingaspekt. Zu laute Fahrzeuge, Fahrzeuge
mit unangenehmen Geréduschen in bestimmten Betriebsbereichen, aber auch
zu leise Fahrzeuge oder Fahrzeuge mit dem , falschen”, weil zu wenig sport-
lichen ,,.Sound” lassen sich nicht verkaufen.

1.2 Beispiel (Fahrzeugakustik)

Gerédusche entstehen an den verschiedensten Stellen im Fahrzeug. Die wich-
tigsten Quellen sind die Reifen (Abrollgerdusch), der Auspuff sowie Motor
und Getriebe. Gerausche werden dabei zum Ohr des Fahrers im Wesentli-
chen auf zwei Wegen tibertragen (vgl. Abbildung 1.4):

(a) direkt von der Schallquelle auf dem Luftwege (Luftschall),

(b) indirekt durch Anregung der mechanischen Fahrzeugkomponenten
(Korperschall).

Ausgeltst werden die motor- und getriebeseitigen Gerdusche durch mit
der Verbrennung zusammenhéngende periodische Bewegung mechanischer
Teile, wie der Kolbenbewegung, Ventil6ffungs- und SchlieSvorgédnge oder
Zahnradeingriffe.

Wesentliche Aufgaben der Gerduschuntersuchungen im Fahrzeug sind die
Analyse der Gerdusche und die Identifikation von Ubertragungswegen mit
dem Ziel, die Gerduschquellen zu identifizieren und das Ubertragungsver-
halten (z.B. durch geeignete konstruktive Mafinahmen wie Dammung oder
Strukturverstarkung) zu optimieren.

Die mathematische Modellierung der Ubertragungswege ist dufSerst schwie-
rig, da es sich bei einer Fahrzeugkarosserie oder auch bei einzelnen Motor-
und Getriebeteilen um hochkomplexe Gebilde handelt.
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Getriebe | ———, | Fahrzeugstruktur | —— | Fahrer

Getriebe | —— | Lager / Achswellen |——| Karosserie | —— | Fahrer

Abb. 1.4: Ubertragungswege von Getriebegerauschen: Luftschall (oben) und
Korperschall (unten) [12]

Ahnlich wie in Beispiel 1.1 behilft man sich auch hier wieder mit geeigneten
Vereinfachungen und Abstraktionen. So kann etwa, wie in Abbildung 1.5
dargestellt, das gesamte Fahrzeug als ,System” aufgefasst werden, welches
eine das Gerdusch verursachende periodische Anregung (,,Eingangssignal”)
in ein Gerdusch am Fahrerohr (,, Ausgangssignal”) umwandelt.

Abb. 1.5: Ubertragungsweg von Getriebegerauschen (hier Luftschall) als System

Fiir das System , Fahrzeug” trifft man dann gewisse Annahmen, damit das
Ubertragungsverhalten mathematisch formuliert und rechnerisch simuliert
werden kann. Eine dieser grundlegenden Annahmen ist etwa die Tatsache,
dass die Uberlagerung (Addition) zweier Anregungsquellen am Eingang zu
einer entsprechenden Uberlagerung (Addition) zweier Gerdusche am Aus-
gang fiihrt. Ein solches Systemverhalten nennt man linear und ist zentral fiir
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die gesamte Systemanalyse. Im gesamten Buch wird es daher fast ausschlief3-
lich um die Beschreibung und Analyse solcher Systeme gehen.

Nattirlich muss eine solche Annahme im konkreten Anwendungsfall (mit ei-
ner so genannten Kohdrenzanalyse) zumindest anndherungsweise verifiziert
werden, damit die aus dem theoretischen und simulativen Systemverhalten
gewonnenen Erkenntnisse fiir die Praxis brauchbar sind.

Neben den Ubertragungswegen sind auch die Charakteristika der Signale
an sich von Interesse. Beispielsweise hdngt die Gerduschentwicklung eines
Motors wesentlich von einer gut abgestimmten Verbrennung und von geeig-
neten Druckverldufen in den Zylindern ab.

Abbildung 1.6 [35] zeigt exemplarisch Ausschnitte zweier Druckverldufe in
einem Zylinder eines Common-Rail-Dieselmotors.

I
Basiskennfeld,
. Optimiertes Kennfeld
® S "““f‘"z‘ 100N 7| 800 min, 100 N /_\
T ,m.\ linder T 0| Zylinder2
50 J 50 /
El A El
2 3
§ HE T . T
i i s z
) 25 &t VE HE ~ " 3
W0k VH 0 7 10 A A\\ 0 5
o — 0 ‘E.
] 2 T pm—— b
-20 g 0 5
x10 3 x10*
Zeii ——p Zeit ——»
VE - Voreinspritzung HE - Haupteinspritzung

Abb. 1.6: Zylinderinnendruckverldufe in einem Common-Rail-Dieselmotor (Druck
oben, Druckgradient unten) [35]

Der linke Druckverlauf ist dabei akustisch ungtinstig, da die Vor- und
Haupteinspritzzeitpunkte schlecht abgestimmt sind und mechanische Krifte
und Gaskrifte die umgebende Struktur zu Schwingungen anregen (Koérper-
schall). Dies ist bei dem abgestimmten Verlauf weniger der Fall.

Betrachtet man allerdings den zeitlichen Verlauf der Signale, so erscheint
unklar, welche Signalcharkteristika hierfiir verantwortlich sind. In der Tat
sind auch in vielen anderen Fillen Charakteristika eines Signals am zeitli-
chen Verlauf bisweilen nur unzureichend oder gar nicht abzulesen, zumal
viele Signale, wie im vorliegenden Fall, stochastische (d.h. zufillige) Anteile
haben.

Aufgabe der Signalanalyse ist es, Methoden bereit zu stellen, die das Signal
geeignet transformieren mit dem Ziel, durch diese andere Sichtweise zuséitz-
liche im Signal enthaltene Informationen ablesen zu kénnen.

Eine wesentliche Methode besteht darin, harmonische Schwingungsanteile
im Signal zu identifizieren. Dieser Vorgang, die so genannte Fourieranalyse
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oder Spektralanalyse, ist fiir die Signalverarbeitung von tiberragender Be-
deutung.

Abbildung 1.7 [35] zeigt eine solche Spektralanalyse fiir die beiden Druck-
verlaufe.
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Abb. 1.7: Fourieranalyse der Druckverldufe aus Abbildung 1.6 [35]

Der Spektraldarstellung liegt eine Beobachtung von Fourier zugrunde, wel-
che besagt, dass alle Signale als Uberlagerung (Addition) von harmonischen
Sinusschwingungen mit geeigneter Amplitude und geeigneter Phase darge-
stellt werden konnen.

In der Darstellung wird also fiir jede Frequenz f, Hz angegeben, welchen
Beitrag der Schwingungsanteil des Drucksignals mit dieser Frequenz am Zy-
linderinnendruck liefert. Man erkennt, dass ganz allgemein die Druckpegel
des optimierten Verlaufs gegentiber dem nicht optimierten abgesenkt sind,
speziell jedoch im Bereich zwischen 300 und 2500 Hz (eingekreister Bereich).
Eine reduzierte Strukturanregung in diesem Bereich fiihrt zu geringerem
Korperschall und besserem akustischen Verhalten des Dieselmotors.

Im Beispiel hat eine Transformation des Signals dazu gefiihrt, dass Merkma-
le des Signals ermittelt werden konnten, die am zeitlichen Verlauf nicht oder
nur unzureichend zu erkennen waren. Diese Transformation, die so genann-
te Fouriertransformation ist, wie oben bereits erwéhnt, eine zentrale Metho-
de der Signal- und Systemtheorie und ist daher ein Hauptgegenstand der
folgenden Kapitel. ||
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Ein entscheidender Faktor fiir die Funktion mechatronischer Systeme ist die
Sicherstellung der Energieversorgung. In autonomen Systemen, wie etwa
dem Kraftfahrzeug, benétigt man dafiir Batterien. Es ist daher von grofSer
Bedeutung, die Eigenschaften von Batterien zu charakterisieren, im laufen-
den Betrieb zu messen und gegebenenfalls Vorhersagen iiber den Zustand
des Energiespeichers zu machen.

1.3 Beispiel (Untersuchung von Batterien)

Eine Batterie (vgl. Abbildung 1.8) ist ebenso wie die in den Beispielen 1.1 und
1.2 besprochenen ,Systeme” ein hochkomplexes elektrotechnisches (bzw.
elektrochemisches) Gebilde, dessen Eigenschaften von zahlreichen Parame-
tern abhangen.

Kondensations-
Kammer

Positive und
negative Platten

Abb. 1.8: Aufbau eines Blei-Sdaure-Akkumulators (Grafik: HOPPECKE)

Kenngrofien wie die Ruhespannung, der Innenwiderstand, die Kapazitit (al-
so die entnehmbare Strommenge (in Ah)), der Ladezustand, d.h. die aktuell
entnehmbare Energie im Verhiltnis zur Nennkapazitit, die verschiedenen
Uberspannungen beim Lade- und Entladevorgang hingen in komplizierter
Form untereinander und von der Elektrolytkonzentration, der Temperatur,
der Stromrichtung und dem Alter der Batterie ab [29, 50].

Will man ein solches Gebilde beschreiben, vermessen oder simulieren, so
muss man auch hier wieder unter Zuhilfenahme geeigneter Annahmen, Ab-
straktionen und Vereinfachungen ein geeignetes Modell entwerfen. Eine iib-
liche Vorgehensweise in der Elektrotechnik ist die Konstruktion eines elek-
trischen Ersatzschaltbildes, wie etwa das in Abbildung 1.9 skizzierte Ersatz-
schaltbild nach Randles [29, 50].

In diesem Ersatzschaltbild modelliert R; den Innenwiderstand, Rp und Cp
modellieren die Durchtrittsreaktionen beim Ubergang zwischen Elektroden
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Abb. 1.9: Ersatzschaltbild nach Randles

und Elektrolyt, und Rg,, Ck, modellieren Transportmechanismen inner-
halb des Elektrolyten.

,Eingangssignal” ist der an den Batterieklemmen gemessene Strom und
»~Ausgangssignal” die gemessene Klemmenspannung. Interessant ist das
Verhiltnis U, /iy, dieser beiden Groflen, die so genannte Impedanz. Aus ihr
lassen sich, insbesondere im dynamischen Fall der Lastwechsel, Riickschliis-
se auf viele der oben angesprochenen Eigenschaften der Batterie ziehen.
Eine Schwierigkeit ist jedoch, dass die Strom-Spannungs-Kennline nicht ge-
radlinig (,linear”) ist und die Impedanz neben dem Batteriezustand und der
Zeit von der Lastwechselfrequenz abhingig ist.

Eine Vereinfachung der Analyse und der Modellierung kann dadurch er-
reicht werden, dass man die Strom-Spannungs-Kennline nur in einem klei-
nen Bereich um einen so genannten Arbeitspunkt herum betrachtet. Das in
Abbildung 1.9 dargestellte System ist dann linear, und durch Aufpriagung
von kleinen Wechselstromen verschiedener Frequenz um den Arbeitspunkt
herum kann die Frequenzabhingigkeit der Impedanz untersucht werden.
Dieser Vorgang entspricht der in Beispiel 1.2 bereits angesprochen Spektral-
analyse und wird im Zusammenhang mit der Batterieanalyse Impedanz-
spektroskopie genannt.

Durch ein solches gemessenes Impedanzspektrum konnen die Parameter des
Ersatzschaltbildes bestimmt werden. Man sagt, das System wird identifi-
ziert. Diese Systemidentifikation kann dazu verwendet werden, Erkennt-
nisse tiber die oben angesprochenen Batteriekenngrofien abzuleiten oder die
Batterie mittels des so parametrisierten Ersatzschaltbildes innerhalb einer Si-
mulation abzubilden.

Die Identifikation linearer Systeme ist eine in der Praxis haufig vorkommen-
de wichtige Modellierungsaufgabe und wird daher ebenfalls in den nachfol-
genden Kapiteln diskutiert. |
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Weitere Anwendungsfelder

Nach dieser ausfiihrlichen Diskussion dreier aktueller Praxisbeispiele sollen
im Folgenden kurz noch einige weitere Anwendungsfelder angedeutet wer-
den, in denen ,Signale und Systeme” und somit die in diesem Buch darge-
stellten Grundlagen benotigt werden.

Signal- und Systemtheorie sind Grundlage folgender weiterer wichtiger In-
genieurdisziplinen:

der Nachrichtentechnik,
der Messtechnik,

der Bildverarbeitung,
der Sprachverarbeitung,
der Regelungstechnik.

Die Nachrichtentechnik befasst sich mit Methoden der Ubertragung von Si-
gnalen. Um Signale (Sprache, Musik, Daten) iiber weite Strecken mit elek-
tromagnetischen Wellen zu iibertragen, miissen diese im Allgemeinen mit
speziellen Systemen aufbereitet werden. So miissen sie etwa geeignet kom-
primiert, kodiert und moduliert werden. Am Empfangsort miissen die Si-
gnale entsprechend wieder aufbereitet werden, um sie von gegebenenfalls
vorhandenen Storsignalen zu trennen und in die urspriingliche Form zu-
riickzuverwandeln.

Herrausragendes Beispiel fiir ein solches nachrichtentechnisches System ist
etwa das bekannte globale Ortungs- und Navigationssystem GPS (Global
Positioning System).

Abbildung 1.10 zeigt, wie schwierig die Aufgabe der Signalaufbereitung am
Empfangsort in diesem Falle ist. Die Leistung des Empfangssignals liegt we-
sentlich unterhalb der Leistung des thermischen Rauschens, welches unwei-
gerlich vom den elektronischen Komponenten des Empfangers produziert
wird. Sehr schon sieht man das wieder, wenn man die Signale, wie in Abbil-
dung 1.10 geschehen, nicht beziiglich ihres zeitlichen Verlaufs, sondern be-
zuiglich ihrer Frequenzanteile darstellt. Diese Darstellung, das so genannte
Leistungsdichtespektrum, wird i.W. durch die in den vorangegangenen Bei-
spielen angesprochene Fouriertransformation bewerkstelligt. Diese Technik
berticksichtigt auch, dass die Signale zufillige Anteile haben. Die Behand-
lung solcher zufilligen (stochastischen) Signale und die Bestimmung des
Leistungsdichtespektrums sind Gegenstand des letzten Kapitels dieses Bu-
ches.

Dagegen wird auf die speziellen Methoden der Nachrichtentechnik, etwa
die Modulationsverfahren, nicht eingegangen, da dies, wie auch die einge-
hendere Diskussion der anderen angesprochenen Anwendungsgebiete, den
Rahmen dieser Abhandlung bei weitem sprengen wiirde.

Ein weiteres bedeutendes Anwendungsfeld der Signaltheorie ist die Verar-
beitung und Analyse von Sprache. Dabei ist beispielsweise die Signalanalyse,
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%%‘% Raumsegment

GP&-Nutzsignal
Kontrollsegment

Nutzersegment
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GPS-Nutzsignal
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Abb. 1.10: Aufbau des Satellitennavigationssystems GPS (oben),
Leistungsdichtespektrum eines GPS-Signals und eines thermischen Rauschsignals
(unten)

also die Extraktion von charakteristischen Merkmalen eines Sprachsignals
ein wichtiges Ziel. Eine solche Merkmalsextraktion kann zur Sprach- und
Sprechererkennung herangezogen werden, etwa bei der Stimmidentifikati-
on im kriminaltechnischen Labor.

Abbildung 1.11 zeigt den zeitlichen Verlauf eines solchen Sprachsignals
(Amplitudenwerte) und ein so genanntes Sonogramm dieses Signals.

Dabei handelt es sich um die Darstellung eines fortlaufenden
(Leistungsdichte-) Spektrums des Sprachsignals. Der Fachmann kann am
Sonogramm weitere charakteristische Merkmale des Sprachsignals erken-
nen, die tiber die am Zeitsignal direkt erkennbaren Kennzeichen (Pausen,
Vokale etc.) hinaus gehen.

Neben der Erkennung von Merkmalen (Klassifizierung) sind auch Techni-
ken der Signaltrennung (der so genannten Filterung) von Interesse. Eine An-
wendung wére beispielsweise die Trennung unerwiinschter Hintergrundge-
rdausche von Sprachsignalen.
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Abb. 1.11: Sprachsignal und Sonogramm

Ein riesiges Anwendungsfeld der (digitalen) Signalverarbeitung ist die soge-
nannte Bildverarbeitung.

Abbildung 1.12 zeigt die Aufnahme von Verkehrsschildern auf einer Auto-
bahn mit Hilfe einer fahrzeugstationédren digitalen Kamera. Ziel ist es in die-
sem Fall, mit Hilfe solcher Aufnahmen und nachgeschalteter digitaler Algo-
rithmen, Verkehrsschilder automatisch zu erkennen und dem Fahrer {iber ein
Display oder akustisch Hinweise zu geben.

Die Signalanalyse dient in diesem Beispiel wiederum der Merkmalsdetekti-
on, also etwa der Identifikation von Kanten, z.B. der Schildkontur, oder der
Erkennung und Zuordnung von Farbfldchen.

Ausgefeilte Methoden der Signaltrennung (Filterung) zur Trennung signifi-
kanter Signalanteile von zufallsbedingten Anteilen (,,Rauschen”) finden hier
ebenso Anwendung wie Methoden der Signalkomprimierung zur Reduzie-
rung der in der Bildverarbeitung hiufig auftretenden Datenflut.

Dartiber hinaus ist das Verstindnis der Vorgange bei der Diskretisierung
(Abtastung) der Bildsignale (ebenso wie auch der Signale in den anderen
angesprochenen Beispielen) unabdingbar. Auch dieser Aspekt wird in den
nachfolgenden Kapiteln diskutiert werden.

Die Regelungstechnik macht sich zur Aufgabe, Systeme so zu beeinflussen,
dass sie ein gewtinschtes Verhalten aufweisen, z.B. die Stabilisierung eines
dynamischen Vorgangs oder die Einstellung eines bestimmten Sollwertes ei-
nes zeitlich verdnderlichen Parameters (Drehzahl eines Motors, Temperatur
einer Heizung, Fiillstand eines Kessels etc.).

Die Abbildung 1.13 [43] beispielsweise zeigt das Blockschaltbild eines Regel-
kreises fiir die Regelung der Drehzahl eines Verbrennungsmotors auf einem
Priifstand. Die Motordrehzahl soll dabei stets auf einem fest vorgegebenen
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Abb. 1.12: Automatische Erkennung eines Verkehrszeichens (Continental) [18]

Wert gehalten werden, auch wenn sich die mit einer Leistungsbremse ein-
gestellte Belastung dndert. Fiir diesen Zweck ist ein (i.Allg. lineares) System
(Regler) zu konzipieren, welches in der Lage ist, einen vorgegebenen Dreh-
zahlsollwert (nsoy;) einzustellen.

Aus dem stdndigen Vergleich mit der Ist-Drehzahl (n;,;) berechnet der Reg-
ler eine Drosselklappenstellung, welche zu einem Motordrehmoment My,
proportional ist. Diesem Moment wirken Reibung und Lastmoment der Leis-
tungsbremse entgegen.

Die Blockschaltbilddarstellung in Abbildung 1.13, in der die in der Re-
gelungstechnik genormten Systemblocke verwendet werden, ist eine sehr
tibersichtliche Form der Darstellung von (dynamischen) Systemen. Fiir
Berechnungen miissen allerdings andere Darstellungsformen herangezo-
gen werden (Differentialgleichungen, Zustandsdarstellungen, Transforma-
tionen). Die Bereitstellung dieser Darstellungsmethoden ist u.a. Gegenstand
der folgenden Kapitel.

Man erkennt an dem vorgestellten Beispiel, dass sich die Begriffswelten
der Regelungstechnik und der Signal- und Systemtheorie grofitenteils tiber-
schneiden, da einer Systemregelung im Allgemeinen eine System- und Signal-
analyse vorausgehen muss. Oft handelt es sich dabei, wie in Abbildung 1.13,
um lineare oder linearisierte Systeme, sodass die Methoden der (linearen)
Systemtheorie Anwendung finden. Die Regelungstechnik bedient sich daher
zum grofien Teil der Methoden und Begriffe, die im Folgenden beschrieben
werden.

Ebenso greifen gewisse messtechnische Verfahren, wie etwa die Korrelati-
onsmesstechnik zur Bestimmung von Abstinden und Geschwindigkeiten
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Abb. 1.13: Schaubild eines Drehzahlregelungspriifstands (oben) und seiner
regelungstechnischen Modellierung als Blockschaltbild (unten) [43]

mittels Laufzeitmessung von Signalen, auf signaltheoretische Methoden und
Begriffe zurtick, die im Folgenden behandelt werden.

Abbildung 1.14 zeigt einen Versuchsaufbau zur Bestimmung der Rotations-
geschwindigkeit einer (bedruckten) Scheibe (CD). Zwei kurz nacheinander
tiber der Scheibe platzierte Infrarotsensoren tasten die Oberfliche der Schei-
be ab. Die reflektierten Signale reprasentieren dabei zeitversetzt die (prin-
zipiell gleiche) Oberflichenstruktur der Scheibe. Aus dem Zeitversatz und
dem bekannten Abstand der Sensoren kann nun prinzipiell die Geschwin-
digkeit ermittelt werden.

Die von den Sensoren gemessen Signale sind in Abbildung 1.15 dargestellt
(vgl. dazu auch Kapitel 5, Abschnitt 5.5.6).

Man erkennt, dass der zeitliche Versatz der Signale im Zeitbereich aufgrund
der verrauschten Struktur der Signale nicht so ohne weiteres abzulesen ist.
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Abb. 1.14: Beispiel eines Rotationsgeschwindigkeits-Messsystems auf Basis der
Korrelationsmesstechnik
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Abb. 1.15: Signale der Infrarotsensoren des Rotationsgeschwindigkeits-
Messsystems aus Abbildung 1.14

Die stochastischen Eigenschaften der Signale erfordern eine weitere Verar-
beitung, deren Diskussion Gegenstand des letzten Kapitels sein wird. Au-
Berdem wird der Frage nachgegangen, welche Signale sich tiberhaupt fiir
solche Messungen eignen.

Insgesamt sind die in den weiteren Kapiteln diskutierten Themen also von
weitreichender Bedeutung fiir zahllose Anwendungsgebiete im Ingenieur-
bereich. Es gibt aber auch Anwendungen aufSerhalb dieses Bereiches, wie et-
wa die Kursanalyse von Finanzwerten. Hierauf konnen und wollen wir aber
nicht ndher eingehen.
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1.2 Der Signalbegriff

In den in Abschnitt 1.1 diskutierten Beispielen ist immer wieder von Signalen
die Rede. Eine Definition steht jedoch noch aus und soll daher jetzt nachge-
liefert werden. Dabei gehen wir von einem physikalisch geprdgten Ansatz
aus, der unter einem Signal zundchst® ein messbares physikalisches Objekt
versteht.

Der physikalische Signalbegriff

Ein Signal ist eine von einer physikalischen Grofie getragene Zeitfunk-
tion, deren Informationsparameter den Wertverlauf einer technischen
oder physikalischen Grofle abbildet.

Diese Definition kennzeichnet sicher die tiberragende Mehrzahl der Signale.
Allerdings muss ein Signal nicht unbedingt immer eine Zeitfunktion sein,
wie das Beispiel der Bildverarbeitung zeigt. Hier sind die Argumente der
Signalfunktionen die Pixelparameter, also Ortskoordinaten.

Des Weiteren konnen auch solche funktionalen Abhéngigkeiten, die keinerlei
physikalischen oder technischen Hintergrund haben, etwa Aktienkurse, mit
Fug und Recht ein Signal genannt werden. Da wir uns jedoch ausschliefllich
mit technischen Fragestellungen beschiftigen werden, gentigt es fiir unsere
Zwecke, die obige Definition zu Grunde zu legen.

Die in den Beispielen vorgestellten Signale weisen einige Merkmale auf, die
Anlass zu einer Klassifizierung der Signale geben, welche fiir die Signaltheo-
rie von grundlegender Bedeutung ist.

Wir werden im Folgenden von zeit- und wertkontinuierlichen sowie von
zeit- und wertdiskreten Signalen sprechen.

Unter einem zeitkontinuierlichen Signal s versteht man ein Signal, wel-
ches sich als Funktion

s:R— 20

von den reellen Zahlen in einen Wertebereich 20 darstellen ldsst. Fiir jede
Zahl t € R (Zeitpunkt) ist dabei ein Signalwert definiert.
- J

Im Grunde sind zunéchst alle beobachteten physikalischen Zeitsignale zeit-
kontinuierlich. Fiir die digitale Signalverarbeitung (also die numerische Be-
handlung der Signale) werden die beobachteten Grofien jedoch mit Hilfe

3 Wir werden spiter sehen, dass diese Sichtweise fiir theoretische Uberlegungen nicht aus-
reicht. Ein mathematisch gepragter Ansatz erweitert den hier definierten Signalbegriff um
Objekte (die so genannten Distributionen), die zwar physikalisch interpretierbar, aber in die-
ser Form nicht beobachtbar sind.
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eines Analog-Digital-Umsetzers (A/D-Wandlers) in Zahlen umgewandelt.
Diese Zahlen entsprechen den Werten der Signale zu gewissen Zeitpunkten
und sind somit zeitdiskrete Signale.

Unter einem zeitdiskreten Signal s versteht man ein Signal, welches sich
als Funktion

s: /4 — 20

von einer Menge von endlich vielen oder abzdhlbar unendlich vielen
reellen Zahlen in einen Wertebereich 20 darstellen ldsst. Fiir jede Zahl

tn € Z, n € Z (Zeitpunkt) ist dabei ein Signalwert definiert.

J

In aller Regel geht man bei zeitdiskreten Signalen davon aus, dass die Zeit-
punkte ¢,, in einem festen Zeitabstand T zueinander stehen (dies ist z.B. bei
A/D-Wandlern aus Griinden der einfacheren technischen Realisierung im-
mer der Fall). Daher ist es tiblich, das Signal sofort als Funktion

s: 7 — 0

und die einzelnen Signalwerte als s(n), s[n] oder auch s,, zu schreiben. Das
Zeitmafs T wird dabei implizit vereinbart. Die Zulassung negativer Zeit-
punkte ist analytisch zweckmafSig. Man ldsst daher negative Zeiten zu und
vereinbart, dass Signale grundsiitzlich zu allen Zeiten, das heifit auf der gan-
zen reellen (Zeit-)Achse, definiert sind.

Die Unterscheidung zwischen , kontinuierlich” und , diskret” gibt es jedoch
nicht nur fiir den Zeitbereich. Auch die Signalwerte selbst konnen kontinu-
ierlich und diskret sein.

Unter einem wertkontinuierlichen Signal s versteht man ein Signal, wel-
ches sich als Funktion

s:3 —WCR"

von einem (kontinuierlichen oder diskreten) Zeitbereich 3 in einen kon-

tinuierlichen Wertebereich 20 C R”™ darstellen l&dsst.
\§ J

Alle beobachteten physikalischen Zeitsignale sind zunédchst auch wertkon-
tinuierlich. Numerische Signale kénnen jedoch nicht mit beliebig genauen
Werten représentiert werden. Ein A/D-Wandler kann nur Werte eines be-
stimmten Rasters in einem gewissen Wertebereich erzeugen. Die Signalwerte
der beobachteten Grofie werden also auch im Wertebereich diskretisiert.
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Unter einem wertdiskreten Signal s versteht man ein Signal, welches sich
als Funktion

s:3—DCR"

von einem (kontinuierlichen oder diskreten) Zeitbereich 3 in eine Menge
© von endlich vielen oder abzdhlbar unendlich vielen reellen Vektoren
aus R™ darstellen lasst. y

In aller Regel ist s eine reellwertige Funktion. Es ist jedoch oft auch die
Zusammenfassung von reellwertigen Signalen zu vektorwertigen Signalen
niitzlich.

Ebenso ist es in der Signaltheorie vielfach sehr zweckmifig, komplexwerti-
ge Signale zu betrachten. Die obige Definition muss dann in diesem Sinne
erweitert werden.

Die Beispiele aus Abschnitt 1.1 illustrieren noch ein weiteres Unterschei-
dungsmerkmal, welches fiir die Praxis von enormer Bedeutung ist. Offenbar
gibt es Signale, die zu jedem Zeitpunkt durch einen funktionalen Zusam-
menhang eindeutig bestimmt sind, wohingegen andere dies nicht sind. Dies
gibt Anlass zu folgender Definition:

(
Unter einem deterministischen Signal s versteht man ein Signal, welches

sich (mit den obigen Bezeichnungen) durch einen eindeutigen mathema-
tischen Zusammenhang als Funktion

s:3—

darstellen lasst.

J

Die meisten in der Praxis vorkommenden Signale sind jedoch, auch das zei-
gen die Beispiele aus Abschnitt 1.1, zufillig oder haben gewisse zufillige
Anteile. Solche Signale nennen wir stochastisch.

4 )
Unter einem stochastischen Signal s versteht man ein Signal, fiir das je-

des
st), te3

einen zufilligen Wert in 20 annimmt.
- J
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Die entstehende Funktion s(t) wird dabei als eine beobachtete Auspragung
des das Signal erzeugenden physikalischen Prozesses verstanden. Diese

Funktion heift daher eine Musterfunktion dieses Prozesses*.

Deterministische Signale sind in der Praxis vor allem harmonische Schwin-
gungen oder Testsignale, wie die aus der Regelungstechnik bekannte Sprung-
funktion. Wir werden in den ersten Kapiteln ausschliefilich solche Signale be-
trachten.

Stochastische Signale sind in aller Regel die in der realen Welt beobachteten
Signale. Ihre Behandlung erfordert Kenntnisse der Wahrscheinlichkeitstheo-
rie. Die grundlegenden Begriffe dazu werden in Kapitel 5 behandelt.

In Tabelle 1.1 sind zur besseren Illustration der Begriffe einige Beispiele fiir
die definierten physikalischen Signalklassen aufgefiihrt.

Tabelle 1.1: Beispiele zur Klassifikation von Signalen

Deterministische Signale

zeit- /wertkontinuierliches Signal

s(t) =sin(2w -5 t)

(Harmonische Schwingung
der Frequenz 5 Hz)

zeitkontin.-/wertdiskr. Signal

1 fur telo,1 ‘
s(t) = tr tel0.

0 fiir t<0,¢t>1

(Rechteckimpuls
der Pulsbreite 1)

Fortsetzung auf der nichsten Seite

4 fiir weitere Details sei an dieser Stelle auf Kapitel 5 verwiesen.
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Tabelle 1.1: Beispiele zur Klassifikation von Signalen

zeitdiskret-/wertkontin. Signal

27" fir neN

0 fir n<O0

(Potenzfolge)

zeitdiskret-/wertdiskretes Signal

1 fir n=1,23

0 fir n<0n>3

(Diskreter Rechteckimpuls)

Stochastische Signale

zeit- /wertkontinuierliches Signal

s(t) = Zufallswert in [—1, 1]

(hier: Gauf3-verteiltes
weifses Rauschen)

Fortsetzung auf der niichsten Seite
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Tabelle 1.1: Beispiele zur Klassifikation von Signalen

zeitdiskret-/wertkontin. Signal

sp, = Zufallswert in [-2, 2] s ‘ ‘

r T[]

(hier: abgetastetes Gauf3-
verteiltes weifSes Rauschen)

nnnnnnn

Der mathematische Signalbegriff

Ein weiteres wichtiges Unterscheidungsmerkmal charakterisiert (physikali-
sche) Signale durch die (zunichst einmal physikalischen) Grofien Signalener-
gie und Signalleistung.

~

Ein (reelles oder komplexes) Signal f(¢) heifit ein Energiesignal, wenn
gilt:

o0

/ |F()|? dt < co. (21.1)

— 00

\ J

Die Bezeichnung Energiesignal rithrt daher, dass das Betragsquadrat | f(t)|?
der momentanen Amplitude eines Signals proportional zur momentanen Si-
gnalleistung® (in W) ist. Das Integral (21.1) hat daher die physikalische Ein-

heit der Energie (Ws).

~

Ein (reelles oder komplexes) Signal f(¢) heifit ein Leistungssignal, wenn
es ein M > 0 gibt, sodass

T
%/|f(t)|2dt§M<oo VT >0. (21.2)
-T
N~ J

5 Ist f(t) etwa eine an einem Widerstand abfallende Spannung, so entspricht dies einer mo-
mentanen Leistung von | f(t)|2 V2/2 = W
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Ein Leistungssignal zeichnet sich also dadurch aus, dass die Durchschnitts-
leistung (das Integral (21.2) hat die physikalische Einheit Ws/s = W) tiber
jedem beliebigen Beobachtungszeitintervall (gleichméafig) beschrankt ist.
Natiirlich sind alle Energiesignale auch Leistungssignale, wie sich aus den
Definitionen unmittelbar ergibt. Wichtige Signaltypen sind aber keine Ener-
giesignale. Hierzu gehoren beispielsweise die fiir die Signaltheorie so wich-
tigen harmonischen Funktionen cos(wt), sin(wt) oder auch die in der Rege-
lungstechnik so enorm wichtige (Einheits-)Sprungfunktion

. >
o(t) = 1 fir t>0, (22.1)

0 sonst.

Obwohl mit physikalischen Begriffen gearbeitet wird, ist die Unterscheidung
zwischen Energie- und Leistungssignalen eher ein mathematisches Konzept,
da es in der Praxis natiirlich nur Energiesignale gibt.

Da das Integral (21.1) fiir die angesprochenen harmonischen Funktionen
oder auch die Sprungfunktion divergiert, wiirde man theoretisch unendlich
viel Energie zur Aufrechterhaltung dieser Signale benétigen, die nattirlich in
der Realitdt nicht zur Verfiigung steht.

Andererseits wiirde man auf enorme Schwierigkeiten stofSen, wollte man
diese Realitét fiir solche Signale mathematisch abbilden (welchen Beobach-
tungszeitraum wollte man denn etwa festlegen?).

Fiir die mathematische Modellierung ist es giinstiger, von Signalen auszu-
gehen, die ,fiir alle Zeiten” definiert sind. Insofern kommt man dann zu
Signalen, die keine endliche Energie mehr haben, sondern ,nur” noch eine
endliche Durchschnittsleistung.

Der Signalraum

Fiir die mathematische Modellierung ist es erforderlich, die Signale, fiir die
die in den folgenden Kapiteln gemachten Aussagen gelten sollen, zu einer
Einheit zusammenzufassen.

Diese Signale bilden einen® Vektorraum, den wir im Folgenden als den Sig-
nalraum bezeichnen wollen.

Eine exakte mathematische Prazisierung dieses Signalraums iibersteigt den
Anspruch dieses Buches, da mathematisch sehr tiefliegende Konzepte zur
Anwendung kommen miissten.

Wir miissen es daher mit einer mathematisch unbefriedigenden, eher va-
gen Beschreibung bewenden lassen und definieren, dass der Signalraum
der (komplexwertigen) zeitkontinuierlichen Signale, den wir im Folgenden be-
trachten wollen, mindestens folgende Signale enthalten soll”:

6 Gegebenenfalls kommen auch verschiedene solcher Vektorraume in Frage, je nach Zielrich-
tung der Modellierung.
7 wobei sich die genannten Signalklassen iiberschneiden kénnen
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alle Energiesignale,
alle Leistungssignale,

alle (stiickweise) differenzierbaren reellen Funktionen, die nicht schneller
wachsen als ein Polynom

alle (stiickweise) stetigen reellen Funktionen, die nicht schneller wachsen
als ein Polynom,

alle Polynome,
alle Exponentialfunktionen,

alle endlichen und unendlichen Linearkombinationen von Dirac-
Impulsen und ihre distributionellen Ableitungen.

Bei zeitdiskreten Signalen ist die Situation etwas einfacher. Hier kénnen wir
es bei Energie- und Leistungssignalen bewenden lassen.

Bei der Auflistung der zeitkontinuierlichen Signalklassen sind insbesondere
die so genannten Distributionen neu. Wir kénnen das Konzept der Distri-
butionen im Rahmen dieses Buches nur anreifien. Im Grunde reicht jedoch
fur die systemtheoretischen Betrachtungen der Dirac-Impuls, den wir in Ab-
schnitt 2.3.4 auf einer mehr oder weniger heuristischen Basis einfiihren (vgl.
(75.2)) und dessen Bedeutung wir dort diskutieren werden.

1.3 Der Systembegriff

Signale (Informationstrager) werden stets von fiir spezielle Aufgaben kon-
zipierten Vorrichtungen verarbeitet und iibertragen. Solche Vorrichtungen
nennen wir im Folgenden Systeme. Praziser wird dieser Sachverhalt in der
folgenden Definition wiedergegeben:

Unter einem System versteht man einen beliebigen Prozess, der zur
Transformation von Signalen fiihrt.

Es scheint klar, dass alle in den Beispielen aus Abschnitt 1.1 vorgestellten
Vorrichtungen dieser Definition gentigen.

Ausgehend von der Signalklassifizierung kann zwischen Systemen diffe-
renziert werden, die vorwiegend zur Verarbeitung zeitkontinuierlicher oder
zeitdiskreter Signale konzipiert sind. Wir unterscheiden zwischen analogen
und digitalen Systemen.

Unter einem analogen System versteht man ein System zur Verarbeitung
und Ubertragung zeitkontinuierlicher Signale.

Hierunter fallen fast alle Vorrichtungen, die mit realen Signalen arbeiten.
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Demgegentiiber verstehen wir unter einem digitalen System im Wesentlichen
einen Algorithmus, der Signale in einem Rechner verarbeitet. Dies setzt die
Diskretisierung realer Signale im Zeit- und im Wertebereich voraus (A/D-
Wandlung).

Unter einem digitalen System versteht man ein System zur Verarbeitung
zeit- und wertdiskreter Signale.

Die digitale Signalverarbeitung hat gegentiber der analogen Signalverarbei-
tung einige Vorteile. So ist auf der numerischen Ebene leicht die Implemen-
tierung von Verfahren moglich, die in Analogtechnik nur schwer oder gar
nicht zu realisieren wéren. Das heift aber nicht, dass die digitale die analo-
ge Signalverabeitung génzlich ablosen kann. Dies ist oft nicht (6konomisch)
sinnvoll oder schon aus physikalischen Griinden nicht moglich, wie etwa bei
der Verarbeitung hochfrequenter Signale.

Zur Ilustration der Vor- und Nachteile sollen in der (keine Vollstandigkeit
beanspruchenden) Tabelle 1.2 digitale und analoge Systeme beziiglich eini-
ger grundlegender Systemeigenschaften gegeniibergestellt werden.

Tabelle 1.2: Einige Eigenschaften digitaler und analoger Systeme

Eigenschaft analoges System digitales System
Genauigkeit begrenzt, kostspielig unbegrenzt,
lineare Kosten
Toleranzen vorhanden keine
Temperatur/Alterung | vorhanden unproblematisch
Rauschen Bauelemente Rundungsfehler
Frequenzbereich unten: begrenzt, unten: unbegrenzt,
oben: unbegrenzt oben: begrenzt
Hochintegration bedingt uneingeschrankt

Ein wichtiger Aspekt im Bezug auf die Frage, wie technische Systeme analy-
siert und entworfen werden konnen, ist die mathematische und simulative
Modellierbarkeit der Systeme. Sind Systeme ausreichend gut mathematisch
modellierbar, so kann ihr Systemverhalten einigermafien prizise bestimmt
und vorhergesagt werden.

Eine herausragende Stellung nehmen gerade beziiglich dieses Aspektes die
so genannten linearen Systeme ein.
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1.3.1 Lineare Systeme

Wir werden uns im Folgenden fast ausschliefllich mit dieser speziellen, ma-
thematisch sehr gut behandelbaren Systemklasse auseinandersetzen. Ob-
wohl viele reale Systeme, etwa alle die in Abschnitt 1.1 vorgestellten, bei
niherer Betrachtung die Bedingungen fiir ein lineares Systemverhalten nicht
erfiillen, spielen die linearen Systeme in der Praxis eine sehr bedeutende Rol-
le. Dies liegt daran, dass die Linearitatsbedingungen bei geeigneter Betrach-
tungsweise oft in guter Ndaherung approximativ erfiillt sind.

Lineare Systeme sind wie folgt definiert:

Unter einem linearen System versteht man ein System, fiir das - beziig-
lich seiner Wirkung auf Signale - das Verstirkungsprinzip und das Su-
perpositionsprinzip gelten.

Da wir Systeme als Transformationen von Signalen auffassen und Signale
(mathematisch) nichts weiter als Funktionen sind, entspricht die obige De-
finition exakt der aus der Mathematik bekannten Linearitdtsdefinition. Ein
lineares System wird also mathematisch reprasentiert durch eine lineare Ab-
bildung auf Funktionen (Signalen), genauer:

Seien z(t), z1(t) und z2(t) beliebige Signale, « € R und & ein System
(Transformation von Signalen).
Dann heifst & ein lineares System, wenn stets gilt:

S(a-z(t) = a-S(x(t)) (25.1)
S(z1(t) + 22(t)) = &(x1(2)) + S(x2(t)) (25.2)

\\ J

Die Gleichung (25.1) reprasentiert dabei das angesprochene Verstiarkungs-
prinzip und Gleichung (25.2) das Superpositionsprinzip.

Aus der Mathematik wohl bekannte Beispiele fiir solche lineare Funktions-
transformationen sind Integration und Differentiation. Diese Operationen
konnen somit auch als lineares System aufgefasst werden. Exemplarisch soll
dies fiir den Integrierer und sein elektrotechnisches Pendant, den Kondensa-
tor, durchgerechnet werden:

1.4 Beispiel (Linearitit des Kondensators (Integrierer))

Wir betrachten zunichst die in Abbildung 1.16 dargestellte einfache Konden-
satorschaltung.

Wir fassen zunachst den Kondensator als System auf, welches den Quell-
strom z(t) (Eingangssignal des Systems) in die am Kondensator abgegriffene
Spannung y(t) (Ausgangssignal des Systems) iiberfiihrt.

Ubung 1
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Abb. 1.16: Einfache Kondensatorschaltung

Nach den aus der Elektrotechnik bekannten Gesetzen fiir Strom und Span-
nung am Kondensator gilt:

y(t) = S((t)) = % / 2(7) dr. (26.1)
0

Mathematisch kann das System dann als eine Abbildung
S x(t) — y(1)

betrachtet werden und ist (bis auf die Konstante %) nichts anderes als die
fortlaufende Integration des Signals x(t) ab dem Punkt ¢ = 0.

Zum Nachweis der Linearitdt dieses Systems muss nach Definition nun
nachgerechnet werden, dass fiir jedes z(¢) und jedes a € R (Verstirkungs-

faktor) gilt:
t
S(a-z(t)) = é/aw‘(T) dr
0 . (26.2)
=a-6(z(t) =a- %/JJ(T) dr.
0
Weiterhin sollte nach Gleichung (25.2) gelten:
¢
S(aa(t) + 22(t) = & [ lor(r) + a(r)] dr
0 (26.3)

= S(z1(t)) + S(as(t)) = %/xl(T)dT—l—é/xg(T)dT.
0 0

Dieses sind jedoch genau die aus der Mathematik bekannten Rechenregeln
tiir die Integration! |
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In dhnlicher Weise lasst sich iiber die Definition der Differentiation auch die
Linearitat des Differenzierers

(1) = S(a(t)) = Sa(t) (27.1)

nachweisen. Wir kommen in Ubung 1 hierauf zuriick.
Ubung 1
1.3.2 Nichtlineare Systeme

Alle Systeme &, die eine der Gleichungen (25.1) oder (25.2) nicht erfiillen,
sind per Definition nichtlineare Systeme.

Betrachten wir hierzu wiederum ein einfaches physikalisches Beispiel.

1.5 Beispiel (Druck und Volumen in einem Kolben)

Nach dem Gesetz von Boyle-Mariotte ist bei konstanter Temperatur in ei-
nem Behilter mit beweglichem Kolben (vgl. Abbildung 1.17) das Produkt
aus Volumen V' mal Druck P konstant.

Py
P
1
V]NP—l
1
VQ"‘JT2

Abb. 1.17: Isotherme Druck/Volumenianderung in einem Behalter

Der Zusammenhang kann mathematisch wie folgt ausgedriickt werden:

1
V=K. —. 27.2
- 272)
Dabei ist K eine Proportionalitidtskonstante.
Untersucht man nun, wie sich das Volumen in Abhingigkeit des mit dem
Kolben erzeugten Drucks zeitlich d&ndert, so kann man den Versuchsaufbau
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als System auffassen, dessen Eingangssignal der (zeitlich verdnderliche) Druck
P(t) und dessen Ausgangssignal das (zeitlich verdnderliche) Volumen V()
bildet:

V(t)=6(P(t) =K ——. (28.1)

Es kann leicht nachgerechnet werden, dass dieses System nicht linear ist. Da-
zu genligt es, nachzuweisen, dass mindestens eines der Rechengesetze (25.1)
oder (25.2) verletzt ist.

Betrachten wir beispielsweise das Verstarkungsprinzip (25.1). Bei Giiltigkeit
miisste beispielsweise fiir die Verstirkung a = 2 (doppelter Druck) fiir alle
t € R gelten:

1
2. P(1)

=62 -P(t) 22 -6(P1t)=2-K - %. (28.2)

Das ist offensichtlich schon aus rein arithmetischen Griinden nicht der Fall
und auch physikalisch widersinnig, da dies doppeltes Volumen statt halbier-
tem Volumen bedeuten wiirde. Das System ist also nichtlinear. N

K-

Nichtlineare Systeme sind in der Praxis leider die Regel (Transistoren sind et-
wa hierfiir ein weiteres Beispiel). Dies ist insofern ungiinstig, als sich nicht-
lineare Systeme mathematisch wesentlich schlechter analysieren lassen als
lineare.

Man behilft sich dann meist damit, dass man Nichtlinearitaten um Arbeits-
punkte herum linearisiert. Betreibt man das System in einem solchen Ar-
beitspunkt, so verhilt sich das System annédhernd linear. Ist dies nicht mog-
lich oder sinnvoll, hilft meist nur eine Computersimulation.

Die Technik der Linearisierung ist also oft das einzige Mittel, welches es uns
erlaubt, Systeme mit Nichtlinearitidten analytisch zu beschreiben.

Wir verdeutlichen diese Technik der Linearisierung, die mathematisch auf
eine Taylorapproximation 1. Ordnung hinauslduft, anhand des Beispiels 1.5:

1.6 Beispiel (Linearisierung des Druck/Volumen-Systems)

Wir betrachten das System & aus Gleichung (28.1). Das System ordnet jedem
Signal P(t) ein Signal V' (¢) durch die Vorschrift

zu.
Halten wir zunéchst fest, dass man das System nattirlich in einem Bereich
ansteuern muss, fiir den die nichtlineare Operation , Invertieren des Drucks”
auch definiert ist.
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Betrachtet man etwa einen Eingangsbereich mit Amplitudenwerten in der
Nihe von P(t) ~ 2 (Arbeitspunkt) und entwickelt man die Ubertragungs-
kennlinie

fl@)=K-— (29.1)

in diesem Arbeitspunkt (x = 2) in ein Taylorpolynom vermoge

1 K K
so erkennt man, dass die Kennlinie im Arbeitspunkt durch die lineare® Kenn-

linie
L(z) = g — g(x -2)=K <1 — ix) (29.3)

approximiert wird. Der Fehler, den man bei geringer Abweichung von Ar-
beitspunkt macht, lasst sich mit dem quadratischen Restglied abschétzen.
Steuert man nun das System mit Signalen an (d.h. erzeugt man entsprechen-
de Driicke), deren Amplituden in der Ndhe von P(t) ~ 2 liegen, so verhilt
sich das System anndhernd linear und die Verzerrungen sind gering.

Wir konnen diese Effekte sehr schon mit Hilfe einer Simulink-Simulation
nachvollziehen. Die Abbildung 1.18 zeigt das Simulink-System s_lininv.mdl
zur Simulation der Linearisierung der Nichtlinearitdt £.

In diesem Simulink-System wird eine sinusférmige Anregung der Form

z(t) = ap + a - sin(27 ft)

um einen Arbeitspunkt a, herum erzeugt. Die Amplitude a kann dabei vari-
iert werden, um den Effekt der (Nicht-)Linearitdt des Systems in Abhéngig-
keit des Abstands der Werte von z(¢) vom Arbeitspunkt zu studieren.

Die Abbildung 1.19 zeigt das Ergebnis der Simulation fiir die Eingangssi-
gnale z(t) = 2+ 0.1 - sin(2nt) (Betreiben im Arbeitspunkt - linke Grafik) und
z(t) = 2+ 1 - sin(27 t) (Ubersteuerung des linearen Arbeitsbereiches,
nichtlineares Verhalten - rechte Grafik).

Im ersten Fall reagiert das System genau wie seine Linearisierung mit einer
entsprechenden Schwingung gleicher Frequenz’ am Ausgang. Die Signale
sind praktisch nicht zu unterscheiden, die Approximation des nichtlinearen
Systems durch seine Linearisierung ist also sehr gut.

Im zweiten Fall ist deutlich die Verzerrung des Ausgangssignals des nicht-
linearen Systems gegeniiber dem Ausgangssignal der Linearisierung zu se-
hen. Ein Ersetzen des nichtlinearen Systems durch sein linearisiertes Pendant
ist in diesem Falle also nicht mehr gerechtfertigt. |

8 Im strengen Sinne ist nur das System mit der Kennlinie — %:c linear! Im Sprachgebrauch

werden allerdings auch Systeme als linear bezeichnet, die, wie im vorliegenden Beispiel, das
Ausgangssignal mit einem additiven Term beaufschlagen (so genannte inkrementell lineare
Systeme).

9 Wir werden spéter zeigen, dass dies typisch fiir lineare Systeme ist!
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Abb. 1.18: Simulink-System zur Simulation einer Linearisierung von £ um einen
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Abb. 1.19: Vergleich eines Systems mit Kennlinie £ und einer Linearisierung um
einen Arbeitspunkt

Nichtlinearitdten sind jedoch nicht nur unerwiinscht. So kénnen mit speziel-
len Nichtlinearitdten gezielt Effekte erzeugt werden, die mit linearen Syste-
men nicht oder nur schwer zu erzeugen sind. Ein Beispiel ist hierfiir etwa die
die Modulation von Signalen zu Ubertragungszwecken. Bei der Erzeugung
von Digitalsignalen werden Transistoren bewusst im nichtlinearen Bereich
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betrieben und bei der (analogen) Demodulation von frequenzmodulierten
Signalen werden Begrenzer verwendet, nichtlineare Bauelemente, welche Si-
gnale oberhalb und unterhalb einer Schwelle abschneiden.

1.4 Ubungsaufgaben

Ubung 1 ( Losungsband Seite 1)

Untersuchen Sie, ob die durch die nachfolgenden Gleichungen beschriebe-
nen Systeme

S :x(t) — y(t)
linear sind:

(@) y(t) = (1),

(b) y(t) = [ a(r)dr.

— 0o

Ubung 2 ( Losungsband Seite 2)

Betrachten Sie das System & mit
G x(t) — y(t) = Va(t). (31.1)

(a) Weisen Sie nach, dass es sich um ein nichtlineares System handelt.

(b) Linearisieren Sie das System im Arbeitspunkt zy = 1 und beschreiben
Sie das resultierende linearisierte System &* analytisch, das heifit durch
eine Gleichung.

(c) Entwerfen Sie ein Simulink-System, welches & und &* miteinander ver-
gleicht und fithren Sie damit Experimente durch, bei denen Sie die Syste-
me einmal dicht um den Arbeitspunkt und zum anderen in einem grofien
Bereich um den Arbeitspunkt mit einem Sinussignal ansteuern. Stellen
Sie die Ergebnisse grafisch dar.

Ubung 3 ( Losungsband Seite 4)
Ein System & habe das Ein-Ausgangs-Verhalten
y(t) =t-22(t). (31.2)

(a) Zeigen Sie, dass & kein lineares System ist.
(b) Linearisieren Sie das System im Arbeitspunkt z(t) = 1.
(c) Ist das linearisierte System zeitinvariant?
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Ubung 4 ( Losungsband Seite 5)

Eine Diode hat im Durchlassbereich die nichtlineare Kennlinie

vV,

ID :Is~(6# —1). (321)

Dabei ist Ip der Diodenstrom, Vp die angelegte Spannung, V1 die Tempera-
turspannung und Is der Sperrsattigungsstrom [49].

(a) Plotten Sie mit Hilfe von MATLAB die Diodenkennlinie im Durchlass-
bereich fiir die Werte Is = 1071 A, V; = 25mV und den Arbeitspunkt
Vp =0.7TV.

(b) Linearisieren Sie die Kennlinie im Arbeitspunkt.

(c) Plotten Sie mit MATLAB zur Probe Ihres Ergebnisses die Diodenkennli-
nie und die Linearisierung.

(d) Entwerfen Sie ein Simulink-System, welches die Diode mit Hilfe eines
sinusformigen Eingangssignals ansteuert. Schitzen Sie dabei anhand der
Grafik fir die Linearisierung ab, wie grofs die Amplitude des Sinus (um
den Arbeitspunkt) sein muss, damit die Ubertragung noch annihernd
linear ist.



Analoge Signale und Systeme

Gegenstand dieses Kapitels ist die Darstellung der Methoden, mit denen
analoge Systeme zur Verarbeitung zeitkontinuierlicher Signale beschrieben
und analysiert werden konnen. Dabei werden wir uns auf die Klasse der li-
nearen zeitinvarianten Systeme konzentrieren, da diese wegen ihrer guten
mathematischen Behandelbarkeit in der Praxis eine zentrale Rolle spielen.

Zur Einfiihrung in die Problematik und zur Erlduterung der grundlegenden
Begriffe diskutieren wir zunichst einfache Beispiele aus der Elektrotechnik
und der Mechanik.

2.1 Einfiihrungsbeispiele

Es soll zundchst eine grundlegende elektrotechnische Schaltung diskutiert
werden, deren Eigenschaften sich sehr einfach mathematisch analysieren las-
sen.

2.1 Beispiel (Der RC-Tiefpass)

Betrachten wir zunéchst das in Abbildung 2.1 wiedergegebene Schaltbild ei-
nes so genannten RC-Tiefpasses.

—
(e R © O
(1) G) . y(t)
(:=Uin (1) (= Uout (1))
o © O

Abb. 2.1: Schaltbild eines RC-Tiefpass’

Wir fassen den RC-Tiefpass im Folgenden als System
S x(t) — y(t)

auf und interessieren uns fiir die Abhédngigkeit der Ausgangsspannung y(t)
(Ausgangssignal oder Systemantwort von &) in Abhéngigkeit von der an-
gelegten Eingangsspannung z(¢) (Eingangssignal oder Systemerregung von
6).

O. Beucher, Signale und Systeme: Theorie, Simulation, Anwendung,
DOI 10.1007/978-3-642-20294-0 2, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2011
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Die Ausgangsspannung y(t) ist die Spannung am Kondensator, fiir die be-
kanntlich folgende Beziehung gilt [49]:

y(t) = % / i(7) dr + y(0). (34.1)
0

Der Term y(0) représentiert dabei den Anfangszustand des Systems, im vor-
liegenden Fall also die Vorspannung des Kondensators zur Zeit 0 (Start der
Beobachtung), welcher nattirlich berticksichtigt werden muss.

Die Ableitung beider Seiten von Gleichung (34.1) liefert zunéchst:
C-y(t) =i(t). (34.2)

Nach der Spannungsteilerregel und dem Ohmschen Gesetz erhdlt man mit
der am Widerstand R abfallenden Spannung Ug(t) die Beziehung:

2(t) = Un(t) +y(t) = R-i(t) + y(t). (34.3)

Mit Hilfe von (34.2) und der Definition der so genannten Zeitkonstanten
T := RC erhalt man die Differentialgleichung:

T 5(t) + y(t) = (t). (34.4)

Diese lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten beschreibt
vollstandig das Verhalten des Systems im Zeitbereich.

Die Darstellung ist zunéchst allerdings lediglich eine implizite Beschreibung
des Ausgangssignals y(¢) in Abhdngigkeit vom Eingangssignal z(¢), da die
Losung der Gleichung (eben y(t)) nicht in direkter Abhingigkeit vom Ein-
gangssignal x(t) angegeben ist.

Will man y(t) explizit in Abhiangigkeit von z(¢) ausdriicken, so muss die
Differentialgleichung gelost werden. Fiir die Losung einer linearen Differen-
tialgleichung 1. Ordnung der Form (34.4) gilt bekanntlich [17]:

e T, (34.5)

0

Die Konstante K entspricht der Anfangsbedingung y(0), wie man durch Ein-
setzen von ¢ = 0 in die Gleichung sofort sieht. Der Anteil K - ¢~ 7 ist der so
genannte homogene Losungsanteil ynom(t), das heiflit die Losung der (homo-
genen) Differentialgleichung

Ty(t) + y(t) = 0. (34.6)
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Yhom (t) beschreibt das Ausgangssignal des Systems ohne dufiere Erregung,
also faktisch die exponentielle Entladung des Kondensators, falls dieser vor-
gespannt ist und keine Eingangsspannung angelegt wird.

Die allgemeine Losung (34.5) lasst sich dann unter Verwendung der Tatsa-
che, dass das Eingangssignal z(t) vor dem Zeitpunkt ¢ = 0 als 0 angenommen
werden kann, wie folgt schreiben:

t
1 t—r
Y(t) = Ynom(t) + T / x(r)e” T dr. (35.1)
Definiert man nun
fii
ha) =4 ur x <0, (35.2)
FeT fir x>0,
so kann Gleichung (35.1) in der Form
Y(t) = Ynom (t) + / x(T)h(t — 7)dr (35.3)

geschrieben werden. Gleichung (35.3) ist eine explizite Darstellung des Sys-
temverhaltens im Zeitbereich.

Die Verallgemeinerung der urspriinglichen Integralgleichung auf die Form
von (35.3) mag zundchst umstdndlich und sinnlos erscheinen, bekommt je-
doch im Folgenden zentrale Bedeutung, da dies die allgemeine Darstellung
einer grofien Klasse linearer Systeme ist, die die gleichen systemtheoretischen
Eigenschaften wie der RC-Tiefpass besitzen. ||

Im Hinblick auf die Allgemeinheit der Schlussfolgerungen, die wir im Fol-
genden aus der Betrachtung dieses Beispiels ziehen werden, ist es instruktiv,
ein weiteres, dhnlich gelagertes Beispiel aus der Mechanik zu analysieren.

2.2 Beispiel (Feder-Dampfer-System)

In Abbildung 2.2 ist schematisch ein (masseloses) Feder-Dampfer-System
wiedergegeben. Eine Feder befindet sich dabei zwischen einer Boden- und
einer Deckplatte und wird durch eine dufiere Kraft auf die Deckplatte ge-
staucht oder gestreckt. Der Vorgang ist geddmpft, was in der schematischen
Darstellung durch das Dampfersymbol angedeutet wird.

Wir fassen diese Konfiguration erneut als System

S :x(t) — y(t)
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l x(t)
(:= Fin ()

Abb. 2.2: Feder-Dampfer-System

auf und interessieren uns fiir die Abhiangigkeit der Auslenkung y(¢) aus der
Ruhelage (Ausgangssignal von &) in Abhingigkeit von der auf die Deck-
platte wirkenden Kraft 2(¢) (Eingangssignal von ).

Nach dem Hook’schen Gesetz wirkt die Federkraft
Fult) = c- () (36.1)

der anregenden Kraft z(t) entgegen. Dabei ist ¢ N/m die so genannte Feder-
konstante. Ebenso wirkt die Dampfung

Fyt) = d - (1), (36.2)

die hier als geschwindigkeitsproportional angenommen wird, der anregen-
den Kraft z(t) entgegen. Hier bezeichnet d Ns/m die so genannte Ddmp-
fungskonstante.

Man erhilt aus dem Kriftegleichgewicht
x(t) — Fa(t) — Fe(t) =0 (36.3)
mit Hilfe von (36.1) und (36.2) die Differentialgleichung:

500 +ul) = (o) (36.4)

Diese lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten beschreibt
wiederum vollstindig das Verhalten des Systems im Zeitbereich. Sie ist for-
mal dquivalent zur Differentialgleichung (34.4) des RC-Tiefpasses aus Bei-
spiel 2.1 und stellt wiederum eine implizite Beschreibung des Ausgangssi-
gnals y(t) in Abhédngigkeit vom Eingangssignal z(t) dar.
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Fur die explizite Losung y(t) erhdlt man (vgl. Gleichung (34.5)):

. (37.1)
c 1
=y(0) e "+ p /x(T)efﬁ(t ) dr
0
Setzt man nun wiederum
fii
)= ° ur @ <0, (37.2)
lema® fir x>0,
so kann diese Gleichung erneut in der allgemeinen Form
Y(t) = Ynom (t) + / x(T)h(t — 7)dr (37.3)
geschrieben werden. [ |

Anhand der beiden Beispielsysteme lassen sich wesentliche systemtheoreti-
sche Eigenschaften diskutieren. Die daraus resultierenden Begriffe sind fiir
die nachfolgende Diskussion von elementarer Bedeutung.

2.2 Grundlegende Systemeigenschaften
Linearitat

Setzt man in den beiden Beispielen 2.1 und 2.2 jeweils die Anfangsbedin-
gung y(0) auf 0, betrachtet man also Systeme, die zu Beginn der Beobach-
tung (¢t = 0) ,,in Ruhe” sind, so ist ynom(t) = 0 und es ergibt sich mit Hilfe
der verallgemeinerten Darstellungen (35.3) und (37.3) eine Darstellung des
Systemverhaltens in der (einheitlichen) Form:

o0

y(t) = / x(T)h(t — 7)dr. (37.4)

— 00

Aus der Linearitat des Integrals folgt dann aber sofort, dass in beiden Fallen

Ubung 11
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gilt. Die Systeme sind somit linear!

Es ist im Ubrigen oft leicht zu priifen, ob ein System nicht linear ist. Die Li-
neare Algebra lehrt, dass lineare Abbildungen die 0 (im vorliegenden Fall
also das Signal 0(t) = 0) stets in die 0 (hier also das Signal 0(¢)) abbilden
miissen. Auf unsere Situation tibertragen liefert dies die notwendige Linea-
ritdtsbedingung

S(0)(t) = 0(t). (38.1)

Inkrementelle Linearitit

Wir konnen dieses Kriterium nun unmittelbar auf die Beispielsysteme fiir
den Fall anwenden, dass die Systeme nicht ,,in Ruhe” sind. Offensichtlich ist
im Fall y(0) # 0 das System nicht mehr linear, denn es gilt:

S(0)(t) = Ynom(t) # 0(t). (38.2)

Trotzdem ist das System natiirlich sehr dhnlich zu einem linearen System. Es
unterscheidet sich ja nur durch ein zuséatzlich aufaddiertes Signal am Aus-
gang.

Fiir Systeme mit dieser Eigenschaft definieren wir:

/Sei )

S z(t) — y(t)

ein System und £ ein lineares System, sowie ¥(t) ein Signal mit der Ei-
genschaft

S(z)(t) = L(x)(t) + y(t)  firalle x=(t). (38.3)

Dann heifst & inkrementell linear.
- J

Die Bedeutung dieser inkrementell linearen Systeme liegt darin, dass sie mit
den gleichen Methoden wie die linearen Systeme untersucht werden kon-
nen, da ihre wesentlichen Eigenschaften vom linearen Anteil und nicht vom
additiven Term abhingen.

Zeitinvarianz

Das RC-Tiefpass-System und das Feder-Dampfer-System haben noch eine
weitere charakteristische Eigenschaft. Betrachten wir zunéchst die in Abbil-
dung 2.3 dargestellten Ein- und Ausgangssignale x(t) und y(¢) des Feder-
Dampfer-Systems. In beiden Féllen ist die Auslenkung der Feder als Reakti-
on auf eine spontan einsetzende konstante dufiere Kraft dargestellt.
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Das zu Grunde liegende Experiment kann leicht mit Hilfe des Simulink-
Systems s_FederVZ1.mdl durchsimuliert werden.

Abbildung 2.3 zeigt das Ergebnis des Experiments fiir zwei verschiedene
Zeitpunkte (¢ = 1 und ¢ = 3), an denen die Kraft einsetzt.

Man erkennt, dass das System im zweiten Fall mit der gleichen Antwort
(Auslenkung) reagiert, allerdings entsprechend um 2 Zeiteinheiten spéter.

E
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Abb. 2.3: Ein- und Ausgangssignal des Feder-Dampfer-Systems aus Abbildung 2.2
fiir zwei unterschiedliche Zeitpunkte der Krafteinwirkung

Dies gilt nattirlich fiir allgemeine Verzogerungen h und jedes Eingangssignal
ebenso. Verzogert man ein Eingangssignal z(t) um einen Zeitraum h, das
heifst, gibt man statt des Signals x(¢) das Signal z, (¢) mit
Ubung 7
xp(t) == x(t — h) (39.1)

auf den Systemeingang, so erhalten wir eine entsprechend verzogerte Wir-
kung.

Rechnerisch ergibt sich dies mit der allgemeinen Darstellungsform (37.3) des
Ein-Ausgangs-Verhaltens (beachte ynom(t) = 0!)

y(t) = / x(T)h(t — 7)dr (39.2)
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und den Substitutionen
T'=7r—h, T=7+h, dr =dr.

Es folgt namlich fiir das Ausgangssignal 7(t) des um h Zeiteinheiten verzo-
gerten Eingangssignals x,(t):

oo

g(t) = S(zp)(t) = / xp(T)h(t — 7)dT (40.1)
= / z(t—h)h(t —7)dr = / x(Th([t — h] —7") d7’

Somit ist also auch das Ausgangssignal um h Zeiteinheiten verzogert.
Fiir Systeme mit dieser Eigenschaft definieren wir:

/Sei A

S :z(t) — y(t)
ein System mit der Eigenschaft:

S(xn)(t) = y(t — h) = S(z)(t —h) Yh>0. (40.2)

Dann heif$st & zeitinvariant.

J

Zeitinvariante Systeme zeichnen sich also dadurch aus, dass sie unabhan-
Ubung 6 gig vom Startzeitpunkt der Beobachtung auf gleiche Eingangssignale mit
gleichen Ausgangssignalen reagieren. Eine physikalisch sinnvolle und wiin-
schenswerte Eigenschaft!
Es ist an dieser Stelle interessant zu bemerken, dass jedes inkrementell linea-
re System, welches durch eine Anfangsbedingung K # 0 gegeben ist, diese
Eigenschaft zunéchst einmal nicht hat.
Dies ist beispielsweise mit Hilfe des Eingangssignals x(t) = 0(t) unmit-
telbar einzusehen. Jede Verzogerung des Eingangssignals 0(t) wére wieder
0(t)! Das inkrementell lineare System reagiert aber immer mit der Antwort
Yrom(t) # 0(t) und nicht mit einer verzogerten Version von 0(t). Fiir echt li-
neare Systeme spielt diese Uberlegung keine Rolle, da stets () am Ausgang
erscheint, welches mit jeder verzogerten Version von sich selbst nattirlich
tibereinstimmt.
Physikalisch ist dieser Effekt unmittelbar einzusehen. Der inkrementelle An-
teil hangt ja mit dem Anfangszustand des Systems (Vorspannung des Kon-
densators bzw. Anfangsauslenkung der Feder in den Beispielen) zusammen.
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Der Anfangszustand aber , weif3” tiberhaupt nichts vom Eingangssignal. Das
System muss auf ihn immer schon ab Zeitpunkt ¢ = 0 reagieren (Entladung
des Kondensators, Entspannung der Feder), egal, ob das Eingangssignal ver-
zogert ankommt oder nicht.

BIBO-Stabilitit

Die Beispielsysteme haben noch eine weitere charakteristische Eigenschaft.
Betrachten wir ihre Wirkungsweise fiir beschrinkte Signale. Dies sind Signa-
le (t) mit der Eigenschaft:

AM >0 mit |z(t)| <M VteR (41.1)

Wir schliefen somit Eingangssignale wie z(t) = ef, welche tiber alle Grenzen
wachsen, fiir unsere Betrachtung aus.
Im Beispiel des RC-Tiefpasses folgt dann etwa aus der Gleichung (35.1):

t ¢
1 t—7 M t—1
ly(t)] < T / |x(r)|le” T dr < T / e~ T dr (41.2)
M t—r t M
— 0o

Dies bedeutet, dass auch das Ausgangssignal (durch den Einfluss des Sys-
tems) nicht tiber alle Grenzen wachsen kann.

Diese Eigenschaft ist vor allem in Regelsystemen wiinschenswert, wo man
verhindern muss, dass sich die Ausgangswerte durch die internen Riick-
kopplungen (Systemeigenschaft!) aufschaukeln. Es handelt sich hierbei also
um eine Stabilititseigenschaft. Wir definieren deshalb:

/Sei )

S :xz(t) — y(t)
ein System mit der Eigenschaft:

lz(t)| <M <oco VteR

(41.3)
= dK>0: |y@)|<K<oo VteR.

Dann heifst & BIBO-stabil.
(G J

Die Bezeichnung BIBO ist dabei die Abkiirzung der englischen Bezeichnung
Bounded Input Bounded Output.

Wir werden spéter Kriterien kennenlernen, anhand derer man die Stabilitat
eines Systems beurteilen kann, ohne die obige, in der Praxis unhandliche
Definition bemiihen zu miissen.
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Kausalitit

Eine weitere Eigenschaft des RC-Tiefpass-Systems ergibt sich aus folgender
Uberlegung. Man erkennt unmittelbar aus der Formel

t
y(t) = % / 11(7)67% dr, (42.1)

dass der Wert des Ausgangssignals y(t) zur Zeit ¢t nur von Werten z(7) des
Eingangssignals abhéngt, fiir die 7 < ¢ ist. Dies folgt unmittelbar aus der
oberen Integrationsgrenze. Ahnlich verhilt es sich mit dem Feder-Dampfer-
System.

Die Systeme reagieren also nur auf ,alte” Werte des Eingangssignals. Wir
definieren:

4 N\
Ist

S x(t) — y(t)

ein System mit der Eigenschaft, dass y(¢) fiir alle ¢ ausschliellich von
Werten z(7), 7 < t des Eingangssignals abhidngt (und nicht von zeitlich

,spateren” Werten), so heifit & kausal.
\_ J

Diese zunidchst einmal selbstverstindlich erscheinende Eigenschaft muss
fur realisierbare Systeme natiirlich immer gegeben sein. Kein reales System
kann auf Werte am Eingang reagieren, die erst ,,in der Zukunft” anliegen.
Die Kausalitdtsforderung ist aber manchmal analytisch unpraktisch. Insbe-
sondere in der Digitalen Signalverarbeitung werden des Ofteren aus Ver-
einfachungsgriinden nicht-kausale Systeme betrachtet. Diese Systeme macht
man dann meist durch eine einfache Verschiebung des Zeitmafles (mit Hilfe
einer Zwischenspeicherung) wieder kausal und damit realisierbar.

LTI-Systeme

Im Laufe der weiteren Kapitel werden wir sehen, dass die sytemtheoreti-
schen Eigenschaften der Beispiele aus Abschnitt 2.1 charakteristisch sind fiir
eine ganze Klasse von Systemen, den so genannten linearen zeitinvarianten
Systemen, kurz LTI-Systemen:

Ein System & heifst ein lineares zeitinvariantes System, kurz LTI - Sys-
tem (fiir Linear Time Invariant System), wenn gilt:

G ist linear,
G ist zeitinvariant.
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Die Beschreibung und die Analyse dieser Systemklasse und ihrer Interaktion
mit Signalen ist der Hauptgegenstand des Buches.

2.2.1 Ubungsaufgaben
Ubung 5 ( Losungsband Seite 9)

Untersuchen Sie, ob die durch die nachfolgenden Gleichungen beschriebe-
nen linearen Systeme & : z(t) —— y(t) linear, zeitinvariant und kausal
sind:

(@) yt) =(t),

(b) y(t) = ;f x(7)dT,
(C) y<t) =t CE(t),

(d) y(t) = =(3)

Ubung 6 ( Losungsband Seite 11)

Weisen Sie nach, dass das System & : z(t) — y(t), welches durch die Diffe-
rentialgleichung

y(t) +t-y(t) = (1) (43.1)

definiert ist, linear aber nicht zeitinvariant ist.
Entwerfen Sie eine Simulink-Simulation fiir dieses System und priifen Sie
die zweite Behauptung anhand eines Beispiels nach.

Ubung 7 ( Losungsband Seite 14)

Betrachten Sie folgende Signale!

1 fur t>0,

0 sonst.
_t2 fis (>0
e 2 Uur >0,
(b) z(t) =
0 sonst.
t fur tel0,1],

© g(t) =91 fiir  t>1,
0 sonst.

! Das Signal o(t) ist die so genannte (Einheits-)Sprungfunktion. Sie wird in den folgenden
Abschnitten noch eine grofie Rolle spielen.
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Plotten Sie die Signale sowie dasjenige Signal y(t), welches durch Signalver-
zdgerung um h = 2 entsteht, im Intervall [0, 4] mit MATLAB.

Geben Sie bitte jeweils eine Formel fiir den Signalverlauf an.

Ubung 8 ( Losungsband Seite 15)

Betrachten Sie das System & : z(t) — y(t), welches durch die Vorschrift
y(t) = o(t) - (1) (44.1)

definiert ist.
Priifen Sie, ob

(a) das System & linear ist,

(b) das System & zeitinvariant ist,
(c) das System & kausal ist,

(d) das System & BIBO-stabil ist.

Ubung 9 ( Losungsband Seite 17)

Betrachten Sie das System & : z(t) — y(t), welches durch die Vorschrift
yt) =o(t—1)+2(t—1) (44.2)

definiert ist.

Priifen Sie, ob

(a) das System & linear ist,

(b) das System & zeitinvariant ist,
(c) das System & kausal ist,

(d) das System & BIBO-stabil ist.

Ubung 10 ( Losungsband Seite 18)

Ein System & : z(t) — y(t) sei fir ein K > 0 und ein ¢, > 0 durch die
Gleichung

y(t) = K - z(t — o) (44.3)

definiert.
Zeigen Sie, dass 6 ein LTI-System ist.
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Ubung 11 ( Losungsband Seite 18)

Ein System & : z(t) — y(t) sei durch die Gleichung

y(t) = /m(t —7)dr (45.1)
0

definiert.

Zeigen Sie, dass G ein LTI-System ist und stellen Sie das Systemverhalten
mit einer geeignet gewahlten Funktion A (t) in der allgemeinen Form

o0

y(t) = / x(T)h(t — 7)dr (45.2)

— 00

entsprechend Gleichung (35.3) bzw. Gleichung (37.3) dar.

2.3 Signale und LTI-Systeme im Zeitbereich

Im Folgenden werden wir sehen, dass die Beispiele aus Abschnitt 2.1 charak-
teristisch sind fiir die Klasse der linearen zeitinvarianten Systeme. Im vorlie-
genden Abschnitt wird untersucht, auf welche Weise (analoge) LTI-Systeme
dargestellt und mathematisch beschrieben werden kénnen. Dabei beschran-
ken wir uns zunéchst auf eine Darstellung im Zeitbereich, d.h. es wird nach
einer Darstellung des Systems

6 a(t) — y(t)

gesucht, die (direkt oder indirekt) einen mathematischen Zusammenhang
zwischen den Zeitsignalen z(t) (Eingangssignal) und y(¢) (Ausgangssignal)
wiedergibt.

Spéter (Abschnitte 2.4, 2.5) wird gezeigt werden, dass es noch weitere, unter
Umstédnden vorteilhaftere Moglichkeiten gibt, das Systemverhalten darzu-
stellen.

2.3.1 Darstellung mit Differentialgleichungen

Analoge elektrische, mechanische, hydromechanische und thermische Sys-
teme werden i.Allg. durch Differentialgleichungen beschrieben. Die Model-
lierung der einfachen Einfiihrungsbeispiele RC-Tiefpass (Beispiel 2.1) und
Feder-Dampfer-System (Beispiel 2.2) etwa, fiihrte jeweils auf eine Differen-
tialgleichung 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten, im ersten Falle (Glei-
chung (34.6)) auf

Ty(t) +y(t) = x(t)
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und im zweiten Falle (Gleichung (36.4)) auf

% 50) +yl) = (o)

Zur besseren Illustration dieses Sachverhalts betrachten wir noch ein weite-
res Beispiel, welches Beispiel 2.2 erweitert und zugleich Bezug auf das ver-
einfachte Vertikaldynamikmodell aus Abbildung 1.2, S. 3 nimmt.

2.3 Beispiel (Feder-Masse-Dampfer-System)

In Abbildung 2.4 ist schematisch ein Feder-Masse-Dampfer-System wieder-
gegeben, welches dem Vertikaldynamikmodell aus Kapitel 1 entspricht. Das
System besteht aus zwei federgelagerten Massen und wird von unten ausge-
lenkt. Die Massen sind zugleich der Schwerkraft ausgesetzt. Der Vorgang ist
gedampft, was in der schematischen Darstellung durch das Dampfersymbol
angedeutet wird.

d cA

CR

Abb. 2.4: Feder-Masse-Dampfer-System

Wir fassen diese Konfiguration abermals als System
S :x(t) — y(t)

auf, wobei als Eingangssignal die Auslenkung z(¢) von unten fungiert und
als Ausgangssignal y(t) die Auslenkung der Masse m 4 aus der Ruhelage.
Durch Freischneiden der Massen erhilt man folgende Bewegungsgleichun-
gen:
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y2(t)) — d (91(t) — 92(1)),
y2(t)) +d (y1(t) — 92(t)) (47.1)

maiji(t) = —mag —ca (y1(t)
mgia(t) = —mprg + ca (y1(?)
+cr (@(t) — ya(t)) -

Dabei ist y1(t) := y(t) das Ausgangssignal des Systems und y(¢) die Aus-
lenkung der zweiten Masse m . Definiert man die Nulllage der Massen fiir
ein System in Ruhe unter Berticksichtigung der Schwerkraft, so kann diese
aus den Bewegungsgleichungen herausgelassen werden und man erhalt:

() =~ (1 (1) — (1)) — —— (i (1) — 4(8))
ma ma
ia2(t) = ;—’; (11(t) — w2(t)) + miR (51 () — 92(t)) (47.2)
+ B (@(t) — ya(1))
mRg

Eliminiert man die Hilfsgrofe y2(t), so kann das Differentialgleichungssys-
tem (47.2) in eine lineare Differentialgleichung 4. Ordnung mit konstanten
Koeffizienten umgewandelt werden:

y () + (B2 — az) U(1) + (51 — an +7)§i(t) = yazy(t) — yary(t)

] (47.3)
= —yagi(t) — yarx(t).
Dabei ist
c d

ﬁl = m_1;7 62 = @7

s d - (47.4)
Q= ——, Qg = ——, V=

ma ma Mg

Diese Gleichung kann mit Hilfe von Simulink in eine Simulation des Feder-
Masse-Dampfer-Systems umgesetzt werden. Die Abbildung 2.5 zeigt das
Simulink-System s_viertelkfzZDGL4.mdl, welches die Differentialgleichung
(47.3) umsetzt.

Eine Simulation mit den Fahrzeug-Parametern [48]

mA = 186; % Masse A (Aufbau in Kg)

% teste z.B. auch 65 Kg
mR = 41; % Masse R (Rad in Kg)
cA = 41.1x1073; % Feder 1 (Aufbau in N/m)
cR = 380%1073; % Feder 2 (Rad in N/m)
d = 25.0x1072; % Dampfung (Aufbau in Ns/m)

teste auch gedémpftere Version
5.833%1073
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Abb. 2.5: Simulink-System zur Simulation des Feder-Masse-Dampfer-Systems nach
Gleichung (47.3)
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Abb. 2.6: Reaktion des Fahrzeugaufbaus auf Sprung von 15 cm Hohe (Bordstein)

liefert die in Abbildung 2.6 dargestellte Reaktion des Fahrzeugaufbaus (Mas-
se m4) auf einen Sprung von 15 cm Hohe (Bordstein). ||

Es wurde bereits in Abschnitt 2.2 nachgewiesen, dass es sich bei den durch
die Gleichungen (34.6) und (36.4) beschriebenen Systemen erster Ordnung
um LTI-Systeme handelt. Auch das durch Gleichung (47.3) beschriebene
Feder-Masse-Dampfer-System ist linear und zeitinvariant. Dies ist zum
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einen physikalisch plausibel® und lésst sich zum anderen ganz allgemein
mathematisch begriinden.

Systeme, welche durch lineare Differentialgleichungen mit konstanten
Koeffizienten ay, b; € R der allgemeinen Form

M dj
Z ak tky :ZObj@x(t) (49.1)
]:

beschrieben werden sind linear und zeitinvariant, also LTI-Systeme.

.

Dies folgt allgemein aus der Linearitit des Differentialoperators und der Li-
nearitdt der Differentialgleichung sowie der in Ubung 5, S. 43 schon nachge-
wiesenen Zeitinvarianzeigenschaft des Differentialoperators.

2.3.2 Zustandsraumdarstellung

Die Darstellung realer physikalischer LTI-Systeme in Form einer Differenti-
algleichung hoherer Ordnung (49.1) ist oft nicht leicht zu erhalten und auch
nicht immer vorteilhaft. Dies zeigt auch Beispiel 2.3. Offenbar ist die Dar-
stellung (47.1), welche das Systemverhalten in Form zweier Differentialglei-
chungen zweiter Ordnung wiedergibt, einfacher zu modellieren und ndher
an den physikalischen Gegebenheiten als Darstellung (47.3).

Ganz allgemein kann eine Modellierung oft besser erfolgen, wenn man die
momentanen Zustinde der Energiespeicher eines Systems beschreibt und
daraus mit Hilfe der Eingangssignale die Systemreaktion beschreibt.

Dies ist die Sichtweise der so genannten Zustandsraumdarstellung eines LTI-
Systems.

Wir wollen dies noch einmal am Beispiel 2.3 erldautern.

2.4 Beispiel (Feder-Masse-Dampfer-System)

Dem Gleichungssystem (47.1) entnimmt man, dass das System offenbar voll-
standig durch vier Bewegungszustdnde der beteiligten schwingenden Mas-
sen beschrieben werden kann:

y1(t) der Masse m 4,

der momentanen Position z; (t) := y(t) =
der momentanen Position z3(t) := y2(t) d er Masse mg,

der momentanen Geschwindigkeit z3(t) := ¢1(¢) der Masse m 4,

der momentanen Geschwindigkeit z4(t) := 92(t) der Masse mpg.
2 Ein Fahrzeugaufbau reagiert, lasst man einmal langfristig wirkende Alterungseffekte aufler
Acht, morgen genauso auf das Uberfahren eines Bordsteins gleicher Hohe wie heute, d.h.
das System verhalt sich zeitinvariant
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Diese Betrachtungsweise ldsst die Modellierung des Systems in Form eines
Differentialgleichungssystems 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten zu.
Ohne Betrachtung der dufleren Anregung z(t) erhdlt man:

21(t) = z3(t),

Za(t) = 2a(2),

25(t) = o (21(t) — 22(1)) + a (23(t) — 24(t)) (50.1)
24(t) = 01 (21(t) — 22(t)) + B2 (23(t) — 24(t)) — y22(¢).

Die ersten beiden Gleichungen ergeben sich dabei aus der Definition der Be-
wegungszustandsvariablen z(t), die letzten beiden aus (47.1) und den Defi-
nitionen (47.4).

Schreibt man das Differentialgleichungssystem (50.1) in Matrixform und be-
riicksichtigt dabei auch das Eingangssignal (), so erhélt man:

1 (t) 0 0 1 0 21 (t) 0
a0 | _| o 00 @O O e G0
23(15) e %1 -1 a2 —a9 Z3(t) 0
24(t) 81 —Pr—v B2 B z4(t) o

Das interessierende Ausgangssignal y(t) stimmt im vorliegenden Fall
mit dem Bewegungszustand z;(t) tiberein und kann aus dem Vektor
(21(t), z2(t), z3(t), 24(t)) durch folgende einfache Matrixoperation gewonnen
werden:

)
y(t)=(1 00 0)' ZQt; : (50.3)
)

Damit ist das Systemverhalten vollstindig wiedergegeben. ____ N

Die Gleichungen (50.2) und (50.3) reprédsentieren eine so genannte Zustands-
raumdarstellung (im Zeitbereich) des Systems.

Es hat sich im allgemeinen Fall eingebitirgert, bei einer Zustandsraumdar-
stellung die Zustande x(t), k < n, die Eingangssignale u;(t), j < m und die
Ausgangssignale y;(t),! < p zu nennen. Mit diesen Bezeichnungen definiert
man:
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/Ist G ein LTI-System, welches durch gewohnliche Differentialgleichun}
gen (49.1) mit N > M beschrieben werden kann und ist @(t) =
(u1(t),ua(t),... ,um(t)) der Vektor der Eingangssignale des Systems,
Z(t) = (z1(t), z2(t),... ,z,(t)) ein (fir die Modellierung vollstandiger)
Vektor von Zustinden des Systems und ist 3(t) = (y1(t), y2(t), ... , yp(t))
der Vektor der Ausgangsvariablen des Systems, so heifit die mit den kon-
stanten Matrizen A, B, C, D definierte Systembeschreibung der Form

%a‘s’(t) =A-Z(t)+ B - u(t), (51.1)
yt) =C-2(t)+ D -u(t) (51.2)
keine Zustandsraumdarstellung (im Zeitbereich) des Systems &. /

Die Matrizen A, B, C, D werden Zustandsmatrizen genannt. Genauer defi-
niert man:

Die n x n-Matrix A heifst die Systemmatrix, die n x m-Matrix B heifst die
Eingangsmatrix, die p x n-Matrix C heifit die Ausgangsmatrix und die
p x m-Matrix D heifst die Durchgangsmatrix des Systems 6.

In den bisherigen Beispielen waren die Eingangs- und Ausgangssignale
nicht vektoriell, d.h. m = 1 und p = 1. Ferner kam die Durchgangsmatrix
D, die eine eventuell vorhandenen direkte Abhédngigkeit des Ausgangssi-
gnals vom Eingangssignal unabhingig vom Zustand des Systems wiederge-
ben kann, nicht vor, d.h. es war D = 0.

Die hinter der Zustandsraumdarstellung stehende Philosophie der Betrach-
tungsweise eines Systems kann am besten durch das in Abbildung 2.7 wie-
dergegebene Signalflussdiagramm veranschaulicht werden[14].

Die inneren Zustdande des Systems werden durch eine Riickkopplungsschlei-
fe verandert und bestimmen tiber die Ausgangsmatrix C' zusammen mit den
tiber die Durchgangsmatrix D den Ausgang direkt beinflussenden Eingangs-
signalen die Systemantwort(en).

Bei der genauen Betrachtung der Definition fallt auf, dass immer von einer
und nicht von der Zustandsraumdarstellung die Rede ist. In der Tat ist die
Zustandsraumdarstellung nicht eindeutig und es gibt prinzipiell unendlich
viele verschiedene Darstellungsformen. Am einfachsten macht man sich dies
klar, wenn man bedenkt, dass etwa die Reihenfolge der Gleichungen (50.1)
und die Nummerierung der Zustandsvariablen im Beispiel 2.4 vollig will-
kiirlich ist. Jede Variation liefert aber ein giiltiges Modell.

Zudem konnen durch geeignete Linearkombination der Zustdnde ohne wei-
teres neue giiltige Zustandsmodelle erzeugt werden. Genauere Uberlegun-
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Abb. 2.7: Signalflussdarstellung der Zustandsgleichungen eines LTI-Systems

gen zur Vertiefung dieses Gedankens werden im Anschluss an Beispiel 2.5
und in Ubung 13, S. 89 angestellt.

Wie bereits erwdhnt, ist die Zustandsraumdarstellung eine mathematische
Beschreibung des Systems, die oft direkt aus der Beobachtung der physika-
lischen Zusammenhé&nge gewonnen werden kann.

Ist jedoch ein SISO-System?
S u(t) — y(t)

bereits in Form einer Differentialgleichung hoherer Ordnung

(s. Gleichung (49.1)) gegeben, so kann ein Zustandsraummodell daraus
durch einen Standardtrick erzeugt werden.

Dabei wird zunédchst die Losung 1 () der Gleichung

N dk
Z akﬁxl(t) = u(t) (52.1)
k=0

und jede ihrer Ableitungen xy(t) := %ml(t) bis zur Ordnung k = N — 1

zu einer ,, Zustandsvariablen” erhoben. Die rechte Seite von Gleichung (49.1)
weist dann den Weg, wie diese Zustinde zum gesuchten Ausgangssignal
kombiniert werden miissen. Statt an einer allgemeinen Darstellung erldutern
wir diese Technik wieder am Beispiel des Feder-Masse-Dampfer-Systems,
wobei wir von der Gleichung (47.3) als Beschreibung des Systems ausgehen.

3 SISO = Single Input - Single Output, MIMO = Multiple Input - Multiple Output
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2.5 Beispiel (Feder-Masse-Dampfer-System)

Wir vereinfachen zunéichst die Notation von Gleichung (47.3), indem wir sie
mittels der Definitionen

ag =1, az =P —az, az=p1—a1+7,
ay = —yay, ap= —7yag, (531)
b1 = —yag, by = —vyay, u(t) == z(t)

in der Form
asy ™ (1) + a5 ¥ (1) + azii(t) + arg(t) + aoy(t) = bri(t) + bou(t)  (53.2)

darstellen.
Ferner definieren wir den ,,Zustand” z; (t) als Losung der Gleichung

asn(V (1) + asF1 () + asdy (£) + ardn () + aow (t) = u(t) (53.3)

und die ,,Zustéinde” Z‘Q(t) = il(t), l‘3(t) = i‘g(t) = i‘l (f,), .%‘4(t) = j?g(t) =
().
Mit Hilfe dieser Definitionen erhilt man aus (53.3)

m@:—_mm—_%@—_@@—_m@+imw (53.4)
a4 a4 aq a4 a4

und das Differentialgleichungssystem

1 (t) 0 1 0 0 21 (t) 0
v 0 0 1 0 0
d2(0) | _ N EECON ‘(). (535)
T3 (t) 0 0 0 1 x3 (t) 0
40 I WA N0 x

Aus Gleichung (53.3) erhdlt man durch Differentiation auf beiden Seiten
asx D (t) + asFa(t) + asia(t) + aria(t) + agwa(t) = (t), (53.6)

d.h. z5(t) ist Losung der Differentialgleichung mit der Ableitung des Ein-
gangssignals u(t) als Storfunktion.

Damit hat die Differentialgleichung (53.2) aber offenbar die Losung
y(t) = brwa(t) + box1 (¢). (53.7)

Das interessierende Ausgangssignal y(t) kann also wie folgt aus den Zustédn-
den errechnet werden:
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)
y(t) = ( bp b1 0 0 ) ; +0- u(t). (54.1)
)

Setzt man die urspriinglichen Konstanten wieder ein, so erhdlt man eine Zu-
standsraumdarstellung mit den Zustandsmatrizen:

0 1 0 0 0
A 0 0 1 0 . B=- 0 )
0 0 0 1 0 (54.2)
Yoo yar —fritar+y —frt 1
C:( —ya; —vyagy 0 O)v D =0.
|

Ein Vergleich mit (50.2) und (50.3) zeigt, dass diese Darstellung sich deutlich
von der iiber die Bewegungsgleichungen der Massen gefundenen physika-
lisch motivierten Losung unterscheidet.

Die gefundene Losung ist allerdings zu dieser dquivalent, auch wenn sich
den neuen Zustdnden keine unmittelbare physikalische Interpretation zu-
ordnen lasst.

Betrachtet man namlich fiir einen Zustandsvektor Z und eine invertierbare
Matrix P den mittels

Z(t) = PZ(t) <<= P UE(t)=#(t) (54.3)

definierten neuen Zustandsvektor Z, so ldsst sich in der Tat nachrechnen,
dass man aus

L (54.4)
y(t) =CP " Z(t)+ D - u(t)
die dquivalente Zustandsraumdarstellung
i(t) = AZ(t) + B - i),
(t) = Ag(t) + B (1) 6545
y(t) = CL(t) + D -a(t)

mit A= PAP~!,B=PBund C = CP~! erhilt.
Zustandsraumdarstellungen sind also, wie bereits erwahnt, nicht eindeutig,
konnen aber durch solche (invertierbaren linearen) Transformationen inein-
ander tiberfithrt werden.
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Kanonische Zustandsraumdarstellung

Die Tatsache, dass es keine eindeutige Zustandsraumdarstellung gibt und
schlimmer noch, dass es nach (54.3) - (54.5) sogar unendlich viele gleichwer-
tige Darstellungen gibt, erscheint zunéchst als sehr nachteilig.
Es ist jedoch moglich, alle diese Darstellungen auf eine gemeinsame Stan-
dardform zurtckzufiihren.
Es ist ein grundlegendes Ergebnis der Linearen Algebra, dass jede quadra-
tische Matrix A durch eine geeignete lineare Transformationen auf eine be-
stimmte Form, die so genannte Jordan’sche Normalform, gebracht werden
kann (vgl. hierzu Anhang A, Abschnitt A.3):

\

/Sei A eine n x n-Matrix, deren charakteristisches Polynom in Linearfak-
toren zerfillt. Dann gibt es eine n x n-Matrix V, sodass

Ji 0

J.
V1.4.V= ° (55.1)

ilt.

& Y

Dabei sind J;, so genannte Jordan-Matrizen der Form

M 10 0 ... 0
0O X 1 0 ... 0
0 0 XN 1 ... 0

Je = F (55.2)
0 0 0 e 1
0 0 0 0 M

mit einem Eigenwert A, von A.
Eine Zustandsraumdarstellung

—

P(t) = A-Z(t) + B -i(t),

(55.3)
J(t) = C - Z(t) + D - a(t)

kann demnach mit Hilfe der Jordan’schen Normalform M; = V—1AV und
B =V~!'Bund C = CV nach (54.3) - (54.5) in die dquivalente Darstellung
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(56.1)

gebracht werden.

Die Form (56.1) heifst die kanonische Normalform der Zustandsraum-
darstellung des Systems.

Eine weitere Uberlegung zeigt, dass jede zu (55.3) dquivalente Zustands-
raumdarstellung zu der gleichen kanonische Normalform (56.1) fiihrt, da
diese allein von den (komplexen) Eigenwerten der Systemmatrix bestimmt
wird.

Zwei dquivalente Systemmatrizen A und A = PAP~! haben namlich iden-
tische Eigenwerte, denn fiir das charakteristische Polynom von A = PAP~!
gilt:

pi(\) = det(A E,) = det(PAP™' — \-E,)
= det(PAP‘ —A-PP7') =det(P(A— \E,)P ") (56.2)
= det(P) det(A — AE,,) det(P™!) = det(P) - detl( 2] det(A — \E,)
(

= det(A — AE,) = pa()).

Damit haben 4 und A = PAP~! auch die gleiche Jordan-Normalform M ;.

Mit Hilfe von MATLABs Funktion jordan ist es recht einfach, die Jor-
dan’sche Normalform zu ermitteln. Wir betrachten dazu ein Beispiel.

2.6 Beispiel (Jordan’sche Normalform mit MATLAB)
Sei

1 -3 -2
A= 1 1 21 (56.3)
2 4 5

eine 3 x 3-Matrix.
Mit Hilfe von MATLAB bestimmen wir wie folgt die Jordan’sche Normal-
form:

> A=[1 -3 -2, -1 1 —-1; 2 4 5]



2.3 Signale und LTI-Systeme im Zeitbereich 57

Ein weiteres Beispiel soll zeigen, dass zwei dquivalente Systemmatrizen tat-
sédchlich die gleiche kanonische Normalform haben und dass wir mit Hilfe
dieser Normalform sogar in der Lage sind, Umrechnungsmatrizen zu fin-
den.

2.7 Beispiel (Umrechnung zw. Zustandsraumdarstellungen)

Wir nehmen einmal an, dass die in (56.3) verwendete Matrix A die System-
matrix der Zustandsraumdarstellung eines LTI-Systems & sei.

Nach (54.5) kann z.B. mit der invertierbaren Matrix
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1 10

P=1o0 11 (58.1)
1 01

eine dquivalente Systemmatrix A = PAP~! erzeugt werden.

Mit Hilfe von MATLAB errechnen wir nun die Jordan’sche Normalform der
beiden Matrizen mit den jeweiligen Transformationsmatrizen:
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O

Offenbar haben beide Matrizen die gleiche Jordan-Matrix M ; und es gilt:
A=V -M; V7Y A=V.-M;- VL (59.1)

Damit ist:
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ans =

0.5000 —2.5000 —0.5000
1.0000 4.0000 0
0.5000 0.5000 2.5000

haben wir eine Umrechnungsmatix P’ (wenn auch nicht die urspriinglich
verwendete P) bestimmt. [ |

Ein Spezialfall ist die Diagonalisierbarkeit der Systemmatrix A. Es lassen sich
dann Zustdnde, die so genannten Moden finden, so dass die Zustandsdiffe-
rentialgleichung in der Form

i(t) = A-Z(t)

A1 0
Ao (60.1)

geschrieben werden kann. Die Zustdnde sind dann vo6llig voneinander ent-
koppelt und die Lésungen komplexe Schwingungen oder reelle Exponenti-
alfunktionen. Ob es entkoppelte Zustdnde gibt, kann u.U. von physikalischer
Relevanz sein.

Umrechnung Differentialgleichung - Zustandsraumdarstellung

Es wurde in Beispiel 2.5 gezeigt, wie sich die Zustandsraumdarstellung ei-
nes LTI-Systems, welches sich durch eine Differentialgleichung htherer Ord-
nung darstellen ldsst, mittels einer allgemein giiltigen Technik aus dieser
Gleichung ableiten ldsst. Der umgekehrte Weg muss vorerst zurtickgestellt
werden. Auf diese Problematik werden wir nach Abschnitt 2.4.5 zurtickkom-
men.

2.3.3 Darstellung mit Signalflussdiagrammen

In den meisten praxisrelevanten Féllen besteht ein (lineares oder nichtlinea-
res) System

S :x(t) — y(t)

aus mehreren Teilsystemen, die das Eingangssignal (bzw. die Eingangssigna-
le) parallel, hintereinander oder in noch komplexerer Form verarbeiten.
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In diesen Féllen ist es sowohl fiir die mathematische Modellierung als auch
fiir die Simulation niitzlich, den Ablauf der Verarbeitung der Signale und
das Zusammenwirken der Teilsysteme grafisch darzustellen.

Eine solche grafische Darstellung des Zusammenhangs zwischen den Zeit-
signalen z(t) (Eingangssignal) und y(t) (Ausgangssignal) nennt man ein Si-
gnalflussdiagramm oder auch ein Blockschaltbild des Systems.
Signalflussdiagramme haben wir im vorliegenden Werk verschiedentlich
schon verwendet, etwa in der Darstellung 2.7 der Zustandsraumbeschrei-
bung.

Abbildung 2.8 zeigt ein weiteres Beispiel eines Blockschaltbildes, das ty-
pisch ist fiir die Struktur regelungstechnischer Systeme, von denen wir eines
im Eingangsbeispiel des Drehzahlregelungspriifstands (vgl. Abbildung 1.13,
S. 14) kennengelernt haben.

(t)

Abb. 2.8: Beispiel eines Signalflussdiagramms im Zeitbereich (Blockschaltbild)

Das Blockschaltbild in Abbildung 2.8 beschreibt ein System &, welches aus
drei Teilsystemen &, &3, &3 besteht. Das Eingangssignal wird dabei mit
dem Ausgangssignal, welches tiber &3 an den Eingang zuriickgekoppelt
wird, verglichen. Das Ergebnis dieses Vergleichs (Differenzsignal) wird von
©; und & im Vorwirtszweig verarbeitet und an den Ausgang geliefert*.

Von Interesse ist i.Allg. das Ein-/ Ausgangsverhalten des dadurch entstehen-
den Gesamtsystems S.

Wie bereits angedeutet, ist eine solche Darstellung nicht nur fiir die mathe-
matische Analyse hilfreich (vgl. Abschnitt 2.4, S. 96), sondern auch fiir die Si-
mulation. Eine Blockschaltbilddarstellung ist unmittelbar in eine Simulink-
Simulation umsetzbar, da die Programmierung mit Simulink auf einer sol-
chen Darstellung beruht. Auch von dieser Moglichkeit haben wir bereits
mehrfach Gebrauch gemacht (vgl. Abbildungen 1.18 und 2.5 sowie Ubung
4,S.32).

4 In einem einfachen regelungstechnischen System entspricht G2 der Regelstrecke, &1 repra-
sentiert den Regler und &3 eine Messeinrichtung.
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2.3.4 Darstellung mittels Impuls- und Sprungantwort

In Abschnitt 2.1 wurde gezeigt, dass sowohl das Ein-/Ausgangsverhalten
des RC-Tiefpass-Systems (Gleichung (35.3)) als auch das des Feder-Dampfer-
Systems (Gleichung (37.3)) mit Hilfe einer geeignet definierten Funktion h(t)
in der Form

oo

Y(t) = Ynhom(t) + / z(T)h(t — T)dr (62.1)

— 00

geschrieben werden kénnen.

Geht man von einem System aus, das zu Beginn der Beobachtung ,in Ruhe”
ist (Anfangsbedingung y(0) = 0), so verschwindet der homogene Anteil und
man erhalt:

y(t) = / z(T)h(t — 7)dr. (62.2)

— 00

Dies ist eine explizite Darstellung des Systemverhaltens dieser LTI-Systeme
im Zeitbereich.

Um zu dieser Darstellung zu gelangen, gentigte es, die lineare Differenti-
algleichung mit konstanten Koeffizienten zu losen. Allerdings gehen beide
Beispiele von einer Differentialgleichung 1. Ordnung aus. Betrachten wir da-
her die Situation noch einmal in dem wesentlich allgemeineren Rahmen, der
uns durch die Zustandsraumdarstellung (Gleichungen (51.1) und (51.2)) zu
Verfiigung gestellt wird.

Auch in diesem Falle kann das Systemverhalten mit Hilfe der Gleichung
(51.2) in expliziter Form angegeben werden, wenn das Differentialglei-
chungssystem (51.1) nach #(t) aufgelost und in Gleichung (51.2) eingesetzt
wird.

Die Losung des Differentialgleichungssystems (51.1)

d

Egc(t) =A-Z(t)+ B -u(t)
g (62.3)
— E‘m) +(—A)-Zt) = B-ut)

kann mit Hilfe der Formel (545.3) aus Anhang A.2 formal wie die Losung
einer Differentialgleichung 1. Ordnung geschrieben werden:

t
Z(t) = et d+ et [/ e 7. B (1) dr}
0

t
/ et . B u(T) dT:| .

0

(62.4)
=ett. 7+ {
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Man beachte den Vorzeichenwechsel im Exponenten, der sich aus der Um-
stellung der Gleichung (62.3) ergibt, um (51.1) auf die Ausgangsform (544.1)
aus Anhang A.2 zu bringen!

Fiir ein ,System in Ruhe” fallt der homogene Anteil e - @ wieder weg und
die Losung vereinfacht sich zu:

() = /0 t A=) L B di(r) dr. (63.1)

Setzt man diese Losung nun in Gleichung (51.2) der Zustandsraumdarstel-
lung ein, so erhilt man den expliziten Zusammenhang

/C AT LB LG(r) dr 4+ D - d(t)
(63.2)

/ CP(t — 7)Bi(r)dr + Di(t)

mit der so genannten Transitionsmatrix (vgl. Anhang A, Definition (544.3))
B(t) := M. (63.3)

Im Falle eines Eingangssignals u(t) und eines Ausgangssignals y(t) (SISO°-
System) liefert C®(t)B eine reelle Funktion A(t), da C' in diesem Fall eine
1 x n-und B eine 1 x n-Matrix ist (s. Seite 51).

Definiert man wieder analog zu (37.2) bzw. (35.2) die Funktion

h(t) = 0 fur ¢t<0, (63.4)

h(t)  fir t>0,
so konnen auch LTI-Systeme
& : ult) — y(b),

die {iber eine Zustandsraumdarstellung (mit Durchgangsmatrix® D = 0) de-
finiert sind, und damit auch solche, die mit linearen Differentialgleichungen
hoherer Ordnung definiert sind (vgl. dazu Beispiel 2.5), in der allgemeinen
expliziten Form

moz/ummwwwr (63.5)

dargestellt werden!

Bevor wir diesen Aspekt weiter diskutieren, wollen wir aber die vorange-
gangene allgemeine Herleitung dieser Tatsache fiir Differentialgleichungen
hoherer Ordnung an einem Beispiel illustrieren.

5 SISO = Single Input Single Output.
6 Die Erweiterung der Formel (63.5) betrachten wir spiter!
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2.8 Beispiel (LTI-System 3. Ordnung)

Betrachten wir ein LTI-System, welches durch die Differentialgleichung
Y(t) + a2ij(t) + ary(t) + aoy(t) = u(t) (64.1)

definiert ist.
Entsprechend Gleichung (53.5) und Gleichung (53.7) ist die Gleichung dqui-
valent zur Zustandsraumdarstellung

@1 (t) 0 1 0 z1(t) 0
ao(t) | = 0 0 1| 20 [ ] o [-u@®) (642)
i3(t) —ay —a; —ay z3(t) 1
und
y(t) = x1(t). (64.3)

Mit Hilfe einiger weniger MATLAB-Anweisungen kann daraus Darstellung
(63.5) fiir konkrete Koeffizienten berechnet werden’. Dazu verwenden wir
die konkreten Koeffizienten

ap=0.5, a1=1, ay=2. (64.4)

>> syms t

% Definition der Systemmatrix A

>A=[010,00 1, -1/2 -1 -2]

A =
0 1.0000 0
0 0 1.0000
—0.5000 —1.0000 —2.0000

% Berechnung der Transitionsmatrix exp (t=*A)

% mit der MATLAB-Funktion Funktion expm

% (Vorsicht: Anwendung von expm nur flir kleine
% Matrizen sinnvoll!)

>> Phit = expm(t=A);

7 Der Ehrlichkeit halber muss dazu gesagt werden, dass die Berechnungen mit Hilfe der Sym-
bolic Math Toolbox auch in einfachen Fillen solch komplizierte und unlesbare Ergebnisse lie-
fern, dass die Berechnung praktisch unbrauchbar wird. Hier ist das Hintergrundwissen des
Anwenders stark gefragt, um die Rechenkapazitit von MATLAB wirklich sinnvoll nutzen
zu konnen.
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Phit =

%% die Zeilen werden zu lang; keine sinnvolle
%% Bildschirmdarstellung moéglich

% Berechnung der Funktion h(t)
> C=[10 0];
> B = [0;0;1];
>> h C+Phit=B

h =

%% die Zeilen werden zu lang; keine sinnvolle
% Bildschirmdarstellung méglich

oe

Grafische Darstellung der Funktion im
% Intervall [0,50]
> x = (0:0.1:50);

oe

% Bestimmung der numerischen Version von h
>> hnum = subs(h,t, x);

>> plot(x, hnum, "r”, "LineWidth " ,3)
>> grid

>> xlabel (’Zeit/s”)

>> ylabel ("h(t) ")

Abbildung 2.9 zeigt den Plot der Funktion h(t).

In der Berechnung wurde die MATLAB-Funktion expm zur Ermittlung der
Transitionsmatrix verwendet, die zumindest in der symbolischen Version
mit dufferster Vorsicht zu geniefien ist, da die Ergebnisse meist praktisch we-
nig brauchbar sind.

Wir werden jedoch spéter bessere Methoden zu Berechnung der Transitions-
matrix und der Funktion h(t) kennenlernen. [ |

Sowohl die Beispiele (35.3) und (37.3) als auch die vorangegangene allgemei-
ne Uberlegung zu LTI-Systemen, die sich mit linearen Differentialgleichun-
gen mit konstanten Koeffizienten beschreiben lassen, zeigen, dass man unter
gewissen Voraussetzungen das Systemverhalten mit Hilfe einer geeigneten,
fiir das System charakteristischen Funktion h(t) in der Form von Gleichung
(62.2) darstellen kann.

System,, funktionen”

Ohne néher auf den Nachweis dieser Tatsache eingehen zu konnen, halten
wir hier fest, dass diese Darstellung ganz allgemein fiir fast alle und auf
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0.7

0.5f 1

0.3f 1

h(t)

0.2 1

-0.2 i i i i
0 10 20 30 40 50

Zeit/s

Abb. 2.9: Funktion h(t) in der Darstellung (63.5) fiir das Beispiel des Systems 3.
Ordnung gemaf (64.1).

jeden Fall fiir alle praxisrelevanten LTI-Systeme moglich ist, welche Signale
aus dem in Abschnitt 1.2, S. 22 definierten Signalraum verarbeiten.

Alle , praxisrelevanten” (zeitkontinuierlichen) LTI-Systeme & : z(t) —
y(t) lassen sich mit Hilfe einer fiir das System charakteristischen Sys-
tem, funktion” h(t), t € R durch die Integralgleichung

y(t) = z(t) * h(t) == / o(T)h(t — ) dr (66.1)

darstellen!
(\ J

Der Leser wird sicherlich sofort die Géanseftiichen um den Begriff praxisre-
levant und den Wortteil funktion bemerkt haben.

In der Tat bewegen wir uns bei der (schwammigen) Formulierung des Dar-
stellungssatzes (66.1) auf sehr sehr diinnem Eis!

Es ist bekannt [40, 41, 5, 6], dass es sowohl im zeitkontinuierlichen als auch
im zeitdiskreten Fall durchaus LTI-Systeme gibt, die keine Darstellung ge-
maf (66.1) haben. Allerdings sind die Beispiele duflerst konstruiert und ent-
sprechen keinem realen physikalischen System. Man kann daher davon aus-
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gehen, dass diese Fille in der Ingenieurpraxis nicht vorkommen. Allerdings
ist dem Autor keine geschlossene, prizise formulierte Darstellung dieses
Sachverhaltes bekannt. Vielmehr werden in der einschldgigen Literatur lei-
der oft , Beweise” kolportiert, die keiner ernsthaften mathematischen Analy-
se standhalten.

Forscht man nach exakten Bedingungen fiir die Giiltigkeit von (66.1), so stellt
man sehr schnell fest, dass die Diskussion dieses Themas ganze Biicher fiillt
[26, 38], wobei es vor allen Dingen auch auf die exakte Festlegung der ver-
wendeten Signale ankommt.

Die Génseftifichen um -funktion sollen andeuten, dass die Signale z(t), y(t)
und h(t), fiir die eine solche Darstellung moglich ist, im Allgemeinen sogar
keine reellen (oder komplexen) Funktionen im gewohnlichen Sinne sein miis-
sen!

Es wird bald klar werden, dass der Funktions- bzw. der Signalbegriff etwas
erweitert werden muss, damit die Darstellung (66.1) zur vollen Bliite ihrer
Giltigkeit gelangt. Wir werden sehen, dass eine brauchbare Aussage erst
dann gemacht werden kann, wenn wir so genannte verallgemeinerten Funk-
tionen, auch Distributionen genannt, zulassen. Aus diesem Grunde wurden
solche Objekte auch in die Definition des in Abschnitt 1.2, S. 22 skizzierten
Signalraums mit aufgenommen.

Jedoch werden wir, wie anlédsslich dieser Definition schon angedeutet, auf-
grund der mathematischen Komplexitdt der damit verbundenen Ideen die
Diskussion der Klasse der verallgemeinerten Funktionen nicht sehr weit fiih-
ren. Die Funktionen- und so genannten Distributionenriume, die hier ge-
meint sind, miissten aufwéndig definiert und hergeleitet werden [39, 53]. Da
diese genauen Definitionen jedoch fiir die Ingenieurpraxis keine grofie Rolle
spielen, soll hierauf verzichtet werden. Wir gehen lediglich auf einige, in der
Praxis allerdings wichtige, Spezialfille ein.

An dieser Stelle konnen wir jedoch vorab schon eine kurze Uberlegung an-
stellen, warum eine Erweiterung der Signalklasse noétig ist.

In der Mathematik lernt man, dass Integrale verallgemeinerte Summen sind
und als solche eine Art mittelnde Wirkung besitzen. Integratoren haben so-
mit die Eigenart ,normale” reellwertige Signale zu glédtten. Andererseits ha-
ben wir aber in Ubungsaufgabe 5, S. 43 gesehen, dass ein Differenzierer ein
ebenso ehrenwertes Mitglied in der Familie der LTI-Systeme ist wie der Inte-
grierer. Dieser hat aber genau eine zur Glidttung entgegengesetzte Wirkung.
Wir sehen an diesem Beispiel, dass die Systemfunktion A () in diesem Fall
keine ,normale” reelle Funktion mehr sein kann, wenn die Darstellung (66.1)
ihre Giiltigkeit behalten will. Auf diesen Aspekt werden wir spéter zurtick-
kommen.

Faltungsintegral und Faltungsoperation

Betrachten wir zunéchst wieder die allgemeine Darstellung (66.1). Das Inte-
gral aus (66.1) hat eine spezielle Form und einen speziellen Namen:
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Die Operation * mit b
(x * h)(t) :=: x(t) * h(t) (68.1)
= / x(T)h(t — 7)dr (68.2)

heifit Faltung von z(t) und h(t). Das Integral (68.2) ist ein Faltungsinte-
gral.
J

Die Faltung ist eine Art , Multiplikation” fiir Funktionen. In der Tat hat sie
die wesentlichen Eigenschaften, die von der Multiplikation reeller Zahlen
bekannt sind, wie das folgende Resultat zeigt:

Die Faltungsoperation = ist assoziativ, distributiv (bez. der Additi-
on von Funktionen) und kommutativ! Fiir drei Funktionen (Signale)
x(t), y(t), 2(t) gilt also:

(xxy)(t) * 2(t) = x(t) * (y x 2)(t), (68.3)
(z(t) + y()) * 2(t) = x(¢) * 2(t) + y(t) * 2(t), (68.4)
(@ *y)(t) = (y*2)(t) (68.5)
\\ 4

Wir wollen an dieser Stelle nicht im Einzelnen auf den Nachweis dieser Ei-
genschaften eingehen. Betrachten wir lediglich die im Folgenden noch 6f-
ter verwendete Kommutativitat und beschranken wir uns dabei auf Signale,
die durch gewohnliche (integrierbare) reelle Funktionen reprisentiert wer-
den konnen.

Die Kommutativitdt der Faltungsoperation * folgt im Wesentlichen aus der
Kommutativitdt der Multiplikation und der Substitutionsregel. Dies zeigt die
folgende Rechnung:

oo —00

(xxy)(t) = / x(r)y(t —7)dr = — / x(t — )y (T)dT. (68.6)

— 00 oo

Hier wurde die Substitution 7 := ¢t — 7 verwendet, welche
d;:—dT, rT=t—7T

und die Vertauschung der Integrationsgrenzen liefert.
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Auf Grund der Integrationsregel

b a
/f(:v) dx = —/f(:lc) dx (69.1)
a b
folgt:
(x*xy)(t) = / y(;)x(t - ;) dr = (y * z)(1). (69.2)

Ein Faltungsintegral und damit eine gesamte Faltungsoperation fiir zwei Si-
gnale ist i.Allg. duflerst schwierig zu berechnen. Dies zeigt auch das folgende
Beispiel, obwohl hier sehr einfache Funktionen betrachtet werden.

2.9 Beispiel (Faltung)

Wir betrachten die Faltung der Sprungfunktion o (¢) mit der Funktion

t fi 0<t<1
2(t) == uf S S Es (69.3)
0 fir t<0 oder t>1.

Fiir diese einfachen Signale lasst sich die Faltung noch mit vertretbarem Auf-
wand von Hand berechnen. Wegen o(t) = 0 V ¢ < 0 gilt:

(oxx)(t) = / o(r)x(t —7)dr = /x(t —7)dT. (69.4)

Die Funktion z(t — 7) entspricht der Verschiebung der Funktion z(—7) um
t € R.Die Funktion x(—7) wiederum entsteht aus der Spiegelung der Funk-
tion z(7) an der y-Achse. Man faltet die Funktion an dieser Achse. Dies er-
klart den Namen der Operation.

Wir miissen nun folgende Situationen unterscheiden:

Istt < 0,s0giltt — 7 < 0 und daher z(t — 7) = 0. Das Integral (69.4) ist somit
stets 0.

Ist 0 <t < 1, d.h. die gefaltete, verschobenen Funktion x(t — 7) ragt teilweise
in das Intervall [0, o) hinein, so folgt:

oo

(o xx)(t) = /x(t —T7)dr = /x(t —T7)dT (69.5)
0

0
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t

¢ ¢
1 1
:/(t—T)drzt/dT—/TdT:t2—§t2:§t2.
0 0

0

Ist ¢ > 1, so ist der wesentliche Anteil (d.h. der Anteil # 0) von z(t — 7) voll-
standig im Integrationsbereich. Das Integral ist somit fiir alle diese ¢ konstant
gleich 1.

Als Ergebnis der Faltung erhalten wir somit:

0 fiir t <0,

(cx2)(t) =412  fiur 0<t<l, (70.1)

N[

fur t>1.

N[

Faltungen konnen mit Hilfe der MATLAB-Funktion conv berechnet werden.
Da diese Berechnung jedoch auf endlich vielen Abtastwerten der Signale be-
ruht (vgl. Kapitel 3) und somit die Signale nicht in voller Lange und mit allen
Amplitudenwerten in die Berechnung eingehen, kann die Faltung zweier Si-
gnale mit dieser Methode nur niherungsweise bestimmt werden. Der inter-
essierte Leser sei hier auf Ubung 26, S. 95 und das MATLAB-Programm zu
Beispiel 2.37, S. 166 verwiesen.

Die Impulsantwort eines LTI-Systems

Von einem physikalischen Gesichtspunkt aus ist das Verhalten eines LTI-
Systems fiir ganz bestimmte Eingangssignale von Interesse.

Zunichst konnte interessant sein, wie ein System auf die Aufbringung eines
kurzen, aber heftigen Energieimpulses reagiert. Ein Beispiel ware die Reak-
tion eines (schwingungsfihigen) mechanischen Systems auf einen kurzen,
aber heftigen Hammerschlag.

Eine andere besondere Form der Erregung konnte die Aufbringung eines Si-
gnals mit konstanter endlicher Leistung ab einem gewissen Zeitpunkt sein.
Beispiel ware etwa das ,Einschalten” einer Gleichspannungsquelle bei ei-
nem elektrischen System oder das plotzliche Aufbringen einer konstanten
Kraft bei einem mechanischen System.

Die Erregung mit einem Sinus- oder Cosinussignal schliefllich liefert uns die
Information, wie das System auf Schwingungen am Eingang reagiert.

Wir werden diese drei Erregungsformen im Folgenden einer eingehenden
Untersuchung unterziehen und feststellen, dass das Systemverhalten in allen
Féllen zu einer vollstandigen Information tiber das System fiihrt.

Bei der mathematisch exakten Formulierung dessen, was ein , kurzer hefti-
ger Energieimpuls” sein soll, steht man sofort vor einem Definitionsproblem:
Was heifit in diesem Zusammenhang , kurz” und was ,heftig”?
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Die Definition einer bestimmten endlichen Impulszeitdauer® und einer be-
stimmten endlichen Amplitude (und damit einer bestimmten Signalenergie)
erscheint bei ndherer Betrachtung wenig praktikabel, da alle Systemantwor-
ten automatisch von dieser willkiirlichen Festlegung abhidngig wéren!

Das Ziel einer verniinftigen Impulsdefinition wire eine von solchen willkiir-
lichen Annahmen unabhéngige Festlegung.

Ein in diesem Sinne , idealer Impuls” ware ein Signal, welches dem System
in moglichst kurzer Zeit (ideal: 0 Zeiteinheiten) unendlich viel Energie zu-
fiithren soll!

Dies birgt mathematische Schwierigkeiten, miisste doch die beschreibende
Funktion in einem solchen Fall, wie in Abbildung 2.10 skizziert ,, unendlich”
grof3 sein.

Up = 0

t=—0o0 t=20 t =00
Abb. 2.10: Ideales Impulssignal

Es wurde schon im Zusammenhang mit der Diskussion des LTI-Systems
,Differenzierer” auf Seite 67 angedeutet, dass fiir die explizite Zeitbereichs-
beschreibung von LTI-Systemen eine Erweiterung des Signal- bzw. des Funk-
tionsbegriffs notwendig ist. Die soeben skizzierte Idee fiir die Konstruktion
eines idealen Impulses ist ein weiterer Hinweis dafiir.

Wir ndhern uns dem Problem der mathematisch korrekten Definition dieses
idealen Impulses durch eine Approximation.

Die (mathematisch) einfachste Approximation eines Impulses, d.h. einer
Funktion endlicher (kurzer) Dauer, ist eine Rechteckfunktion. Wir konstru-
ieren, wie in Abbildung 2.11 skizziert, eine Folge von Rechteckfunktionen
in(t), welche auferhalb des Intervalls [0, 1] verschwinden. Fiir unsere Zwe-
cke ist es dabei angebracht, diese Testsignale alle so zu normieren, dass stets

8 Dies ist das Zeitintervall, in dem die Amplitude des Impulses nicht gleich 0 ist.
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oo

/ lin(t)| dt = 1 (72.1)

— 00

gilt. Damit haben diese Testsignale folgende Form:

.o l
in(t) = n fur te[0,5], 72.2)
0 sonst.

Die Signale entsprechend dieser Konstruktion erfiillen die eingangs formu-
lierten Bedingungen. In moglichst immer geringerer Zeit ([0, 2]) wird immer
mehr Energie

7 2
/ i (£)|2 dt = % =n (72.3)

auf ein System aufgebracht, wenn man diese Eingangssignale verwendet.

100

10

t=0 t=1/10 t=1 t = o0

Abb. 2.11: Approximationen eines Impulses durch normierte Rechteckfunktionen

Ubung 16 Als Antwort eines LTI-Systems & mit Systemfunktion h(t) erhdlt man gemaf3
(66.1):
Ubung 17
S(in)(t) = in(t) * h(t)

p (72.4)
=n [ h(t —7)dr.
0/
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Ist nun n grofl und damit 1 klein, so ist der Integrand h(t — 7) — zumindest
an Stetigkeitsstellen ¢ von h(t) — ,,ungefdhr gleich” h(t). Es folgt also

n/h(t —7)dT =~ nlh(t) = h(t) (73.1)
n
0
und damit fiir (fast) alle t € R:
lm i, (t) x h(t) = h(t). (73.2)

n—oo

Es sollte an dieser Stelle bemerkt werden, dass die vorangegangene Argu-
mentationskette mehr eine heuristische Uberlegung darstellt. Ein Konver-
genz,beweis” im strengen Sinne ist dies nattirlich nicht. Auch hierfiir miisste
man wieder mehr tiber die schon mehrfach angesprochene Erweiterung des
Funktionsbegriffes auf die Klasse der so genannten verallgemeinerten Funk-
tionen sagen, was wir an dieser Stelle jedoch nicht tun kénnen und wollen.

Die zentrale Erkenntnis aus Gleichung (73.2) lasst sich jedoch auch in diesem
allgemeineren Rahmen nachweisen. Wir erhalten also auf diese Art und Wei-
se eine Ndherung der fiir das System laut (66.1) charakteristischen Funktion
h(t)! Wir konnen somit das System ndherungsweise ,,identifizieren”.

Dies soll zundchst mit Hilfe einer Simulink-Simulation am Beispiel des RC-
Tiefpasses (2.1) illustriert werden.

2.10 Beispiel (Identifikation des RC-Tiefpasses)

Abbildung 2.12 zeigt das Simulink-System s_RCTP.mdl, welches einen RC-
Tiefpass mit Zeitkonstante T' simuliert.

P simulation

~ 1
[ simulation ’—‘
Dirac-Stof e

RCTP mit Zeitkonstante T

Theorie
Theorie
Scope

@ /) *exp (u/T)

Clock

Fen Initialisierung
(bitte vor Start anklicken )

Abb. 2.12: Simulink-System zur Simulation der Systemidentifikation eines
RC-Tiefpasses
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Der durch einen Simulink-Block® reprdsentierte RC-Tiefpass wird dabei
durch einen Rechteckimpuls angeregt. Der Impulsblock ist intern durch die
Differenz zweier Sprungfunktionsblocke realisiert. Die simulierte Antwort
auf Rechteckimpulse einer vorgegebenen Dauer wird mit der in (35.2) ermit-
telten theoretischen Systemfunktion h(t) verglichen.

0.9 h(t) 1 09 h(t) 1

0.8 1 0.8

0.7} Approximation fiir | 0.7

Pulsdauer T=1 Approximation fir

0.6} / B 0.6 Pulsdauer. T=1/100

0.5- 1 0.5
041 1 0.4
0.3r 1 0.3
0.21 1 0.2
0.1 | 0.1
o i i 0 i i
0 1 2 3 0 1 2 3
Zeit/s Zeit/s

Abb. 2.13: Approximative Systemidentifikation eines RC-Tiefpasses mit
Rechteckimpulsen

Abbildung 2.13 zeigt das Ergebnis einer solchen Simulation fiir die Impuls-
dauern 1s und 0.01 s und fiir einen Tiefpass mit Zeitkonstante T’ = 1s. M

In einem gewissen, anscheinend auch sehr brauchbaren Sinne sind die Recht-
eckimpulse Ndherungen des in Abbildung 2.10 dargestellten ,,idealen” Im-
pulses und ,konvergieren” offenbar fiir n — oo gegen ihn. Bei der Defi-
nition eines Grenzwertes der Funktionenfolge i,,(¢) gibt es jedoch, wie oben
bereits angedeutet, mathematische Probleme.

Die Funktionenfolge i,,(t) konvergiert nicht gegen eine reelle Funktion f(t),
denn dann miisste gelten

/ f)dt =1 (74.1)

9 Die Bedeutung der Beschriftung wird in Abschnitt 2.4.5 klar.
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und

=4 [t t=0 (75.1)
0 fur t#£0,

da die Integrale tiber die i, (¢) ja alle auf 1 normiert sind und diese Funk-
tionen fir alle ¢ # 0 gegen 0 konvergieren und bei ¢t = 0 tiber alle Grenzen
wachsen.

Abgesehen davon, dass eine reelle Funktion nicht den Wert co annehmen
kann, scheitern diese Anforderungen an den Regeln der Riemannschen Inte-
grationstheorie, da eine Funktion, welche bis auf einen Punkt 0 ist, nur das
Integral 0 haben kann.

Wir miissen uns also nach neuen Lésungen umsehen. Diese bietet die Theo-
rie der verallgemeinerten Funktionen oder Distributionen, die wir jedoch im
Zusammenhang mit den in diesem Buch besprochenen Themen nur fiir die
Definition des Impulses brauchen.

Beginnen wir mit der Definition dessen, was der Grenzwert der i,,(¢) , wirk-
lich” ist:

4 )
Die (lineare) Abbildung
0o : x(t) — =(0), (75.2)
welche jedem Signal z(t) seinen Wert 2(0) an der Stelle t = 0 zuordnet,
heifit Dirac-Funktional, Dirac-Impuls oder Delta-Funktion(al).
(G J

Dieser Dirac-Impuls, welcher, wie die Definition zeigt, keine reelle Funktion
mehr ist, sondern eine lineare Funktion von Funktionen in die reellen Zah-
len'®, kann nun sinnvoll als Grenzwert der i, (t) definiert werden. Dieser De-
finition liegt die Idee zu Grunde, dass jede der Funktionen i, (t) durch die
Vorschrift

inx(t) — / in(t)x(t) dt (75.3)

selbst eine lineare Funktion auf dem Vektorraum!! der Signale z(¢) in die reel-
len Zahlen ist. Fithrt man nun die Grenzbetrachtung fiir n — oo aus, so stellt

10 Ein so genanntes lineares Funktional!

11 Einmal mehr bleiben wir hier bei der Spezifikation der zuldssigen Signale vage. In der Tat
miissen einige Voraussetzungen erfiillt sein, damit die nachfolgenden Argumente stichhaltig
sind. So betrachtet man bei der Definition der Distributionen zunidchst nur unendlich oft
differenzierbare Funktionen mit kompaktem Trager (endliches Intervall, auf dem sie nicht
0 sind) [39, 53]. Fiir das Dirac-Funktional kann die Funktionenklasse aber noch erheblich
erweitert werden, was allerdings mathematisch nicht ganz einfach ist und hier auch nicht
behandelt werden kann (vgl. Anhang A.5, S. 548).
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man fest, dass eine lineare Grenzfunktion (jetzt auf dem Vektorraum der Si-
gnale) genau die in (75.2) dargestellte Eigenschaft haben muss. Dies haben
wir in der Argumentation zu Gleichung (73.1) im Ubrigen schon verwendet.
Setzt man dort ¢ = 0 und z(7) statt h(—7), so erhdlt man fiir grole n (an
Stetigkeitsstellen von x(t)):

/ in(t)z(t)dt = n/az(t) dt ~ nlx(()) = 2(0) = do(z(2)). (76.1)
—o0 0

Im Gegensatz zum Funktionsbegriff ,reelle Funktion” hat man nun keine
Probleme mehr, da die Grenzabbildung eine voll giiltige, zudem noch sehr
einfache, Abbildung auf dem Vektorraum der Signale ist.

Diese Sichtweise rechtfertigt auch die nachfolgende Schreibweise der Delta-
Funktion.

( N
Fiir die Zuordnung aus (75.2) schreibt man auch formal:

5o(a(t)) = / So(t)a(t) dt. (76.2)

- J

Es ist dabei zu beachten, dass das Integral in (76.2) keine eigentliche integra-
tionstechnische Bedeutung hat. Ebenso hat die Schreibweise dy(t) nur forma-
le Bedeutung, da ja o, wie gesehen, keine reelle Funktion ist. Der Ausdruck
(76.2) ist lediglich eine formale Schreibweise, die die , Herkunft” des Dirac-
Impulses Jp unterstreicht.

Wie bereits angedeutet, spricht man im Zusammenhang mit dem Dirac-
Impuls dp von einer verallgemeinerten Funktion.

Was eine verallgemeinerte Funktion ist, lasst sich nun in Analogie zu Defi-
nition (76.2) und unter Berticksichtigung aller bisherigen Fufinoten und Be-
merkungen zur ungenauen Spezifikation der Signalklassen und zur unzu-
reichenden mathematischen Exaktheit der Argumentation recht einfach de-
finieren (s. Anhang A.5):

Unter einer verallgemeinerten Funktion oder Distribution versteht
man eine (stetige) lineare Abbildung ¢, welche jedem Signal z(t) einen
Wert in R zuordnet. Formal kann ¢, analog zu (76.2), in Integralform ge-
schrieben werden:

oo

o) = [ oftratat. (76.3)

(& J
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Das Funktional ¢ kann dabei als (lineare) ,, Wirkung” auf ein Signal x(t) ver-
standen werden. So ist die , Wirkung” des Dirac-Impulses etwa die Auswer-
tung (spater werden wir sagen Abtastung) des Signals an der Stelle ¢ = 0.
Ein grofler Vorteil der formalen Schreibweise entsprechend Gleichung (76.3)
ist, dass sich damit eine Ableitung verallgemeinerter Funktionen definieren
lasst, die es erlaubt, bekannte Rechenregeln der Integrationstheorie, wie etwa
die Substitutionsregel und die Regel der partiellen Integration auf dieses
formale Integral zu iibertragen[39, 53].

Die Ableitung ¢’ einer verallgemeinerten Funktion ¢ ist durch die Glei-
chung

— [swatyari= o) =~ [ 0a @7

definiert.

J

Beschrinkt man sich auf Signale!? z(t), die (oft genug) differenzierbar sind
und bei oo verschwinden, so entspricht (77.1) der bekannten Regel der par-
tiellen Integration!

Dem interessierten Leser seien zur weiteren Vertiefung der Thematik Ubung
19, S. 91 und Anhang A.5, S. 548 empfohlen.

Wie bereits angedeutet, werden wir i. W. als einzige verallgemeinerte Funk-
tion das Dirac-Funktional éy(t) betrachten. Mit Hilfe der Integralinterpreta-
tion, der Definition (76.2) und der Erweiterung (550.3) aus Anhang A lassen
sich schnell folgende grundlegende Eigenschaften herleiten:

/Fijr den Dirac-Impuls 4§y gilt: \
(@)
/ do(t) dt = / do(t) - 1dt = do(1) =1, (77.2)
(b)

/ do(T)x(t —7)dT = 2(t — T)|;=0 = x(t).  (77.3)

- J

12 An dieser Stelle kommen wir der exakten Definition von Distributionenrdumen, welche wir
eigentlich vermeiden wollten, ziemlich nah (s. Anhang A.5).

Ubung 19
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Der Dirac-Impuls ist also ,,die Eins” beztiglich der Faltung !

Aus (77.3) und der Faltungsintegral-Darstellung fiir LTI-Systeme mit Hilfe
einer Systemfunktion (vgl. Gleichung (66.1)) ergibt sich nun unmittelbar fol-
gende wichtige Folgerung:

Sei & ein LTI-System mit Systemfunktion A(t). Dann gilt:

S(80) = do(t) * h(t) = h(2). (78.1)

Aus diesem Grund werden wird ab jetzt auf den Begriff der ,Sys-
temfunktion” verzichten und den tatsdchlich hierfiir verwendeten Begriff

benutzen:

(s )

ei G ein LTI-System. Dann heifst das Signal h(t) mit der Eigenschaft
S(d0) = do(t) = h(t) = h(t) (78.2)

die Impulsantwort des Systems.

Die Impulsantwort ist (fiir alle praxisrelevanten LTI-Systeme) eine ein-
deutige explizite Charakterisierung des Systems im Zeitbereich, da fiir
alle Eingangssignale z(t) gilt:

y(t) = &(z(t)) = h(t) * z(t). (78.3)

- J

Mit Hilfe der Definition (76.2) und den Rechenregeln (77.1) kann man, wie
im folgenden Beispiel, zumindest fiir das Dirac-Funktional leicht einige in-
teressante Zusammenhinge herleiten.

2.11 Beispiel (Rechnen mit dem Dirac-Funktional)

Exemplarisch berechnen wir vier Zusammenhinge. Die zweite hergeleitete
Beziehung wird in den weiteren Abschnitten noch 6fter benétigt.

Zeitverschiebung
Es sei d,(t) das durch die Abbildung

0a(t) : x(t) — z(a) (78.4)

definierte Funktional, welches jedem Signal z(t) seinen Wert z(a) an der
Stelle a € R zuordnet.

Aufgrund der Eigenschaften von dy(t) ergibt sich aber auf der anderen
Seite, dass fiir gegeniiber z(¢) um genau —a Zeiteinheiten verschobene
Signale Z(t) = z(t + a) gilt:
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do(2(t)) = 2(0) = (0 + a) = z(a). (79.1)
Somit kann mit der Definition
do(t — a) := d,(t) (79.2)

ein zeitverschobener Dirac-Impuls definiert werden, fiir den die formale
Beziehung'?

So(t —a)(z(t)) = / So(t — a)x(t) dt = / So(t)z(t + a)dt 793)

— a(t + a)jemo = (a)

gilt.
Faltung mit zeitverschobenen Dirac-Impulsen

Die Substitutionsregel (79.3) hat eine weitreichende Konsequenz fiir die
Darstellung zeitverschobener Signale. Berechnet man namlich die Fal-
tung von 0o (t — a) mit einem Signal z(¢), so gilt:

oo

So(t — a) x 2(t) = 0a(t) * () = / Sa(T)x(t — 7) dr 794
=t = 7)jra = O;(t —a).
Andererseits ist:
So(t) * a(t — a) = ZO So(r)a(t —a—7)dr 795
=a(t—a—7)jreo = 2(t — a).
Daher folgt:
So(t — a) = 2(t) = 8o(t) * (t — a) = x(t — a). (79.6)

Zeittranslationen von Signalen lassen sich also durch entsprechende Fal-
tungen mit zeitverschobenen Dirac-Impulsen darstellen!

,Stammfunktion” des Dirac-Funktionals

Mit der folgenden Uberlegung kann eine Art ,Stammfunktion” des
Dirac-Impulses berechnet werden. Wir betrachten dazu das Sprungsignal

o(t).

Uber die Definition

13 Substitutionsregel
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o(z(t)) == / o(t)z(t) dt (80.1)

kann das Sprungssignal o(t) ebenfalls als verallgemeinerte Funktion'*
aufgefasst werden. Dabei ist x(t), wie im Zusammenhang mit der Her-
leitung der Differentiationsregel (77.1) formuliert, ein Signal, welches (oft
genug) differenzierbar ist und bei +oo verschwindet' (vgl. Anhang A).

Nach der Ableitungsregel (77.1) gilt fur die distributionelle Ableitung von
o(t):

(%0@@»:_70@ﬂ@# (80.2)

— 00

Das Integral rechts in Gleichung (80.2) ist aber ein ganz gewdchnliches
Riemann’sches Integral und kann mit der Stammfunktion z(¢) von z’(t)
leicht berechnet werden:

_/g@fmﬁ:—/fwﬁ
2 o (80.3)
= —x(t)’o = —z(00) — (=(0))

= 0+2(0) = 2(0) = do(a(1)).
Im verallgemeinerten Sinne erhélt man also tatsdchlich

/ So(t) dt = o(t), (80.4)

bzw. in einem formalen Sinne

t

/ 5o(7) dr = o(t) (80.5)

und
o) = ot 80.6
Ed ) = do(t). (80.6)

14 o(t) ist also beides: ,normale” reelle Funktion und verallgemeinerte Funktion!
15 Man spricht in der Theorie der Distributionen von so genannten Testfunktionen.



2.3 Signale und LTI-Systeme im Zeitbereich 81

Distributionelle Ableitung an Sprungstellen

Aus (80.6) lassen sich dann weitere Aussagen tiiber die verallgemeinerte
Ableitung unstetiger Funktionen herleiten, etwa tiber die Ableitung der
Rechteckfunktion

1 fur te][0,1],

recty (t) := (81.1)

0 sonst.

Es gilt wegen rect(t) = o(t) — o(t — 1), dass im Sinne verallgemeinerter
Funktionen

%rectl(t) = (50(t) - (50(t - 1) (812)

ist.
Hier wird die Linearitdt der distributionellen Ableitung verwendet und
die Tatsache, dass aufgrund der Ableitungsregel (77.1) gilt:

ot —1)2'(t)dt = — / o(t)x'(t+1)dt

<t>) (et +1)) = dola(t + 1))
= 2(1) = 8,(1) (2(t)) = Bolt — 1)(a().

7N
=
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=

I
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N———
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Wq|:‘. g~

(81.3)

Gleichung (81.2) ldsst sich im Ubrigen mit der mathematisch zwar nicht
korrekten, dafiir aber anschaulichen Interpretation des Dirac-Impulses
entsprechend Abbildung 2.10 ganz gut interpretieren. Nach dieser Ver-
anschaulichung erhalten wir als Ableitung eine ,Funktion”, die an den
Konstantstiicken der Rechteckfunktion 0 ist (und somit mit der gewhn-
lichen Ableitung iibereinstimmt) und an den Sprungstellen , unendlich”
ist (und somit den ,unendlich” steilen Ubergang an diesen Stellen wie-
dergibt). Die Skizze in Abbildung 2.14 illustriert diese Interpretation.

In dhnlicher Weise lielen sich auch andere interessante Beziehungen herlei-
ten. Noch einmal sei dem Leser in diesem Zusammenhang Ubung 19,S.91
empfohlen. ||

Da die Impulsantwort ein LTI-System!® eindeutig charakterisiert, wire es
von grofsem Interesse, diese in der praktischen Anwendung zu messen.

16 bis auf die bereits auf Seite 66 angesprochenen Ausnahmen

Ubung 19
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t=0 t=1 t/s

Abb. 2.14: Distributionelle Ableitung des Rechteckimpulses

Ein Problem ist dabei jedoch, dass der in der Definition vorausgesetzte ideale
Impuls nicht praktisch realisiert werden kann. Das Beispiel 2.10, S. 73 zeigt
aber, dass eine Impulsantwortmessung und damit eine Systemidentifikation
approximativ in guter Naherung durch Verwendung von Rechtecksignalen
durchgefiihrt werden konnte.

In der Praxis, insbesondere bei der Anregung mechanischer Systeme, sind
aber auch diese Signale schwer realisierbar. Allerdings kann leicht nachge-
wiesen werden, dass beliebige Impulsformen zur Identifikation verwendet
werden konnen, sofern sie die Bedingung erfiillen, in immer kiirzerer Zeit
immer mehr Energie auf das System aufzubringen.

Fiir die Identifikation mechanischer Systeme bedient man sich beispielswei-
se eines so genannten Impulshammers, wie er in Abbildung 2.15 dargestellt
ist.

Die Sprungantwort eines LTI-Systems

Weniger realisierungskritisch als der (ideale) Impuls ist das auf Seite 70
schon als wichtiges Systemerregungssignal erwédhnte Sprungssignal.

Diese Erregung entspricht der Aufbringung eines Signals mit konstanter
endlicher Leistung ab einem gewissen Zeitpunkt und kann leichter realisiert
werden, etwa, wie bereits auf Seite 70 angedeutet, durch das Aufschalten
einer Gleichspannungsquelle bei einem elektrischen System oder das plotz-
liche Aufbringen einer konstanten Kraft bei einem mechanischen System.
Da sich die Sprunghohen lediglich und einem konstanten Faktor unterschei-
den, der bei linearen Systemen ja nur eine entsprechende Skalierung des
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Abb. 2.15: Impulshammer zur Identifikation mechanischer Systeme [12]

Ausgangssignals bewirkt, geniigt es, als Sprungsignal die (Einheits-)Sprung-
funktion o (t) zu betrachten. Die Reaktion eines LTI-Systems auf dieses Signal
nennen wir Sprungantwort.

Sei G ein LTI-System. Dann heifst das Signal y, () mit der Eigenschaft
Yo (t) = S(a(t)) (83.1)

die Sprungantwort des Systems.

Die Gleichungen (80.4) und (80.6) zeigen, dass zwischen dem Dirac-Impuls
do(t) und der (Einheits-) Sprungfunktion o(¢) ein sehr enger Zusammenhang
besteht. Daher kann vermutet werden, dass auch die Sprungantwort eine
eindeutige Charakterisierung des Systems liefern kann.

Mit Hilfe der Impulsantwort h(t) des LTI-Systems ldsst sich (83.1) gemafs
(66.1) in folgender Form ausdriicken:

oo

Yo (1) = o(t) * h(t) = / o(F)h(t — 7) dr. (83.2)

— 00

Nach (77.1) folgt fuir die distributionelle Ableitung der Sprungantwort y, (¢):

oo

Yo (1) (2(1)) = — /ya( 770 h(t — )2/ (t)dr dt  (83.3)

—00 — 00 —0O0
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= 7 h(t) [— 70(7')37’(25 +7) dT] dt.

— 00 — 00

Den letzten Umformungen liegt die Substitution ¢ =  + 7 und die anschlie-
ende Umbenennung von ¢ nach ¢ zu Grunde.

Das innere Integral entspricht nach (77.1) genau der distributionellen Ablei-
tung von o (t), d.h. es gilt:

|:— / o(r)x' (t+7) dT] = / o (T)x(t +7)dr (84.1)
_ / So(r)(t + 1) dr = a(t + 7)j—p = 2(t).

Damit erhalt man insgesamt fiir alle z(¢):

oo

() (1)) = / h(t)(t) dt = h(t)(z(t)). (84.2)

— 00

Die distributionelle Ableitung der Sprungantwort ist also nichts anderes als
die Impulsantwort, d.h. es gilt im distributionellen Sinne:

L yot) = n(o). (343)

Da die distributionelle Ableitung fiir differenzierbare reelle Funktionen der
gewoOhnliche Ableitung entspricht, gilt (84.3) auch im Sinne reeller Funktio-
nen.

Der in (83.2) bis (84.2) hergeleitete Zusammenhang zwischen Sprung- und
Impulsantwort ergibt sich im Ubrigen auch aus der folgenden, in Abbildung
2.16 illustrierten Uberlegung, welche auf der allgemeinen Austauschbarkeit
der Reihenfolge bei der Hintereinanderschaltung von LTI-Systemen beruht.

Zwei in Reihe geschaltete LTI-Systeme konnen in der Reihenfolge immer ver-
tauscht werden. Dies ergibt sich aus dem Darstellungssatz (66.1) und dem
Kommutativitatsgesetz (68.5) der Faltung.

Laut Beispiel 1.4 ist der Integrierer ebenfalls ein LTI-System, sodass die Rei-
henfolge bei einer Hintereinanderschaltung Integrierer-System &, wie in Ab-
bildung Abbildung 2.16 illustriert, vertauscht werden kann.
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do(t) o(t) Yo (t)
bo(t) h(t) Yo (t)

Abb. 2.16: Zusammenhang zwischen Sprung- und Impulsantwort

Man erhilt somit, dass die Sprungantwort y,, (¢) des Systems & mit dem Aus-
gangssignal des Integrierers {ibereinstimmen muss, wenn an dessen Eingang
die Impulsantwort des Systems & anliegt. Dies entspricht genau der Aussage
von (84.3).

Da die Impulsantwort eine eindeutige explizite Charakterisierung des Sys-
tems im Zeitbereich ist, liefert iiber die Beziehung (84.3) auch die Sprungant-
wort eine solche eindeutige Charakterisierung.

Wir wollen dies an zwei Beispielen illustrieren:

2.12 Beispiel (Sprungantwort des Feder-Dampfer-Systems)

In Beispiel 2.2 wurde gezeigt, dass das Feder-Dampfer-System aus Abbil-
dung 2.2, S. 36 die Impulsantwort

)= far ¢ <0, (85.1)

t fir t>0

besitzt.
Gemaf (66.1) lasst sich die Sprungantwort damit wie folgt berechnen:

Yo (t) = o (t) x h(t) = h(t) x o(t) = / h(r)o(t —7)dr = / ée_gT dr. (85.2)
—oo 0

Die letzte Umformung folgt aus der Tatsache, dass o(t —7) = Oist, falls 7 > ¢
ist und dass zugleich h(7) = 0ist, falls 7 < 0 ist.

Man berechnet weiter:
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t
/e_ﬁTdT =—
0

Fiir t < 0 ist die Sprungantwort nattirlich 0.

Es ist leicht nachzurechnen, dass diese Funktion bis auf die Stelle t = 0 im
gewohnlichen Sinne differenzierbar ist und dass

o &

“la—ei) vizo @6)

SHEL

Yo (t) = é

i (t) = il
a?\ T e

. (1 - e_ﬁt) =—e"dt=ht) Vt>0 (86.2)
ist. Nattirlich ist %yg (t) = h(t) = 0auch fur ¢t < 0.

Fur die Stelle ¢t = 0 ist y, () nur rechts- und linksseitig differenzierbar. Die
rechtsseitige Ableitung ist die stetige Fortsetzung lim;_.¢ h(¢) und stimmt mit
h(0) gemaB Definition (85.1) tiberein. Die Impulsantwort ist also die Ablei-
tung der Sprungantwort. n

2.13 Beispiel (Impulsantwort Feder-Masse-Dampfer-System)

In diesem Beispiel versuchen wir den Zusammenhang zwischen Sprung-
und Impulsantwort numerisch zu verifizieren.

Die Sprungantwort des Feder-Masse-Dampfer-Systems aus Abbildung 2.4
wurde in Beispiel 2.3 mit Hilfe einer Simulink-Simulation ermittelt (vgl.
Simulink-System s_viertelkfz.mdl).

Mit Hilfe des Simulink-Systems s_viertelkfzIA.mdl (Abb. 2.17) kann die Im-
pulsantwort (approximativ) ermittelt werden.

‘ﬂ
v

=
v

(— ~6A mA ) Q) -dAmA ) uR) > vt |:|
s s y_1(t)
>l

()
DL 1

7 >0

Initialisierung
(€A R )% (1) +@ MR )™ (2)+E€R MR )™ G) - L . Mo (bitte vor Start anklicken )
DGL 2
ntegr: ntegrato
! : . .
Be e Dirac-StoR

Abb. 2.17: Simulink-System zur Simulation der Impulsantwort des
Viertelfahrzeug-Modells

v

Integratof Integrato#

Eine Simulation mit den Parametern von Seite 47 und den zuséatzlichen Pa-
rametern
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20
15+ S ]
Simulierte Impulsantwort
10 7
Ableitung der Sprungantwort
5H ]
0
_5 i i i i
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Zeit/s

Abb. 2.18: Simulierte Impulsantwort und Ableitung der Sprungantwort fiir das
Feder-Masse-Dampfer-System aus Beispiel (2.3).

fixstep = 0.001; % Schrittweite einer Fixed-Step
% Simulation

steptime = 0.05; % Zeitpunkt des Sprungs

bordstein = 1; % Sprunghoéhe

sowie dem Parameter

ImpDauer = 0.005; % Impulsdauer

liefert den in Abbildung 2.18 dargestellten Vergleich zwischen der simulier-
ten Impulsantwort und der numerischen Ableitung der Sprungsantwort’.
Diese Grafik kann nach der Simulation der beiden Simulink-Systeme mit Hil-
fe folgender MATLAB-Anweisungen erzeugt werden:

>> t = kfz4tImpAnt(:,1); % Zeitvektor
>> impantw = kfz4tImpAnt(:,2); % berechnete Impulsantwort
>> sprungantw = kfzDGLsys (:,2);% berechnete Sprungantwort

>> % numerische Ableitung der Sprungantwort mit

>> % der MATLAB-funktion diff unter Berilcksichtigung
>> % der Schrittweite fixstep

>> dsprungantw = diff ([0;sprungantw])/fixstep ;

17 Die Sprungantwort wurde durch den Parameter steptime = 0.05; leicht verzogert, da-
mit die beiden berechneten Funktionen in der Grafik nicht genau tibereinander liegen.
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>> % Plot der beiden Impulsantworten

>> plot(t,impantw, ‘b’ ,t,dsprungantw, 'k’, ’“LineWidth’, 3)
>> axis ([0,1,—-5,20])

>> grid

>> xlabel(’Zeit/s’);

Man erkennt die recht gute Ubereinstimmung der simulierten Impulsant-
wort und der numerischen Ableitung der (zeitlich etwas verzogerten) Sprun-
gantwort des Systems. u

2.3.5 Ubungsaufgaben

Ubung 12 ( Losungsband Seite 21)

Der in Abbildung 2.19 dargestellte elektrische Schaltkreis reprasentiert ein
.: LTI-System mit einem Eingangssignal, der Quellspannung z(t) und einem

Ausgangssignal, der am Lastwiderstand abgegriffenen Spannung y(¢).

z(t) N) Ry Ry y(t)

Abb. 2.19: Elektrisches Netzwerk

Zeigen Sie, dass das Ein-/Ausgangsverhalten (Systemverhalten) des Netz-
werks durch die folgenden Gleichungssysteme beschrieben wird:

O I e A Y IO B A W) (881
a(t) -7 —7 z2(1) =
y(t) = ( 11 ) 1® ) L. (88.2)
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Dabei ist v = 7 + 757 und p = =&

Hinweis: Ermitteln Sie zunéichst die Differentialgleichungen fiir die Konden-
satorspannungen x1 (t) und z2(¢) und verwenden Sie die Spannungsteilerbe-
ziehung y(t) = x(t) + z1(t) + z2(t), um den gewiinschten Zusammenhang
zwischen Ein- und Ausgangssignal des Systems herzustellen.

Ubung 13 ( Losungsband Seite 23)

Ein LTI-System & sei im Zeitbereich durch die Zustandsraumdarstellung

(1) 0 1 0 z1(t) 0
i) [=] o o 1 zo(t) |+ o | u@®  (891)
.i‘g(t) -2 -4 -3 J)3(t) 1
und
$1<t)
y(t)=(1 2 0)~ zo(t) | +0-ul®) (89.2)
Z‘3(t)
gegeben.

Weisen sie nach, dass es sich bei der Darstellung

1 (t) o010 ) ’
i) | =] -2 -2 0 B) | 1|
Fa(t) -1 -2 -1 I3(t) 1 (89.3)
T1(t)
y(t):<% 3 —%) Ea(t) |0l
Z3(1)

um eine zu (89.1) und (89.2) dquivalente Darstellung von & handelt, indem
Sie (ohne und mit Hilfe von MATLAB) nachrechnen, dass sich die jeweiligen
Zustdnde des Systems auf eindeutige Weise ineinander tiberfiihren lassen.
Priifen Sie die Aquivalenz zudem durch eine geeignete Implementierung der
Zustandsraumdarstellungen in Simulink und entsprechende Simulationen.
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Ubung 14 ( Losungsband Seite 28)
Zeigen Sie, dass sich ein LTI-System
S :u(t) — y(t),
welches durch die lineare Differentialgleichung
Y(t) 4+ 34(t) + 4y(t) + 2y(t) = u(t) + 2u(t) (90.1)

gegeben ist, durch die Zustandsraumdarstellung

il (t) 0 1 0 il (t) 0
io(t) | = 0 0 1 || a@ |+] o [ u®),
T3(t -2 -4 -3 3 (t 1
3(t) 3(t) ©90.2)
1 (t)
s =(1 2 0) | w( |[+0-u®
3(t)
darstellen lasst.
Ubung 15 ( Losungsband Seite 29)
Bestimmen Sie eine Zustandsraumdarstellung fiir ein LTI-System
S s u(t) — y(t),
welches durch die lineare Differentialgleichung
y(t) = u(t) + u(?) (90.3)
definiert wird.
Ubung 16 ( Losungsband Seite 30)
Betrachten Sie ein LTI-System &, welches durch die Impulsantwort
1 fii 1
h(t) = rect1(t) := tir t€(0,1], (90.4)
0 sonst

gekennzeichnet sei.
Berechnen Sie die Systemantwort auf die Erregung mit den Rechteckimpul-
sen

in(t) = n-rect (). (90.5)
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Ubung 17 ( Lsungsband Seite 32)

Realisieren Sie das LTI-System & aus Ubung 16 in Simulink und verifizieren
Sie mit Hilfe der Simulation das dort errechnete theoretische Ergebnis fiir die
Erregung mit den Rechteckimpulsen i, (t).

Hinweis: Beachten Sie den Zusammenhang zwischen der Sprungfunktion
o(t) und dem Rechteckimpuls rectq (t). Beachten Sie weiterhin Beispiel 2.9
und das Ergebnis aus Ubung 11, S. 45.

Ubung 18 ( Losungsband Seite 34 )

Mit dieser Aufgabe sollen die besonderen Eigenschaften verallgemeinerter
Funktionen und insbesondere des Dirac-Impulses verdeutlicht werden.
Halten Sie sich dazu noch einmal vor Augen, dass verallgemeinerte Funktio-
nen auf Seite 76 tiber die ,, Wirkung” auf (gewisse) reelle Funktionen x(t) de-
finiert wurden und dass diese ,Wirkung” tiber das Integral (76.3) bestimmt
wird, falls es sich bei der verallgemeinerten Funktion gleichzeitig um eine
gewohnliche Funktionen ¢(t) handelt.

Es wurde schon auf Seite 76 darauf hingewiesen, dass dieses Integral fiir ech-
te verallgemeinerte Funktionen nur rein formaler Natur ist. Jedoch ist es, wie
dort bereits erwahnt, sinnvoll, die formale Integralschreibweise einzufiihren,
da die Rechentechniken fiir Integrale (wie Substitution, partielle Integration)
auch fiir verallgemeinerte Funktionen giiltig bleiben.

Dies soll nun in dieser Aufgabe ausgenutzt werden, um durch eine geeignete
Substitution den zeitskalierten Dirac-Impuls §o(bt) zu berechnen.

Das Ergebnis der Aufgabe zeigt zugleich, dass die gingige Vorstellung des
Dirac-Impulses als Funktion mit dem ,Wert” oo bei ¢ = 0 zu groben Fehl-
schliissen fithren kann, denn natiirlich ist do(bt) nicht gleich dy(¢), wie diese
Vorstellung suggeriert.

Berechnen Sie nun §y(bt), b # 0

(a) gemdfs dem in der obigen Anleitung beschriebenen Ansatz mit Hilfe ei-
ner geeigneten Substitution innerhalb des formalen Integrals. Achten Sie
dabei auf das Vorzeichen von b und gegebenenfalls auf die Verdnderung
der Integralgrenzen.

(b) Kontrollieren Sie Ihr Ergebnis, indem Sie die oben dargestellte Herlei-
tung des Dirac-Impuls fiir §o(bt) noch einmal nachvollziehen, das heifit,
indem Sie mit entsprechend zeitskalierten Rechteckimpulsen annédhern.

Ubung 19 ( Losungsband Seite 36)

(a) Rechnen Sie mit Hilfe der formalen Integraldefinition (76.3) fiir verall-
gemeinerte Funktionen nach, dass fiir eine (verallgemeinerte) Funktion
h(t) und (differenzierbare) Signale z(¢), die aulerhalb eines endlichen
Intervalls 0 sind, die Gleichung
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/m'(t)h(t)dt:— / x(t)h' (t) dt, (92.1)

gilt, indem Sie die Technik der partiellen Integration anwenden (vgl. da-
zu auch Definition (77.1)).

(b) Folgern Sie aus Teil (a), dass die Ableitung —z'(0) des Signals z(¢) an der
Stelle 0 als ,Wirkung” der verallgemeinerten Funktion d,(t) aufgefasst
werden kann!

(c) Folgern Sie mit Teil (a) allgemeiner, dass d,(¢) die Impulsantwort eines
Differenzierers ist, das heifSt, dass 56(1&) * x(t) = 2'(t) ist. Achten Sie bei
der Anwendung von (a) darauf, dass bei der Ableitung von z(¢t — 7) nach
7 die Kettenregel verwendet werden muss.

(d) Die Aufgabenteile (a)-(c) liefern keine wirkliche Vorstellung, wie denn
So(t) ,aussehen” konnte. Hier hilft wieder die Approximationstechnik.
Uberzeugen Sie sich durch eigene Rechnung oder mit Hilfe von Simu-
link, dass das in Abbildung 2.20 dargestellte Eingangssignal eines LTI-
Systems eine Ndherung fiir die Ableitung der Impulsantwort liefert (und
somit 0 (t) approximiert).

Hinweis: Nehmen Sie als Beispielsysteme die zur Verfiigung stehenden
Simulink-Systeme zur Simulation des RC-Tiefpass oder einen einfachen
Integrierer.

3

Abb. 2.20: Approximationen von dy(t) mit Rechteckimpulsen
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Ubung 20 ( Lsungsband Seite 39)
Bestimmen Sie

(a) die Impulsantwort eines Verzogerers um a Zeiteinheiten,
(b) die Impulsantwort des Differenzieres,
(c) die Sprungantwort des Differenzieres.

Ubung 21 ( Lsungsband Seite 40)

Ein LTI-System & werde durch das Blockschaltbild im Abbildung 2.21 defi-
niert.

2+ 0o(t)

Abb. 2.21: Signalflussdarstellung eines LTI-Systems &

In den Teilsystemen sind dabei jeweils die Impulsantworten angegeben.
Bestimmen Sie

(a) die Impulsantwort des Gesamtsystems &,
(b) die Sprungantwort von &,

(c) eine Differentialgleichung, die & beschreibt,
(d) eine Zustandsraumdarstellung fiir &.

Verifizieren Sie Ihr Ergebnis fiir die Sprungantwort durch eine Simulink-
Simulation. Testen Sie Thr Ergebnis fiir die Zustandsraumdarstellung mit ei-
ner weiteren Simulink-Simulation unter Verwendung des Simulink-Blockes
State-Space.

Ubung 22 ( Losungsband Seite 43)

Ein LTI-System & werde durch das Simulink-Blockschaltbild im Abbildung
2.22 gegeben.
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R

Step

Sum
Scope

Verzdgerung
um t=1

Abb. 2.22: Simulink-Blockschaltbild eines LTI-Systems &

Bestimmen Sie
(a) die Sprungantwort des Systems &,
(b) die Impulsantwort von &,
(c) eine Differentialgleichung, die & beschreibt.
Ubung 23 ( Losungsband Seite 44 )
Ein LTI-System & habe die Impulsantwort
h(t) = do(t) + o(t). (94.1)

(a) Skizzieren Sie ein Simulink-Blockschaltbild des Systems.
(b) Bestimmen Sie die Sprungantwort des Systems.

(c) Bestimmen Sie die Antwort des Systems auf z(t) = o(t) cos(wot). Verglei-
chen Sie Ihr Ergebnis mit einer entsprechenden Simulink-Simulation.

Ubung 24 ( Losungsband Seite 48)

Skizzieren Sie die Impulsantwort
h(t) = 6o(t) + o(t)e™ (94.2)

eines LTI-Systems. Berechnen Sie anschliefiend

(a) die Sprungantwort des Systems,

(b) die Antwort des Systems auf die Rechteckfunktion rect; (¢) durch Berech-
nung der Faltung mit der Impulsantwort,

(c) Aufgabenteil (b) nochmals mit Hilfe der berechneten Sprungantwort.

Ubung 25 ( Losungsband Seite 51)

Ein LTI-System & habe die Sprungantwort
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e 'recty (t). 95.1)

Berechnen Sie die Impulsantwort des Systems, indem Sie den in (84.3) darge-
stellten Zusammenhang zwischen Impuls- und Sprungantwort ausnutzen.

Ubung 26 ( Losungsband Seite 52)

Bestimmen Sie die Antwort eines LTI-Systems mit Impulsantwort
h(t) = o(t)te™" (95.2)
auf die Systemerregung mit
x(t) = e M, (95.3)

Verifizieren Sie anschlieffend Thr Ergebnis numerisch mit Hilfe der MATLAB-
Funktion conv.

Ubung 27 ( Losungsband Seite 54 )

Ein LTI-System & habe die Impulsantwort
h(t) = cos(2mt). (95.4)

(a) Bestimmen Sie die Sprungantwort des Systems.
(b) Bestimmen Sie die Antwort des Systems auf rect; (¢).
(c) Ist & realisierbar?

Ubung 28 ( Losungsband Seite 55)

Die Grafik aus Abbildung 2.23 zeigt die Impulsantwort h(t) eines LTI-

Systems &. .:
(a) Geben Sie in geschlossener Form!® eine Funktionsvorschrift fiir die Im-

pulsantwort an.
(b) Entwerfen Sie ein Simulink-System, mit dem & simuliert werden kann.

(c) Bestimmen Sie mit Hilfe des Simulink-Systems experimentell die Ant-
wort des Systems auf ein Eingangssignal der Form x(t) = do(t) + o(t) -
sin(t).

Hinweis: Uberlegen Sie sich zu Teil (b) vorab, welches LTI-System die Im-
pulsantwort o (t) - ¢ hat!

18 Eine Funktionsvorschrift, die ohne Fallunterscheidung auskommt.
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Abb. 2.23: Impulsantwort eines LTI-Systems &

2.4 Signale und LTI-Systeme im Bildbereich

Die explizite Beschreibung des Ubertragungsverhaltens von LTI-Systemen
im Zeitbereich als Faltung des Eingangssignals mit der Impulsantwort hat
den groflen Nachteil, dass sich die Berechnung der Beziehung zwischen Ein-
und Ausgangssignal im Allgemeinen als dufSerst schwierig erweist. Selbst
wenn die Berechnung analytisch durchgefiihrt werden kann, so ist der Be-
rechnungsaufwand schon in einfachen Fallen enorm.

Ein weiterer Nachteil soll anhand des folgenden Beispiels illustriert werden:

2.14 Beispiel (Gesamt-Ubertragungsverh. eines LTI-Systems)

Wir greifen dazu das in Abbildung 2.8 dargestellte allgemeine Signalfluss-
diagramm noch einmal auf und gehen davon aus, dass alle Teilsysteme LTI-
Systeme sind.

In diesem Fall I&sst sich jedes Teilsystem gemaf (66.1) und (78.2), wie in Ab-
bildung 2.24 dargestellt, eindeutig durch seine Impulsantwort A (t) charak-
terisieren.

Mit Hilfe der in das Blockschaltbild eingetragenen Hilfssignale v(t) und w(¢)
und der gegebenen Impulsantworten berechnen wir:

w(t) = ha(t) xv(t), y(t) = ha(t) *w(t),
z(t) = hs(t) x y(t), wv(t) =x(t) — 2(t).

Die Hintereinanderausfiihrung der Teilsysteme im oberen Signalzweig (Vor-
wirtszweig), das heifit, der Ubergang von v(t) zu y(t), lasst sich durch

y(t) = ha(t) * h1(t) x v(t) = hi(t) * ha(t) * v(¢)
=: hy(t) x v(t)

(96.1)

(96.2)
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Abb. 2.24: Blockschaltbild eines (LTI-)Systems &, bestehend aus LTI-Teilsystemen.

angeben. Dabei wurde die Kommutativitdt (68.5) der Faltung verwendet
(systemtheoretisch bedeutet dies im Ubrigen, dass die Reihenfolge der LTI-
Systeme im Vorwértszweig gleichgtiltig ist).

Die Hintereinanderausfiihrung der Teilsysteme im Vorwartszweig lasst sich
also durch ein System beschreiben, das durch die Faltungsgleichung

y(t) = ho(t) *o(t) (97.1)

dargestellt wird. Solche Systeme sind nach (66.1) LTI-Systeme und das Signal
hyo(t) := hi(t) * ha(t) ist die zugehorige Impulsantwort.

Wir konnen nun versuchen, aus (96.1) in gleicher Weise die Impulsantwort
des Gesamtsystems' & und damit dessen Darstellung als Faltungsgleichung
abzuleiten.

Fur das Hilfssignal v(t) erhélt man aus (96.1)
v(t) = x(t) — 2(t) = z(t) — ha(t) x y(t) (97.2)
und damit insgesamt

y(8) = I (t) * ha(t) * (2(t) — ha(t) * y(t))

= —hy(t) * ha(t) * ha(t) * y(t) + h1(t) * ha(t) * 2(t) (97.3)

bzw.
Y(t) + ha(t) * ho(t) * ha(t) * y(t) = ha(t) * ha(t) * (t). (97.4)

Im néchsten Schritt sollte y(t) aus der linken Seite der Gleichung ausgeklam-
mert werden, was aber nicht ohne weiteres moglich erscheint, da wir es ja
mit einer Faltung statt mit einer Multiplikation zu tun haben.

19 Dass dieses System ein LTI-System ist, lasst sich mit Hilfe der allgemeinen Definitionen leicht
nachrechnen.
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Hier hilft allerdings ein Blick auf Gleichung (77.3), welche den Dirac-Impuls
als , Einselement” beziiglich der Faltungsoperation identifiziert. Man erhélt
also aus (97.4):

y(t) * [60(15) + hl(t) * hg(f) * h3(t)] = hl(t) * hg(f) * :Ij(lf) (98.1)

Damit sind die Moglichkeiten dieser Methode jedoch leider erschopft, da
eine , Division” fiir die Operation , Faltung”, die fiir die Auflosung der Glei-
chung (98.1) nach y(t) notwendig wére, nicht existiert oder zumindest nicht
offensichtlich ist. [ |

Im vorangegangenen Beispiel wurden die positiven algebraischen Eigen-
schaften der Faltungsoperation (Multiplikationseigenschaft, Rechengesetze)
so weit als moglich ausgenutzt. Allerdings fiihrten die Uberlegungen nicht
ganz zum gewiinschten Ziel, da es neben der i.Allg. schwierigen Berechnung
offensichtlich noch algebraische Hindernisse (fehlende Division) gibt.

Die Systemtheorie bietet jedoch eine sehr elegante Methode an, diese Schwie-
rigkeiten zu umgehen. Dazu rufen wir uns ins Gedéchtnis, dass sich rea-
le LTI-Systeme i.Allg. durch lineare Differentialgleichungen mit konstan-
ten Koeffizienten beschreiben lassen. Es ist eine wohlbekannte Tatsache,
dass diese Klasse von Differentialgleichungen mit Hilfe der so genannten
Laplace-Transformation in algebraische Gleichungen tiberfiihrt und gelost
werden kann.

2.4.1 Laplace-Transformation und Bildbereich

Die Laplace-Transformation ist eine Integraltransformation, die jedem Signal
(Funktion) im Zeitbereich - fiir die sie definiert ist, versteht sich - eindeutig
eine komplexe Funktion zuordnet. Konkret ist sie wie folgt definiert:

b

~

ie Zuordnung
L:f(t)— F(s), s=o+jweC,

welche einem Signal (einer Funktion) f(t) die komplexe Funktion

o

F(s) = / F(t)e=t dt (98.2)

zuordnet, heiflt (zweiseitige) Laplace-Transformation.

J

Nattirlich miissen an das Signal Bedingungen gekniipft werden, damit das
Integral (98.2) existiert. Wir wollen diese nicht im Einzelnen untersuchen.
Grob gesagt, darf das Signal f(t) bei Ubergang ¢ +— oo nicht ,schneller”
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wachsen, als die Exponentialfunktion e 7" fallt, wenn F(s) fiir s = 0 + jw €
C, o > 0im Sinne der gew6hnlichen Integrationstheorie existieren soll. Eine
dhnliche Wachstumsbedingung muss fiir ¢t — —oo und andere s € C formu-
liert werden.

Die Definition der Laplace-Transformation kann auch auf gewisse Dis-
tributionen iibertragen werden [11]. Da wir jedoch nur die Laplace-
Transformierte des Dirac-Impulses benétigen, werden wir auf diese all-
gemeine Ubertragung nicht eingehen und spéter nur diesen Spezialfall
behandeln.

Die allgemeine Definition (98.2) der Laplace-Transformation erwdhnen wir
hier nur der Vollstindigkeit halber, da wir fast ausschliefilich so genannte
kausale Signale betrachten werden, das heifit Signale, fiir die f(¢) = 0 Vt <
0 ist. Man macht also die (meist sinnvolle) Annahme, dass die Signale vor
Beginn der Beobachtung (Zeitpunkt ¢ = 0) nicht existierten®.

Dies fiihrt auf die folgende Definition:

& )

ie Zuordnung

L:f(t)— F(s), s=o0+jweC,

welche einem Signal (einer Funktion) f(t) die komplexe Funktion

F(s) = / F(t)e="" dt 99.1)
0

zuordnet, heifst (einseitige) Laplace-Transformation.

J

Im Folgenden wird immer von der einseitigen Laplace-Transformation die
Rede sein. Der Signalraum der Laplace-Transformierten wird mit Bild-
bereich bezeichnet. Wir sprechen daher von der (einseitigen) Laplace-
Transformation auch als einer Transformation in den Bildbereich.

Fir die Laplace-Transformation ist in der Literatur eine spezielle Symbolik
eingefiihrt, die wir auch bei der spater zu besprechenden Fouriertransforma-
tion weiterverwenden werden.

Wir kennzeichnen die (einseitige) Laplace-Transformation, je nach Situation,
mit folgender Symbolik:

F(s) = £(f)(s),
f(t)o—e F(s).

20 Dies gilt auch im Falle der Distributionen (vgl. [11]), wobei wir uns ohnehin nur auf die
Dirac-Funktionale und ihre Ableitungen beschranken.
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Eigenschaften Laplace-Transformationen

Die Eigenschaften der Laplace-Transformation sind entscheidend fiir die Be-
schreibung von LTI-Systemen im Bildbereich, wie wir in Abschnitt 2.4.2 als-
bald sehen werden. Es wiirde allerdings an dieser Stelle zu weit fiihren,
wenn wir alle diese Eigenschaften im Einzelnen diskutieren und nachwei-
sen wollten. Fiir eine fundierte Herleitung und Diskussion sei daher auf [11]
verwiesen.

Tabelle 2.1 fasst die Rechenregeln fiir die Laplace-Transformation, die wir im
Folgenden benétigen werden, zusammen.

Tabelle 2.1: Einige wichtige Eigenschaften und Rechenregeln der
Laplace-Transformation

Eigenschaft, Regel Zeitbereich Bildbereich
Linearitit af(t) + bg(t) aF(s) + bG(s)
Differentiation im L f(t) sF(s) — f(+0)
Zeitbereich
2 .
=) s*F(s) = sf(+0) — f(+0)
a1 (t) S"F(s) = X 5" (0)
4T f(t) s"F(s) (falls f Distribution [11])
Differentiation im (=1)"™t" f(¢¥) % F(s)
Bildbereich
t
Integration im J f(r)dr Fi‘”
Zeitbereich 0
Integration im @ J F(p)dp
Bildbereich s
Ahnlichkeitssatz flat),a>0 LF(2)
Verschiebungssatz ft—a)o(t—a), a >0 | e *F(s)
Dampfungssatz e f(t) F(s+a)
Faltungssatz J f(m)gt —7)dr| F(s) - G(s)
Eindeutigkeitssatz f(@®) =g() F(s) = G(s)
Erster Grenzwertsatz tlirEO f(t) = lim sF(s)
Zweiter lim f(¢) = lim sF(s)
t—o0 s—0
Grenzwertsatz
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Einige dieser Regeln, wie etwa die Linearitatsregel, sind offensichtlich, an-
dere, wie etwa der Ahnlichkeitssatz, sind mit einfachen Regeln der Integral-
rechnung leicht zu ermitteln, wieder andere, wie der distributionelle Diffe-
rentiationssatz, sind sehr tiefliegend und nur mit umfangreichen Vortiberle-
gungen erkldrbar.

Besonders erwdhnt werden sollte jedoch vielleicht der Eindeutigkeitssatz.
Man erkennt an der Definition (99.1) sofort, dass die Laplace-Transformation
im strengen Sinne nicht eindeutig sein kann, denn dndert man die zu trans-
formierende Funktion f(t) nur an einer Stelle ab, so bleibt der Wert des In-
tegrals nach den Regeln der Integralrechnung gleich. Betrachtet man die Si-
tuation genauer ([11]), so erkennt man, das alle Signale f(t), welche sich nur
um eine so genannte Nullfunktion unterscheiden, dieselbe Transformierte
haben miissen. Unter einer Nullfunktion versteht man dabei eine Funktion
n(t) mit der Eigenschaft

t
/n(T) dr=0 VteR,. (101.1)
0

Wir kennzeichnen zwei Signale (Funktionen) f(t) und g¢(t), die in diesem
Sinne als , gleich” aufgefasst werden, in Tabelle 2.1 mit f(¢) = g(¢).

Fiir praktische Berechnungen hat diese kleine ,Einschrankung” der Eindeu-
tigkeit keine Bedeutung, denn i.Allg. haben wir es mit (stiickweise) differen-
zierbaren oder wenigstens stetigen Signalen zu tun. Zwei Signale f(¢) und
¢(t) mit diesen Eigenschaften haben nur dann eine gemeinsame Transfor-
mierte, wenn sie tatsdchlich identisch sind!

Ohne auf weitere Details einzugehen, werden wir die in Tabelle 2.1 zusam-
mengefassten Eigenschaften im Folgenden einfach anwenden, um Laplace-
Transformierte zu bestimmen und LTI-Systeme zu beschreiben.

Die Laplace-Transformationen der wichtigsten Signale sind der Tabelle C.1
aus Anhang C zu entnehmen. Aufgrund ihrer besonderen Bedeutung wol-
len wir an dieser Stelle jedoch die Transformationen des Dirac-Impulses, der
Sprungfunktion und der harmonischen Schwingungen explizit bestimmen.

Laplace-Transformationen einiger wichtiger Signale

Wir beginnen zunédchst mit der einfachen Rechteckfunktion.

2.15 Beispiel (Laplace-Transformierte von rect,(t))
Die Laplace-Transformation des Rechteckimpulses (vgl. (90.4))

recty (t) = ¢ 1 far €01, (101.2)
0 sonst
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ist eine einfache Integrationsiibung, da das uneigentliche Integral (99.1) auf
ein eigentliches Riemann’sches Integral fiihrt, was leicht ausgewertet wer-
den kann:

oo 1
Frect, (8) = /rectl(t)e*“ dt = /675't dt
0 0

1 ! 1 1 1—e*
‘<“)6‘“ — et o= Vs eC\ {0}
S 0 S S
(102.1)
Fiir s = 0 ist offenbar Fyeet, (8) = Freet, (0) = 1. =

Aus der Transformierten der Rechteckfunktion konnen in einfacher Wei-
se mit Hilfe der Rechenregeln auch die Transformationen der normierten
Rechteckimpulse i, (t) hergeleitet werden, die ja fiir die Modellierung des
Dirac-Impulses von entscheidender Bedeutung waren.

2.16 Beispiel (Laplace-Transformierte der Impulse i, (%))
Es gilt zundchst:

in(t) =n-recty(n-t) VneN (102.2)

Mit Hilfe des Ahnlichkeitssatzes und der Linearitiitseigenschaft folgt dann:

'lFrec ) = 1_65_% fu
Ln(s) = ¢ " nirects (7)== furseC\ {0}, (102.3)

1 fiir s = 0.

In einer mehr heuristischen als streng mathematischen Weise kann dar-
aus auch gefolgert werden, welche Laplace-Transformierte der fiir die Sys-
temtheorie so wichtige Dirac-Impuls haben muss.

2.17 Beispiel (Lapl.-Transformierte des Dirac-Impulses d,(?))

Da es sich beim Dirac-Impuls do(t) um eine verallgemeinerte Funktion han-
delt, ist (99.1) im Sinne der gewohnlichen Riemann’schen Integrationstheorie
sinnlos.

Im distributionellen Sinne konvergieren die normierten Rechteckimpulse
in(t) gegen das Dirac-Funktional. Die Laplace-Transformation kann ste-
tig auf diesen Grenzwert erweitert werden, wenn wir den entsprechenden
Grenzwert auf der rechten Seite von (102.3) bilden.

Es gilt:
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. L (—1)kzk 1 1 .
e :Z%:lfz+5227523+~~ VzeC. (103.1)
k=0
Dabher ist
l—e® 1 1, = (<1)k2k
—— =l-gat g 7,;()7(“1)! (103.2)
und
lin% =1 VzeC\{0}. (103.3)

Somit konvergiert I,,(s) fiir alle s € C gegen 1.

Die Laplace-Transformierte des Dirac-Impulses ist also die Konstantfunkti-
on Ag(s) = 1(s).

Damit erhalten wir formal®!:
Ao(s) = / So(t)e=tdt =1 VseC. (103.4)
0

Wesentlich einfacher ist die Berechnung der Transformation der Sprungfunk-
tion.

2.18 Beispiel (Lapl.-Transformierte der Sprungfunktion o(t))

Fur die Sprungfunktion o((t) erhalten wir durch Einsetzen in die Definition
(99.1):
X(s):= /a(t)e““ dt. (103.5)
0

Dieses Integral existiert im Sinne der gewohnlichen Riemann’schen Integra-
tionstheorie, da oy (t) eine gewohnliche reelle Funktion ist. Es gilt:

X(s) = /U(t)e_St dt = /e_“‘t dt
0 0 (103.6)
1 —st > 1 0 1 :
= ——e =—-(0-¢")== VseC mit Re(s)>0.
s o s s

21 Oft wird bei der Herleitung von (103.4) auch mit der ,Ausblendeigenschaft” des Dirac-
Impulses argumentiert, d.h. mit Ag(s) = e‘;ito = ¢% = 1. Dies ist aber nicht ohne weite-

res korrekt, da e~ 5t keine Testfunktion ist. Fiir eine mathematisch korrekte Herleitung sei
wiederum auf [11] verwiesen.
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Die Laplace-Transformierte der Sprungfunktion ist also X'(s) = 1, allerdings
existiert diese Transformierte nur auf der rechten Hilfte der Gauf3schen Zah-
lenebene. [ |

Auch die Transformierte der harmonischen Schwingungen bereitet keine
Schwierigkeiten.

2.19 Beispiel (Lapl.-Transformierte harmon. Schwingungen)

Statt der reellen harmonischen Funktionen sin(wt), cos(wt) betrachten wir zu-
nichst die komplexen harmonischen Funktionen f,(t) := e/*".
Durch Einsetzen in die Definition (99.1) erhalten wir:

o

F,(s):= /ej‘*’tefst dt. (104.1)

0
Dieses Integral existiert ebenfalls wieder im Sinne der gewohnlichen Rie-
mann’schen Integrationstheorie und es gilt:

oo

F,(s) = /e(Jw—s)t dt = _me(jw—s)t
’ ’ (104.2)
1 1
= — - (0—60): - Vs e C mit fﬁe(s)>0_
s — Jw s — jw

Die Laplace-Transformierten der komplexen harmonischen Schwingungen
sind also F,(s) = ﬁ und existieren ebenfalls nur auf der rechten Halfte
der Gaufischen Zahlenebene.

Mit Hilfe der Linearititseigenschaft der Laplace-Transformation lédsst sich
aus diesem Ergebnis unter Ausnutzung der aus der Euler-Formel folgenden
bekannten Beziehungen

1, . . 1, . )
sin(wt) = % (e’ —e7¥")  und cos(wt) = 3 (7 + 779  (104.3)

sehr leicht ermitteln, welche Laplace-Transformierten die reellen harmoni-
schen Schwingungen haben:

2 (sin)(s) 1 1 1 1 s+ jw—(s—jw)
sin)(s) = — — - =
2j \s —jw s+ jw 27 52 +w?
w
21 2
s+ w , ‘ (104.4)
1 1 n 1 ls+jwt (s —jw)
2\s—jw s+jw/) 2 §2 + w?
s
s2 +w?’
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Bestimmung der Laplace-Transformationen mit MATLAB

Statt mit Hilfe der in Anhang C, S. 565 dokumentierten Transformationsta-
belle C.1 der wichtigsten Laplace-Transformationen und der Rechenregeln
aus Tabelle 2.1, S. 100, kann man Laplace-Transformationen nattirlich auch
bequem mit Hilfe der Symbolic Math Toolbox von MATLAB bestimmen.

Zur Illustration greifen wir zunéchst die vorangegangenen Beispiele auf.

2.20 Beispiel (Laplace-Transformationen mit MATLAB)

Die Berechnungen werden mit der MATLAB-Funktion laplace durchge-
fuhrt. Als Argumente benétigt diese Funktion symbolische Ausdriicke. Im-
plizit wird dabei davon ausgegangen, dass es sich um Funktionen mit der
unabhédngigen Variablen ¢ handelt. Die Transformation liefert dann Funkti-
onsausdriicke in der Variablen s als Laplace-Transformierte zurtick. Sollen
die Variablennamen anders sein, so muss dies explizit vereinbart werden.
Die oben berechneten Transformierten ergeben sich wie folgt:

>> syms t omega % Symbolische Variablen
>> % Laplace-Transformierte des Dirac-Impulses
>> D0 = laplace (dirac(t))

D0 =

1

>>
>>

Laplace-Transformierte der Sprungfunktion
= laplace (heaviside(t))

» o°

S =
1/s

>> % Laplace-Transformierte der Cosinusfunktion
>> Cs = laplace (cos(omegaxt))

Cs =

s /(s"\2+omega”2)

>> pretty (Cs)
2 2
s + omega

>> % Laplace-Transformierte der Sinusfunktion
>> Ss = laplace (sin(omegaxt))
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Ss =
omega/(s\2+omega”’2)

>> pretty (Ss)
omega

2 2
s + omega
>> % Laplace-Transformierte der komplexen Exponentialfunkt.
>> Es = laplace (exp(j*omegaxt))
Es =
1/(s—i+omega)
>> pretty (Es)
1

s — omega i

Diese Ergebnisse hatten wir schon durch elementare Berechnungen erhal-
ten. Nattirlich liegt das Potential der Moglichkeiten der MATLAB-Funktion
laplacebei komplexeren Fillen, die in der Transformationstabelle C.1 nicht
mehr abgebildet sind und durch die Anwendung der Rechenregeln erst auf
diese zurtickgefiihrt werden miissten.

Hierzu ein weiteres Beispiel:

>> syms t omega T % Symbolische Variablen
>> % Laplace-Transformierte eines Zeitsignals f(t)
>> f = sin(omegaxt)+exp((t—1)/T)*heaviside(t—1)

f =

sin (omegaxt)+exp ((t—1)/T)+heaviside(t—1)

>> Fs = laplace (f)

Fs =

exp(—s)/(s"2xTA2—2xs+T+1+omega2+T"2)*...

(cos (omega)+omega*T 2+sin (omega)+T*(s+T—1))

>> pretty (Fs)
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2
exp(—s) (cos(omega) omega T + sin(omega) T (s T — 1))

2 2 2 2
s T —2sT+ 1+ omega T

Die Laplace-Transformierte des Signals

ft)=sin(wt)-eT -o(t—1)

| sin(wt)-eT  fir t>1, (107.1)
0 fur t<1
ist also:
Fls) = Te ® - (wT cos(w) + (sT — 1) sin(w)). (107.2)
T252 —2Ts+ 1+ w2T?
||

2.4.2 Beschreibung von LTI-Systemen im Bildbereich

Die Laplace-Transformation liefert, wie bereits mehrfach angedeutet, eine
geeignete Methode zur Beschreibung zeitkontinuierlicher LTI-Systeme, mit
welchen die in den vorangegangen Abschnitten angesprochenen Probleme
umgangen werden.

Wir wollen dies anhand eines (bekannten) Beispiels verdeutlichen. Hierzu
verwenden wir die in Tabelle 2.1 zusammengefassten Rechenregeln fiir die
Laplace-Transformation.

2.21 Beispiel (RC-Tiefpass)

In Beispiel 2.1, Gleichung (34.4) wurde bereits der RC-Tiefpass mit Hilfe der
Differentialgleichung

Ty(t) +y(t) = x(t) (107.3)

beschrieben. Es handelt sich hierbei um eine lineare Differentialgleichung
mit konstanten Koeffizienten, die man mit Hilfe der Laplace-Transformation
dadurch 16sen kann, dass man beide Seiten der Gleichung zunéchst formal
transformiert.

Setzt man etwa X (s) := £(z)(s) und Y (s) := £(y)(s), so folgt zundchst aus
der Linearitit der Transformation, dass

TL(Y)(s) +Y(s) =X(s) (107.4)
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gelten muss.
Tabelle 2.1 zeigt, wie £(y)(s) mit Y (s) in Zusammenhang steht. Es gilt:

L£(9)(s) = sY(s) — y(+0). (108.1)

Nach Bemerkung 2.2, S. 38 ist der RC-Tiefpass nur dann ein LTI-System,
wenn die Anfangsbedingung keinen homogenen Anteil # 0 liefert. Dies ist
fiir y(0) = 0 der Fall und man erhélt insgesamt

T-sY(s)+Y(s) = X(s). (108.2)

Selbstverstdndlich ist man bei dieser Berechnung stillschweigend davon aus-
gegangen, dass die Bedingungen fiir die Laplace-Transformierbarkeit der Si-
gnale, insbesondere des (kausalen) Systemerregungssignals x(t), erfiillt sind.

Gleichung (108.2) ist nun eine rein algebraische Gleichung, welche nach Y (s)
aufgelost werden kann. Es folgt:

1
S Ts+1

Y (s) X(s). (108.3)

Wir erkennen, dass sich die Transformierte des Systemausgangs Y'(s) als
Produkt der Funktion H(s) := ﬁ und der Transformierten des Systemein-
gangssignals darstellen lasst.

Aus Gleichung (108.3) konnen wir mit Hilfe des Faltungssatzes aus Tabelle
2.1 unmittelbar ablesen, dass fiir die zugehorigen (im Sinne der Definition
von S. 101 eindeutig bestimmten) Zeitsignale gelten muss:

y(t) = h(t) = z(t). (108.4)

Ein Blick auf eine einschldgige Laplace-Transformierten-Tabelle (s. Anhang
C) zeigt, dass die Laplace-Riicktransformierte h(¢) der Funktion H(s) :=
ﬁ gerade die in (35.3) identifizierte Impulsantwort des RC-Tiefpasses ist,
namlich

h(t) = 0 t fuir t<0, (108.5)
re-r  fur t>0.

Die Funktion H(s) = T;H im Bildbereich ist also die Laplace-

Transformierte der Impulsantwort h(t). [ |

Es besteht offenbar eine Beziehung zwischen der Impulsantwort h(t) und
der ebenfalls rein systemabhdngigen Funktion H(s) im Bildbereich. Von
besonderer Bedeutung ist dabei offenbar der Faltungssatz der Laplace-

Transformation??:

22 Wir setzen stillschweigend immer voraus, dass die Laplace-Transformierten existieren!
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Seien f(t) und g(¢) (kausale) Signale. Dann gilt:

(f * g)(t) o — & F(s) - G(s). (109.1)

Er ist die Grundlage dafiir, dass zeitkontinuierliche LTI-Systeme durch Mul-
tiplikation mit systemspezifischen Funktionen beschrieben werden konnen
statt mit der kompliziert zu berechnenden Faltung:

\

/Es sei h(t) die Impulsantwort eines zeitkontinuierlichen LTI-Systems
S : z(t) — y(t). Dann wird das LTI-System im Bildbereich durch Mul-
tiplikation mit der Ubertragungsfunktion (s-Ubertragungsfunktion,
Ubertragungsfunktion im Bildbereich)

H(s) := £(h)(s) (109.2)
beschrieben. Es gilt mit X (s) := £(x)(s) und Y (s) := £(y)(s):
Y(s) = H(s) - X(s). (109.3)
- J

Im Beispiel 2.21, S. 107 war dies H(s) = 7.

Bevor wir die Vorteile dieser Darstellungsweise fiir LTI-Systeme behandeln,
ist es angebracht, auf eine Frage einzugehen, die sich bei der Betrachtung der
Laplace-Transformation vielleicht aufdrangt.

Auf den ersten Blick wird nicht klar, welchen Gewinn man durch die
Transformation hat, da es ebenso schwierig zu sein scheint, eine Laplace-
Transformation zu berechnen wie eine Faltung.

Dies ist im Prinzip richtig und trifft in noch starkerem MafSe fiir die Riick-
transformation zu, die es aufgrund der Eindeutigkeit der Transformation (s.
S.101) ja geben muss, deren Definition wir hier aber erst gar nicht angegeben
haben, da sie Kenntnisse aus der Funktionentheorie (der Theorie komplexer
Funktionen) benotigt.

Die gute Nachricht ist jedoch, dass man eine direkte Transformationsberech-
nung und ebenso eine direkte Formel fiir die Riicktransformation in der Pra-
xis gar nicht benétigt, da man mit tabellierten Standardtransformationen
(vgl. Anhang C, Tabelle C.1) auskommt. Komplexere Probleme (Systeme)
lassen sich meist auf Probleme (Systeme) erster und zweiter Ordnung zu-
riickfiihren?®, deren Standardformen tabelliert sind. Fiir die Riicktransfor-
mationen ist die Tabelle lediglich in der Gegenrichtung zu verwenden.

23 etwa mit der Technik der Partialbruchzerlegung. Siehe Beispiel 2.23, S. 111.
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Dariiber hinaus stehen heutzutage natiirlich leistungsfahige Computer-
Algebra-Werkzeuge (wie etwa die Symbolic Math Toolbox von MATLAB)
zu Verfiigung, sodass selbst dieser Aufwand nicht mehr getrieben werden
muss. Wir werden im folgenden Abschnitt hierauf ndher eingehen.

Zur Illustration der Vorteile der Beschreibung von LTI-Systemen im Bildbe-
reich greifen wir Beispiel 2.14 noch einmal auf.

2.22 Beispiel (LTI-Systeme im Bildbereich)

Wir stellten in Beispiel 2.14 fest, dass sich das Gesamt-Ubertragungsverhal-
ten des Systems aus Abbildung 2.24 im Zeitbereich durch die Faltungsglei-
chung

Y(t) + ha(t) = ha(t) * ha(t) * y(t) = ha(t) = ha(t) = z(1) (110.1)

beschreiben lédsst. Eine Auflosung der Gleichung nach dem Ausgangssignal
y(t) war jedoch nicht moglich, da die Faltungsoperation * zwar multiplikati-
ve Eigenschaften hat, es aber keine dazu passende Division zu geben scheint.
Mit Hilfe der in Tabelle 2.1 zusammengefassten Rechenregeln der Laplace-
Transformation kénnen wir (110.1) jedoch in eine dquivalente Gleichung im
Bildbereich tiberfiihren. Definieren wir X (s) := £(z)(s), Y (s) := £(y)(s) und
H;(s) := £(h;)(s), so folgt aus der Linearitit der Laplace-Transformation
und dem Faltungssatz:

Y (s)+ Hi(s) - Ha(s) - Hs(s) - Y(s) = Hi(s) - Ha(s) - X(s). (110.2)

Damit erhilt man:

Y (s) - [1+ Hi(s) - Ho(s) - Hy(s)] = Hy(s) - Ha(s) - X(s) (110.3)
und
Y(s) T T (s) - Ha(s) - Hy(s) - X (s). (110.4)
Die Ubertragungsfunktion im Bildbereich ist also
H(s) H1(s) - Ha(s) (110.5)

T 1+ Hy(s) - Ha(s) - Hs(s)

Mit Hilfe der Beziehung (109.2) ldsst sich damit (prinzipiell) sogar die Im-
pulsantwort h(t) = £~ (H)(t) bestimmen. |

Ubertragungsfunktion im Bildbereich und Impulsantwort

Ist die Impulsantwort h(t) eines LTI-Systems bekannt, so kann die
Ubertragungsfunktion H(s) im Bildbereich nach (109.2) durch Laplace-
Transformation der Impulsantwort bestimmt werden. Dies ist, wenn nicht
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durch elementare Berechnung, beispielsweise durch Verwendung von
Transformationstabellen (vgl. Tabelle C.1) oder durch Einsatz der MATLAB-
Funktion laplace moglich.

Von grofiem Interesse ist jedoch auch der umgekehrte Fall. Im vorangegan-
genen Beispiel wurde deutlich, dass die Gesamt-Ubertragungsfunktion ei-
nes LTI-Systems, welches seinerseits aus einzelnen LTI-Teilsystemen besteht,
im Bildbereich sehr viel leichter bestimmt werden kann als im Zeitbereich.
Trotzdem ist nattirlich die Zeitbereichsbeschreibung, sprich die Impulsant-
wort, nach wie vor von grofitem Interesse’®. Durch den Zusammenhang
(109.2) ist klar, dass die Impulsantwort aus der Ubertragungsfunktion H (s)
im Bildbereich durch Laplace-Riicktransformation gewonnen werden kann.

Wir haben auf Seite 109 darauf hingewiesen, dass die Riicktransformation
prinzipiell mathematische Voraussetzungen benoétigt, die wir im Rahmen
dieses Buchs jedoch nicht ausfiihren miissen, da sie auf andere Weise ge-
wonnen werden kann.

Wir wollen dies anhand der Ubertragungsfunktion (110.5) aus dem vorange-
gangenen Beispiel 2.22 illustrieren.

2.23 Beispiel (Bestimmung der Impulsantwort i (¢) aus H(s))

Zur Tllustration der Methoden setzen wir konkrete Ubertragungsglieder in
(110.5) bzw. in das dazugehorige Blockschaltbild 2.24 ein.

Beispielsweise konnte das System ein regelungstechnisches System sein, bei
dem H(s) die Regelstrecke représentiert und H;(s) den Regler. Das System
Hj3(s) konnte eine Messvorrichtung beschreiben, welche den Systemausgang
y(t) misst und diese Information zum Vergleich mit dem Sollwert an den
Eingangsknoten zurtickliefert.

Betrachten wir beispielsweise als Regelstrecke einen Integrator und als Mess-
einrichtung® ein so genanntes Verzogerungsglied 1. Ordnung mit:
10 1

Hy(s C Hy(s) = . 111.1
2() s 3() 11_05+1 ( )

Als Regler verwenden wir einen so genannten PI-Regler mit Ubertragungs-
funktion:

Hy(s) =6 <1+ %) (111.2)

Wir versuchen, die Impulsantwort des Gesamtssystems mit Hilfe der

Laplace-Riicktransformation der Ubertragungsfunktion H (s) gemaf (110.5)

24 weil sie gemessen werden kann!

25 Die Messvorrichtung ist fiir die gewéahlte Zeitkonstante zugegebenermafen sehr tréage, aller-
dings ist auch das vorliegende Regelsystem nicht optimiert, um die Systemreaktion ausge-
prégter darstellen zu kénnen.
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zu bestimmen. Setzt man die gewihlten Ubertragungsglieder in (110.5) ein
so erhilt man

H(s) = Hi(s) - Ha(s) _ 6-(1+2) L0
L+ Hi(s)- Ha(s) - Hs(s)  1+6-(1+2). 2. Ti"'l
LD 6(s 4 2) (s + 1) (112.1)
B Tos 14202 B %83-1—824-605—1—120
%54»1
und damit:
2
His) = 60(s+2)(s+10) .o s°+125+20 1122)

s3 +10s2 4 600s + 1200 3 + 1052 4 600s + 1200

Zur Ermittlung der Impulsantwort h(t) kann die Transformationstabelle C.1
im Anhang nicht direkt verwendet werden, da der gefundene Ausdruck na-
tirlich dort nicht vorkommt. Die klassische Technik besteht darin, den ge-
fundenen (rationalen) Ausdruck (112.2) mittels einer Partialbruchzerlegung
auf Tabellenausdriicke zuriickzufiihren.

Dazu werden zunidchst die Nullstellen des Nennerpolynoms (Polstellen) be-
stimmt. Mit Hilfe des solve-Kommandos von MATLAB erleichtern wir uns
die Suche nach diesen Nullstellen etwas:

>> nst = solve(’s”3+10¥s/~2+600%*s +1200’ ,’s”’);
>> nstd = double(nst)

nstd =

—2.0560
—3.9720 +23.83051i
—3.9720 —23.83051

Im vorliegenden Fall erhilt man also eine reelle Polstelle s; und zwei kom-
plex konjugierte Polstellen s, und s3. Eine (reelle) Partialbruchdarstellung
ergibt sich dann aus dem Ansatz:

A Bs+C A Bs+C

H(s) = = . .
() s— 81 * 52 — 2Re(s2)s + [s2]? s—s1 + s2+as+p (112.3)

Multipliziert man auf beiden Seiten mit dem Nennerpolynom, so erhilt man
die Bestimmungsgleichung:

60 (s> +1254+20) = A- (s*+as+3)+ (Bs+C) - (s—s1). (112.4)

Es ist nun leicht, durch Koeffizientenvergleich oder (meist besser) durch Ein-
setzen bestimmter Werte fiir s drei lineare Bestimmungsgleichungen fiir A, B
und C zu erhalten. Einsetzen der reellen Polstelle s, liefert etwa:
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60 (s7 + 1251 +20) = A (s] + asi +3)
60 (s7+ 121 +20) (113.1)
(2 +asi+B)
Einsetzen von s = 0 liefert:
A-(5—-12
1200=A-—51C = C= M (113.2)
1
Einsetzen von s = 1 liefert:
1980=A-(1+a+p)+(B+C)-(1-s1)
1980 —A-(1+a+p8)—C-(1-s1) (113.3)

B:

1—81

Wir erhalten somit:
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Alternative Berechnung der Partialbruchzerlegung: Die Partialbruchzer-
legung kann alternativ auch mit der MATLAB-Funktion residue bestimmt
werden.

Dazu miissen lediglich die Koeffizienten der Gesamt-Ubertragungsfunktion
H(s) aus (112.2) tibergeben werden:
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Die Funktion residue liefert die aus der vorigen Berechnung schon be-
kannten (komplexen) Pole S und die Koeffizienten R der komplexen Par-
tialbruchzerlegung zurtick. Der Vektor K beinhaltet die Koeffizienten eines
Polynoms, welches abgespaltet werden kann, wenn der Zghlergrad der zu
zerlegenden rationalen Funktion nicht kleiner als der Nennegrad ist. Da dies
im vorliegenden Beispiel nicht der Fall ist, ist der Vektor leer.
Mit Hilfe der berechneten Parameter kann nun eine Partialbruchzerlegung
(unter Verwendung der Bezeichnungen aus (112.3) fiir die Pole) in der Form
Hisy= oyt | T (115.1)

§—81 S—82 §—85

bestimmt werden.

Will man die Partialbruchzerlegung auf eine reelle Darstellung gemafs (112.3)
tiberfiihren, so miissen die letzten beiden Briiche zusammengefasst werden.
Man erhalt:

R3 i (R1 + RQ)S — Rlsz — Ryso

H =
(5) 5 — 81 s2+as+ 3

(115.2)

Aus einem Vergleich mit (112.3) ergibt sich, dass R3 = Aund Ry + R, = B
sowie —Rjs5 — Rosy = C sein muss. Die Parameter A, B und C konnen wie
folgt leicht mit MATLAB ermittelt werden:

>> A = R(3)
A:

—0.0467

>> B = R(1)+R(2)
B =

60.0467

>> C = —R(1)+S(2)—R(2)*S(1)
C =

596.9169

Man erhélt damit die gleichen Koeffizienten der reellen Darstellung wie mit
der ersten Methode.
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Ermittlung der Impulsantwort: Die Terme der reellen Partialbruchzerle-
gung haben jedoch noch nicht die fiir die Anwendung der Transformations-
tabelle C.1 geeignete Form. Mit Hilfe der Definitionen w? := 3 — («/2)? und
a = «/2 erhdlt man zunéchst:

Bs+C s+C/B  _s+a+C/B—a
2 = 21,2 21 2
s24+as+p (s+a/2)24+w (s+a)?+w (116.1)
s+a C —aB w

(s—l—a)2—|—<u2+ w  (st+a)2+w?

In dieser Form kann man der Transformationstabelle nun folgende Laplace-
Riicktransformationen entnehmen:

A e —0A et
s—s
Bs+C 1 C —aB (1162)
—————— o — o Be” " cos(wt) + e cos(wt).
24+ as+pf w

Daraus ergibt sich fiir die Impulsantwort des Systems:

C —aB
w

H(s)e—oh(t)=A-e™" + Be™ ™ cos(wt) + e sin(wt). (116.3)

Mit Hilfe von MATLAB ermitteln wir die noch fehlenden Parameter:

>> omega =sqrt(beta—(alpha/2)"2)
omega =
23.8305
>> a=alpha/2
a =

3.9720

Damit ergibt sich:

h(t) = —0.0467 - e=20%6" 1 60.0467 - e =397 c0s(23.8305 - t) +

116.4
15.04 - 7397 5in(23.8305 - t). ( )

Mit den Anweisungen

(0:0.01:2);
Axexp(sl+t)+ Brexp(—axt).xcos(omegaxt) + ...

\4

\%

=
I
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(C—ax*B)/omegaxexp(—axt).*sin (omega*t);
>> plot(t,h, ’'b’, ’LineWidth’ ,3)
>> grid
>> xlabel(’Zeit/s")

erhilt man die in Abbildung 2.25 wiedergegebene grafische Darstellung der
Impulsantwort. n

80

60 . 4

40 1

_40 I I |
0 0.5 1 15 2
Zeit/s

Abb. 2.25: Impulsantwort zum System nach Gleichung (112.2)

Ubertragungsfunktionen im Bildbereich mit MATLAB

Das vorangegangene Beispiel zeigt, dass die Bestimmung der Impulsantwort
h(t) aus der Ubertragungsfunktion H (s) im Bildbereich mit Hilfe der Tabel-
len schon in einfachen Féllen rechnerisch recht umfangreich werden kann.
Dabei wurde der Rechengang im Beispiel noch vereinfacht, indem einige
Zwischenrechnungen bereits mit MATLAB durchgefiihrt wurden.

Steht MATLAB zur Verfiigung, so konnen Berechnungen im Zusammenhang
mit der Ubertragungsfunktion im Bildbereich, wie etwa die Bestimmung der
Impulsantwort im vorangegangenen Beispiel, durch Verwendung geeigneter
Funktionen im Allgemeinen schneller durchgefiihrt werden.

Prinzipiell konnte dies durch den Einsatz der Funktionen laplace und
ilaplace der Symbolic Math Toolbox geschehen, mit denen Laplace-
Transformation und Inverse Laplace-Transformation bestimmt werden
konnen. Damit konnte etwa die Impulsantwort durch direkte Losung der



Ubung 30

118 Kapitel 2: Analoge Signale und Systeme

Gleichung (109.2) gewonnen werden. Ubung 30 zeigt allerdings, dass auch
dieser Weg unter Umstdnden recht schwierig sein kann, da sowohl laplace
als auch ilaplace nicht immer gut handhabbare Ergebnisse liefern.

Hat man dagegen die Control Systems Toolbox zur Verfiigung, so stehen méch-
tige Werkzeuge zur numerischen Berechnung der Ubertragungsfunktionen
und anderer relevanter Grofien, wie etwa der Impulsantwort und der Sprun-
gantwort, zur Verftigung. Mit Hilfe dieser Werkzeuge soll das vorangegan-
gene Beispiel 2.23 nochmals bearbeitet werden.

2.24 Beispiel (Behandlung von LTI-Systemen mit MATLAB)

Zundchst miissen die LTI-Teilsysteme definiert werden. Dies kann mit der
Control Systems Toolbox-funktion t £ (transfer function) geschehen.

>> % Definition der Konstanten
K=6; T1 = 0.5;
D= 10; T =0.1;

>> % Definition des Systems HI (s)
>> H1 = tf ([K«T1, K],[T1 0])

Transfer function:
3 s + 6

0.5 s

>> % Definition des Systems H2 (s)
>> H2 = tf(D,[1, 0])

Transfer function:
10

S

>> % Definition des Systems H3 (s)
>> H3 = tf (1,[T, 1])

Transfer function:
1

0.1 s + 1
>> % Informationen Uber die angelegten Variablen
>> whos

Name Size Bytes Class Attributes

D 1x1 8 double
Hi1 1x1 1874 tf
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H2 1x1
H3 1x1
K 1x1
T 1x1
T1 1x1

1874 tf
1874 tf
8 double
8 double
8 double

>> % Informationen uber das Tf-Objekt H1

>> get(H1)
num:
den:
ioDelay:
Variable:
Ts:
InputDelay:
OutputDelay :
InputName:
OutputName:
InputGroup:
OutputGroup:
Name:
Notes:
UserData:

[3 6]}
[0.5 0]}

5 S == ==

7

s
0

0

0
{7}

{7}

[1x1 struct]
[1x1 struct]

{}
[]

Die Systeme werden durch Angabe der Zaghler- und Nennerpolynomkoef-
fizienten definiert. Die Koeffizienten werden dabei in absteigender Reihen-
folge der Potenzen von s angegeben. Das Ergebnis sind Objekte der Klasse
tf, welche noch weitere Informationen enthalten, auf die wir an dieser Stelle
aber nicht ndher eingehen wollen.

Alternativ konnen die tf-Objekte auch auf folgende Weise erzeugt werden:

>> % Anlegen der tf-variable (hier s,

>> % auch andere Variablennamen mdglich,

>> s = tf(’s’)

Transfer function:

S

>> % Anlegen der tf-Objekte direkt als Formel in s

>> Hl = K«(1+1/(T1%s))

Transfer function:

3 s + 6
0.5 s

>> H2 = D/s

es sind aber



120 Kapitel 2: Analoge Signale und Systeme

Transfer function:
10

s
>> H3 = 1/(T*s+1)

Transfer function:
1

0.1 s + 1

Fiir die Erzeugung der Ubertragungsfunktion von Verkniipfungen (Paral-
lelschaltung, Hintereinanderschaltung und Riickkopplung) dieser Systeme
stehen die Funktionen parallel, series und feedback zur Verfiigung.
Dabei kann angegeben werden, welche Aus- und Eingénge jeweils miteinan-
der verkniipft werden. Da es sich im vorliegenden Beispiel jedoch um SISO
(Single-Input-Single-Output) Systeme handelt, kann diese Angabe entfallen.
Die Ubertragungsfunktion des geschlossenen Regelkreises kann auf folgen-
de Weise bestimmt werden:

> % Berechnung der Ubertragungsfunktion des
> % Vorwdrtszweiges
Hvor = series (H1,H2)

V V V
\Y

Transfer function:
30 s + 60

0.5 sN2
>> % Berechnung der Ubertragungsfunktion Systems
>> % (negative Rickkopplung)

>> H = feedback (Hvor, H3)

Transfer function:
3 "2 + 36 s + 60

0.05 s”3 + 0.5 s”2 + 30 s + 60

>> % Bereinigung um eventuell gleiche Pol-Nullstellen-Paare
>> H = minreal (H)

Transfer function:
60 s”A2 + 720 s + 1200

s"3 + 10 s”2 + 600 s + 1200
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Wir erhalten offenbar das in (112.2) bestimmte Ergebnis.

Eine Alternative zur Verwendung der Verkntipfungsfunktionen wére im vor-
liegenden Fall die direkte Anwendung der Gleichung (110.5):

>> H = H1+H2/(1+H1+H2+H3)

Transfer function:
1.5 s + 18 s”3 + 30 s"2

0.025 s~5 + 0.25 s + 15 s”3 + 30 s/2
>> H = minreal (H)

Transfer function:
60 s”A2 + 720 s + 1200

s"3 + 10 s”2 + 600 s + 1200

Die Impulsantwort kann nun numerisch mit Hilfe der Funktion impulse
bestimmt werden:

>> % Zeitintervall definieren
> t = (0:0.01:2);

>> % Impulsantwort bestimmen
>> [imant, time] = impulse(H, t);

Mit Hilfe der in (116.4) errechneten Formel kann die Berechnung tiberpriift
werden:

>> % Impulsantwort nach der gefundenen Formel
>> h = Azexp(slx*t)+ Bxexp(—axt).x*cos(omegaxt) +
(C-a+B)/omegaxexp(—axt).*sin(omegaxt);

>> % Vergleich der ersten 20 numerischen Werte
>> % zur Kontrolle
>> [t(1:20)’, h(1:20)’, imant(1:20)]

0 60.0000 60.0000
0.0100 59.4438 59.4438
0.0200 55.6084 55.6084
0.0300 48.9586 48.9586
0.0400 40.0805 40.0805
0.0500 29.6401 29.6401
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0.0600 18.3397 18.3397

Die gefundenen Impulsantworten stimmen offenbar tiberein.

Auch die Sprungantwort kann auf einfache Weise ermittelt werden:

>>
>>

>>
>>

>>
>>
>>
>>

% Zeitintervall definieren
t

= (0:0.01:2);

% Sprungantwort bestimmen
[spant, time] = step(H,t);
% Sprungantwort plotten

plot (time ,spant,’b”, "LineWidth " ,3)
grid

xlabel (’Zeit/s”)

Die Sprungantwort ist grafisch in Abbildung 2.26 dargestellt. __ H

) |

1.5]] 1

0.5 J

_0-5 L L L
0 0.5 1 1.5 2

Zeit/s

Abb. 2.26: Sprungantwort zum System nach Gleichung (112.2)

2.4.3 Transformation von Differentialgleichungen

In Abschnitt 2.3.1 wurde bereits erwahnt, dass sich die {iberwiegende Zahl
der realen analogen elektrischen, mechanischen, hydromechanischen und
thermischen LTI-Systeme durch lineare Differentialgleichungen mit kon-
stanten Koeffizienten der allgemeinen Form
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47
bj%m(t) (123.1)

M=

N

dk
Z (95 dtk y(t) -
k=0

J

I
<

beschreiben lassen.

Einfache Beispiele waren hierfiir der RC-Tiefpass (Beispiel 2.1, S. 33) und
das Feder-Dampfer-System (Beispiel 2.2, S. 35). Der RC-Tiefpass wurde in
Beispiel 2.21 erneut aufgegriffen, um zu zeigen, wie die das System be-
schreibende Differentialgleichung mit Hilfe der Laplace-Transformation un-
ter Verwendung der in Tabelle 2.1 niedergelegten Rechenregeln in die Uber-
tragungsgleichung im Bildbereich entsprechend (109.3) tiberfiihrt werden
kann.

Dieser Zusammenhang kann generell hergestellt werden, denn die im Bei-
spiel 2.21 verwendete Technik ldsst sich leicht auf die allgemeine Form
(123.1) tibertragen.

Ist das LTI-System, welches durch die Differentialgleichung (123.1) beschrie-
ben wird, ,,in Ruhe”, d.h. sind alle Anfangswerte gleich 0, so erhdlt man aus

der allgemeinen Rechenregel der Laplace-Transformation fiir die Differen-
tiation im Zeitbereich (vgl. Tabelle 2.1, S. 100):

N M
Z aps® Y (s) = Z bjs’ - X(s). (123.2)
k=0 §=0

Dabei bezeichnen Y'(s) und X(s) die Laplace-Transformierten der Sys-
temantwort y(¢) und des Systemeingangs x(¢).

Die Gleichung (123.2) kann nun durch einfache Umstellung in die Ubertra-
gungsgleichung im Bildbereich entsprechend (109.3) tiberfiihrt werden:

M ;
o bjs?
Y(s) = Zjv—# X (s). (123.3)
D ko QS
Die Ubertragungsfunktion
M ,
—objs?
H(s) = 725(0 ? (123.4)
D p—o GkS”

steht also in direktem Zusammenhang mit den Koeffizienten der Differenti-
algleichung.

Wir wollen diese Technik noch einmal an einem konkreten Beispiel erldu-
tern und greifen dazu das Beispiel 2.8 eines Systems nochmals auf, welches
durch eine lineare Differentialgleichung 3. Ordnung geméfs (64.1) beschrie-
ben wird.
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2.25 Beispiel (LTI-System 3. Ordnung)

Betrachten wir ein LTI-System, welches durch die Differentialgleichung
Y)+2-§(t) + 1-9(t) + 0.5 y(t) = u(t) (124.1)

modelliert ist.
Dabei bezeichnet u(t) das Eingangssignal und y(t) die Systemantwort.

In Beispiel 2.8 wurde eine wichtige Kenngrofie des Systems, die Impulsant-
wort, durch den Umweg {iber die Darstellung des Systems in der Zustands-
raumform gewonnen. Dies kann, wie wir gesehen haben, mit der Ubertra-
gungsfunktion im Bildbereich u.U. einfacher erfolgen.

Mit Hilfe der Laplace-Transformation lisst sich nun die Ubertragungsfunk-
tion im Bildbereich gemdf (123.3) und (123.4) ermitteln. Man erhélt durch
Anwendung der Laplace-Transformation auf (124.1):

s3Y (5)—s%y(+0) — s5(+0) — §(+0)
+2- (s*Y (s) — sy(+0) — y(+0)) (124.2)
+1-(sY(s) —y(+0)) +0.5-Y(s) = U(s).

Da vorausgesetzt wird, dass wir ein System ,,in Ruhe” betrachten, sind alle
Anfangswerte $(0),7(0),y(0) gleich 0 und wir erhalten

$3Y (s) +2-52Y(s) 4+ 1-5Y(s) +0.5-Y(s) = U(s)
1 (124.3)
S +22+s5+05 Uls)

— Y(s) =

und damit die Ubertragungsfunktion im Bildbereich:

1
$3 42524+ 5+0.5

H(s) = (124.4)

Mit Hilfe von MATLAB kénnen wir Kenngroen dieser Ubertragungsfunk-
tion und weitere Eigenschaften des Systems ermitteln:

% Definition der Konstanten
a2 = 2; al = 1;
a0 =0.5;

% Definition des Systems H(s)
H= tf([1],[1 a2 al a0])

Transfer function:
1

s"3 + 2 s"2 + s + 0.5
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% Impulsantwort bestimmen
t = (0:0.01:50); %Zeitintervall
[imant, time] = impulse (H, t);

% Sprungantwort bestimmen

[spant, time] = step(H, t);

% Impuls- und Sprungantwort plotten

plot (time ,imant, 'k’ ,time ,spant, ‘b’ , "LineWidth’ ,3)
grid

xlabel (’Zeit/s”)

zers =

Empty matrix: 0-by—1

pols =

—1.5652
—0.2174 + 0.52171i
—0.2174 — 0.52171i

% Pole und Nullstellen plotten
pzmap (H)

Man kann sich durch Ausfiihrung dieser Anweisungen?® leicht davon iiber-
zeugen, dass die berechnete Impulsantwort mit der aus Abbildung 2.9, S. 66
tibereinstimmt. |

2.4.4 BIBO-Stabilitat

Ein weiterer interessanter und wichtiger Zusammenhang fiir die Klasse von
LTI-Systemen, die wir im vorangegangenen Abschnitt untersucht haben, er-
gibt sich aus den berechneten Polstellen. Das Nennerpolynom

N
> aps” (125.1)
k=0

der allgemeinen Ubertragungsfunktion aus (123.4) stimmt mit dem so ge-
nannten charakteristischen Polynom der homogenen Differentialgleichung

N gk
kz_o ar=y(t) =0 (125.2)

26 Auf die Darstellung der Plots wird aus Platzgriinden an dieser Stelle verzichtet.



Ubung 39

126 Kapitel 2: Analoge Signale und Systeme

iberein. Diese Gleichung hat nur Losungen, die aus Linearkombinationen
von Exponentialldsungen der Form

elotIrt = gt et (126.1)

den so genannten Fundamentalldsungen, bestehen.

Die Exponenten « + jw sind dabei die Nullstellen p;; des charakteristischen
Polynoms und stimmen somit mit den Polstellen der Ubertragungsfunktion
H (s) tiberein.

Andererseits kann aber der Anteil ﬁ von H (s) mittels einer Partial-
k=0 g

bruchzerlegung in die Form

1 N km A

km
SN % — o Am €C (126.2)
Sl aksk ,; mZ:l (5 —p)™

tiberfiihrt?”” werden.
Insgesamt ist dann H (s) eine Linearkombination von Termen der Form:

87‘

G (126.3)

Tr,k,m(s) =

Aufgrund der Linearitat der Laplace-Riicktransformation besteht die Impul-
santwort h(t) aus einer Linearkombination von (wegen? Term s") ggf. mehr-
fach aufintegrierten Anteilen der Form:

tmfl

hTeﬂ(t) = | epk't. (1264)
m:

Sobald auch nur eine Polstelle p; einen Realteil o, > 0 hat, wichst ePx!
und damit A(t) tiber alle Grenzen und das System kann daher nicht BIBO-
stabil sein! Eine dhnliche Uberlegung gilt fiir eine rein imaginire Polstelle
(vgl. Ubung 39).

Hat andererseits eine rationale Ubertragungsfunktion eines LTI-Systems nur
Polstellen py, deren Realteil o, < 0 ist, so sind alle Anteile der Impulsant-
wort h(t) gemaf (126.4) exponentiell abklingend.

Die Faltung mit einem beschrinkten Eingangssignal ergibt also ein be-
schrinktes Signal und das System ist BIBO-stabil!

Insgesamt erhilt man folgendes wichtige Stabilitdtskriterium fiir diese Klas-
se von LTI-Systemen:

27 Dabei ist die Vielfachheit k., der k-ten Polstelle p;, beriicksichtigt.
28 Siehe Rechenregeln Laplace-Transformation!
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Ist & ein LTI-System, welches sich durch eine lineare Differentialglg
chung mit konstanten Koeffizienten der allgemeinen Form

N Mo
> ark = y(t) = Z bj—5a(t) (127.1)
k=0 Jj=0

oder dquivalent durch eine Ubertragungsfunktion im Bildbereich der

Form

M i
o bis?
H(S) E]—O J

- ZkN:O ay sk

beschreiben ldsst, so ist das System genau dann BIBO-stabil, wenn fiir
alle Polstellen p;, von H(s) gilt:

(127.2)

ar = Re (pr) < 0. (127.3)
\_ /

Die Stabilitdt eines solchen LTI-Systems lasst sich also sofort an dem so ge-
nannten Pol-Nullstellen-Diagramm des Systems ablesen, wie es etwa von
der im vorangegangenen Beispiel schon verwendeten MATLAB-Funktion
zmap berechnet wird.

Abbildung 2.27 zeigt exemplarisch die Pol-Nullstellen-Diagramme eines sta-
bilen und eines instabilen Systems. Die Pole sind dabei (wie in diesem Zusam-
menhang tiblich) mit Kreuzen, die Nullstellen mit Kreisen bezeichnet.

Dariiber hinaus ist der Definitionsbereich der Ubertragungsfunktion H (s)
eingezeichnet. Dieser ist” (bei Verwendung der einseitigen Laplace-
Transformation zu Berechnung von H(s)) immer eine rechte Halbebene
der Gaufischen Zahlenebene C. Die linke Grenze der Halbebene wird dabei
durch den Pol mit dem grofiten Realteil markiert. Auf dieser Grenzlinie kann
die Laplace-Transformierte und damit H(s) (auSerhalb der Pole) existieren,
rechts davon ist H(s) (als Laplace-Transformierte!) in jedem Fall definiert,
links davon ist H(s) nicht definiert.

2.4.5 Zustandsraumdarstellung im Bildbereich

In Abschnitt 2.3.2 wurde dargelegt, dass sich reale physikalische oder tech-
nische Systeme oft leichter in Form von Systemen von linearen Differential-
gleichungen 1. Ordnung modellieren lassen.

Eine geeignete Darstellungsform ist in diesem Falle die in (51.1) und (51.2)
angegebene Zustandsraumdarstellung des Systems im Zeitbereich.

29 was wir an dieser Stelle nicht nachweisen wollen. Fiir einen Nachweis s. [11].
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C \\ ¢ \
X X
S
X X

Abb. 2.27: Pol-Nullstellen-Diagramm eines stabilen Systems (links) und eines
instabilen Systems (rechts)

Die k-te Komponente der durch (51.1) représentierten vektoriellen Glei-
chung hat dabei die Form

d n m
k() = ; arjz;(t) + 2_:1 b tiy (1) (128.1)

Dabei ist i der Vektor der Eingangssignale des Systems (MIMO-System®
oder SISO/MO-System® im Falle m = 1) und 7 ein Vektor von n Systemzu-
stdnden, aus denen sich mit (51.2) der Vektor i/ der p Ausgangssignale (p = 1
fiir SO-System) berechnen lasst.

Mit Hilfe der Laplace-Transformation lassen sich die Differentialgleichungen
(51.1) nun ebenfalls vorteilhaft in ein System von dquivalenten algebraischen
Gleichungen tiberfiihren. Aus (128.1) ergibt sich (System ,,in Ruhe”, wie im-
mer, vorausgesetzt):

s Xi(s) = Y ar; X;(s) + > birUn(s). (128.2)
j=1 r=1

Damit kann (51.1) insgesamt in die Gleichung
s-X(s)=A-X(s)+B-U(s) (128.3)

transferiert werden. Transformiert man auch die zweite Gleichung, so erhilt
man eine Zustandsraumdarstellung im Bildbereich:

30 MIMO = Multiple - Input - Multiple - Output
31 SISO = Single - Input - Single - Output
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ﬁst G ein LTI-System, welches durch gewohnliche Differentialgleichunx
gen (49.1) mit N > M beschrieben werden kann und sei u(t) =
(u1(t),ua(t),... ,um(t)) der Vektor der Eingangssignale des Systems,
Z(t) = (x1(t), z2(t), ... ,zn(t)) ein (fiir die Modellierung vollstandiger)
Vektor von Zustinden des Systems und sei 3(t) = (y1(t), y2(t), ... , yp(t))
der Vektor der Ausgangssignale des Systems. Seien ferner U (s), X (s) und

Y (s) die Laplace-Transformierten dieser vektoriellen Signale.

Dann heifit die mit den konstanten Matrizen A, B, C, D definierte Sys-
tembeschreibung der Form

s-X(s)=A-X(s)+B-U(s), (129.1)
Y(s)=C-X(s)+D-U(s) (129.2)
\eine Zustandsraumdarstellung im Bildbereich des Systems G. /

Zur Illustration dieser Darstellungsform greifen wir das Feder-Masse-
Dampfer-Beispiel aus Abschnitt 2.3.2 noch einmal auf.
2.26 Beispiel (Feder-Masse-Dampfer-System)

Die Zustandsraumdarstellung (50.1) im Zeitbereich kann durch die folgende
dquivalente Zustandsraumdarstellung im Bildbereich ersetzt werden:

Z1(s) 0 0 1 0 Z1(s) 0
5 Zs(s) _ 0 0 0 1 Z5(8) n 0 X(s)
Zg(s) (651 —Q]; Qg —Q2 Z3(S) 0
Z4(s) B —Bi—v B2 —fPe Z4(s) v
(129.3)
und
Zl(S)
ZQ(S)
Y(s)=(1 0 0 0 ) : (129.4)
( V| e
Z4(s)

In dhnlicher Weise kann die dquivalente Zustandsraumdarstellung (54.2)
transformiert werden. n

Ein Vorteil der Darstellungsform gemafs (129.1) und (129.2) ist die leichte
Auflosbarkeit der (jetzt algebraischen) Gleichungen nach X(s) und Y (s).
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Man erhilt aus (129.1)
X(s)=(s—A)""-B-U(s) (130.1)

und aus (129.2)

—

Y(s)=(C-(s = A" B+D) - Us) (130.2)

und damit eine direkte Darstellung der Abhingigkeit der Ausgangssignale
von den Eingangssignalen.

Eine dquivalente Form zu Gleichung (130.2) konnte man unter Zuhilfenahme
des Faltungssatzes der Laplace-Transformation auch aus dem in Abschnitt
2.3.3, S. 60 entwickelten expliziten Zusammenhang

t
i(t) = / C e B i(ry dr + D - i(t)
0

. (130.3)
:/ C-d(t—7) -B-u(r)dr + D -u(t).
0
erhalten.
Diese Transformation liefert namlich:
Y(s)=C- -®(s)-B-Ul(s +D~Tjs
q() (s) (s) ! (s) (130.4)
<~ Y(s)=(C-d(s)-B+ D) -U(s),
woraus mit der Identitit
B(s) = (s — A)~" (130.5)

fiir die Transformierte der Transitionsmatrix ®(t) die Aquivalenz zu Glei-
chung (130.2) folgt.

Die rechnerischen Vorteile sollen an einem weiteren Beispiel aus Abschnitt
2.3.3 illustriert werden.

2.27 Beispiel (LTI-System 3. Ordnung)

Betrachten wir erneut das LTI-System, welches durch die Differentialglei-
chung (64.1)

Y(t) + a2ij(t) + ary(t) + aoy(t) = u(t) (130.6)
und die dquivalente Zustandsraumdarstellung
io(t) | = 0 0 1 || a@® [+] o [ uw®). (1307)

.’Eg(t) —ap —a; —ag .’Eg(t)
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und
y(t) = 21 (t) (131.1)

gegeben ist.

Mit Hilfe von MATLAB wollen wir nun die Impulsantwort tiber die aus der
Zustandsraumdarstellung im Bildbereich gewonnene Gleichung (130.4) be-
stimmen.




132 Kapitel 2: Analoge Signale und Systeme

% Laplace-Transformation
>> h = ilaplace (H, t)
h =

—2/19+sum((6+13+_alpha+4x_alpha”2)+exp(_alphaxt) ,...
_alpha = RootOf(1+2+_Z+4x_Z"2+2+_Z"3))

% Bestimmung der Wurzeln _alpha = RootOf....
>> alphas =solve(’1+2*x+4*x"2+2xx"3")
alphas =

—1/6%(46+6x577(1/2))7(1/3) —2/3/ (46+6+57A(1/2))~(1/3) —2/3
1/12%(46+6+57A(1/2))A(1/3)+1/3/(46+6%57~(1/2))A(1/3) —...
1/12+(46+6+57A(1/2))M(1/3)+1/3/(46+6%57~(1/2))A(1/3) —...

% Einsetzen in die Formel fiur h(t)

>> h = —2/19+((6+13+alphas(1)+4+alphas (1)"2)...
+exp (alphas (1)+t)+(6+13xalphas (2)+...
4xalphas (2)"2)+exp(alphas(2)=t)+...
(6+13+alphas (3)+4+alphas (3)"2)xexp (alphas (3)*t))

h =
—2/19+(—8/3—-13/6%(46+6+57"(1/2))... % Darstellung zu lang

% Grafische Darstellung der Funktion im

% Intervall [0,50]
> x = (0:0.1:50);

% Bestimmung der numerischen Version von h(t)
>> hnum = subs(h,t, x);

>> plot(x, hnum, "r”, ’LineWidth " ,3)
>> grid

>> xlabel (’Zeit/s”)

>> ylabel ("h(t)”)

Abbildung 2.28 zeigt, dass die berechnet Impulsantwort h(t) derjenigen aus
Abbildung 2.9 entspricht.

Etwas einfacher ist das Ergebnis allerdings mit der MATLAB-Funktion ss
der Control Systems Toolbox zu erhalten, mit der Zustandsraumdarstellungen
direkt definiert werden kénnen:
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0.7
o6 [\ 1
osf |\ 1
oarf \ | | 1

o3t 3 ] ]

h(t)

o2l }\ : ‘ :

30 40 50
Zeit/s

Abb. 2.28: Impulsantwort h(t) mit Hilfe der Darstellung (130.4) fiir das Beispiel des
Systems 3. Ordnung gemés (130.6)




134 Kapitel 2: Analoge Signale und Systeme

Continuous—time model.

>> % Berechnung der Ubertragungsfunktion
>> H = tf (ZRD)

Transfer function:
1

sN"3 + 2 s"2 + s + 0.5
>> % Berechnung der Impulsantwort

>> x = (0:0.1:50);

>> h = impulse (ZRD, x);

>> plot(h,’r’, ’LineWidth” ,3)
>> grid

>> xlabel (’Zeit/s”)

>> ylabel ("h(t)”)

Auch wenn die Losung der Zustandsgleichungen aufgrund der Unzuldng-
lichkeiten der Symbolic Math Toolbox von MATLAB etwas umstidndlich er-
scheint, so fithrt der Umweg tiber die Zustandsgleichungen im Bildbereich
i.Allg. zu eleganteren Losungen als im Zeitbereich. n

2.4.6 Signalflussdiagramme und Simulink-Simulationen

Wie bereits in Abschnitt 2.3.3 angedeutet, ist die Darstellung eines LTI-
Systems in Form eines Signalflussdiagramms (Blockschaltbildes) unmittel-
bar in eine Simulink-Simulation umsetzbar, da die Programmierung mit Si-
mulink auf einer solchen Darstellung beruht.

Die LTI-Teilsysteme, welche in der Simulink-Bibliothek vorgegeben sind,
sind dabei mit ihrer Bildbereichsdarstellung gekennzeichnet.

Abbildung 2.29 zeigt beispielhaft einige Simulink-Blocke. Diese reprasentie-
ren LTI-Systeme, die durch ihre Ubertragungsfunktion im Bildbereich defi-
niert werden.

LTI-Systeme konnen nattirlich in Simulink auch durch Verwendung von Ein-
zelkomponenten, wie Additionsknoten, Verstarkungsblocken etc. definiert
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1 ! 1
S

T.s+l g3 +2s2 +5+0 .5

Integrator Transfer Fcn
(hier: RC IP)

Transfer Fcn
(hier: Bsp 3 .0rdnung )

(s1) x'= AX +Bu

N > ) ER1,[1 11)
s(s+1) y= Cx +Du
Zero-Pole State-Space

LTI System

Abb. 2.29: Einige Simulink-Blécke zur Simulation von LTI-Systemen

werden, wie das in den vorangegangenen Beispielen auch schon praktiziert
wurde.

2.4.7 Ubungsaufgaben

Ubung 29 ( Losungsband Seite 57)

Berechnen Sie mit Hilfe der Rechenregeln der Laplace-Transformation die
Transformierten von

(@) z1(t) =00t —1)+0o(t—1),
(b) ;vg()—3t2—2t+1

() ws(t) = 2o

(d) za(t) =

Alle Signale seien dabei kausale Signale, d.h. es soll gelten: x;(t) = 0 fur
t <O0.

Uberpriifen Sie anschliefend Thre Ergebnisse mit Hilfe der Symbolic Math
Toolbox von MATLAB.

Ubung 30 ( Losungsband Seite 60)

Betrachten Sie das in Abbildung 2.30 wiedergegebene Simulink-Blockschalt-
bild eines Regelkreises.

Der PID-Regler habe die Ubertragungsfunktion
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H_1(s) H_2(s)
X(S) P + Y(S)
i > [H PO > » 1 [
Step Add 0.5s+1 B
PID-Regler VZ1-Glied Integrator Scope
2 dl
0.1s+1
Rueckkopplung
H_3(s)
Abb. 2.30: Regelkreis
1 1
Hi(s) =14 ——+5s. 136.1
1(s) + 105 + 5 ( )

(a) Bestimmen Sie mit Hilfe von MATLABs tf-Funktionen die Ubertra-
gungsfunktion H (s) des Gesamtsystems im Bildbereich.

(b) Uberpriifen Sie das Ergebnis aus Teil (a) mit Hilfe der Symbolic Math Tool-
box.

(c) Bestimmen Sie mit Hilfe von MATLABs tf-Funktionen numerisch
Impuls- und Sprungantwort des Systems und stellen Sie diese grafisch
dar.

(d) Bestimmen Sie theoretisch den Endwert der Sprungantwort und verglei-
chen Sie diesen mit dem Ergebnis aus Teil (c).

(e) Uberpriifen Sie (ggf. mit MATLAB), ob der Regelkreis stabil ist.
(f) Uberpriifen Sie Ihre Ergebnisse mit Simulink.

Ubung 31 ( Losungsband Seite 66)

Ein LTI-System & werde durch das Blockschaltbild im Abbildung 2.31 defi-
niert (vgl. dazu Ubung 21, S. 93 und Abbildung 2.21).

In den Teilsystemen sind dabei jeweils die Impulsantworten angegeben.
Bestimmen Sie mit Hilfe einer Transformation in den Bildbereich

(a) die Ubertragungsfunktion H (s) des Gesamtsystems & im Bildbereich,
(b) die Impulsantwort des Gesamtsystems &,

(c) die Sprungantwort von &,

(d) eine Differentialgleichung, die & beschreibt,

(e) eine Zustandsraumdarstellung fiir &.

Vergleichen Sie Thr Ergebnis mit dem aus Ubung 21, S. 93.
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Abb. 2.31: Signalflussdarstellung eines LTI-Systems &

Ubung 32 ( Losungsband Seite 68)

Bestimmen Sie mit Hilfe der Laplace-Transformation die Antwort des LTI-
Systems mit der Ubertragungsfunktion

1

—_— 137.1
s2+2s+9 ( )

H(s) =

auf eine (kausale) harmonische Schwingung z(¢) = o(t)-sin(wt) der Frequenz ‘;

w = 2rad/s.
Berechnen Sie das Ergebnis zundchst ,,von Hand” und tiberpriifen Sie dieses
Ergebnis anschlieffend mit MATLAB und/oder Simulink.

Interpretieren Sie das Ergebnis!

Ubung 33 ( Losungsband Seite 72)

Ein schwingungsfdhiges System wird durch die Differentialgleichung
(8) - 33(0) + 2(t) = a(0) (137.2)
beschrieben.

(a) Bestimmen Sie die Ubertragungsfunktion H (s) des Systems im Bildbe-
reich.

(b) Geben Sie die Impuls- und Sprungantwort des Systems an.

(c) Bestimmen Sie eine Zustandsraumdarstellung im Bildbereich des Sys-
tems.

(d) Uberpriifen Sie Ihre Ergebnisse mit MATLAB.
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(e) Uberpriifen Sie Ihre Ergebnisse mit Simulink.

Ubung 34 ( Losungsband Seite 76)

Ein LTI-System wird durch die Differentialgleichung
(1) + 24() — y(t) = (1) + 2(t) (138.1)
beschrieben.

(a) Bestimmen Sie die Ubertragungsfunktion H(s) des Systems im Bildbe-
reich.

(b) Geben Sie die Impuls- und Sprungantwort des Systems an.

(c) Bestimmen Sie eine Zustandsraumdarstellung im Bildbereich des Sys-
tems.

(d) Uberpriifen Sie Ihre Ergebnisse mit MATLAB.
(e) Uberpriifen Sie Ihre Ergebnisse mit Simulink.

Ubung 35 ( Losungsband Seite 82)

Betrachten Sie das System &, welches durch das Blockschaltbild in Abbil-
dung 2.32 dargestellt wird:

o) y(t)
G\_ i
J

Abb. 2.32: Blockschaltbild zu Ubung 35

(a) Geben Sie das Ein-/Ausgangsverhalten des Systems in Form einer
Differentialgleichung an.

(b) Begriinden Sie so einfach wie moglich, warum es sich bei dem System &
um ein LTI-System handelt.

(c) Bestimmen Sie die Ubertragungsfunktion H(s) des Systems im Bildbe-
reich.

(d) Geben Sie die Sprungantwort des Systems an.



2.4 Signale und LTI-Systeme im Bildbereich 139

(e) Berechnen Sie, fiir welche a € R das System & stabil ist.

Ubung 36 ( Losungsband Seite 84)
Betrachten Sie den analogen Tiefpass mit der Ubertragungsfunktion

1

Losen Sie mit Hilfe von MATLAB folgende Aufgaben:

(a) Bestimmen Sie die Impulsantwort des Systems.

(b) Bestimmen Sie die Sprungantwort des Systems.

(c) Bestimmen Sie eine Zustandsraumdarstellung des Systems.
(d) Entscheiden Sie, ob das System stabil ist.

Ubung 37 ( Losungsband Seite 86)

Bestimmen Sie mit Hilfe der Zustandsraumdarstellung (50.2) und (50.3) aus
Abschnitt 2.3.2 unter Verwendung von MATLAB die Ubertragungsfunktion
im Bildbereich H(s) des Feder-Masse-Dampfer-Systems & aus Beispiel 2.3.

Bestimmen Sie anschlieflend daraus die zugehorige Differentialgleichung
hoherer Ordnung, welche das System beschreibt.

Ubung 38 ( Losungsband Seite 90)

Betrachten Sie ein LTI-System &, welches durch die Zustandsraumdarstel-
lung

@1 (t) = —w1(t) — @2(t) + u(?t),
Fa(t) = 201 () — wa(t) + ult), (139.2)
y(t) = —a1(t) + 22(t)

gegeben ist.
Bestimmen Sie mit Hilfe von MATLAB

(a) eine Zustandsraumdarstellung im Bildbereich des Systems &,
(b) die Transitionsmatrix ¢(s) im Bildbereich des Systems,
(c) die Impulsantwort des Systems.

Ubung 39 ( Losungsband Seite 93)

Betrachten Sie ein LTI-System mit der Ubertragungsfunktion
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1

HE) = g

(140.1)

Berechnen Sie mit Hilfe der Laplace-Transformation die Antwort des Sys-
tems auf eine harmonische Schwingung® z(t) = sin(27ft) der Frequenz
f=1Hz.

Vergleichen Sie diese Systemantwort mit der Sprungantwort und interpre-
tieren Sie das Ergebnis.

Uberpriifen Sie Ihr Ergebnis mit einer Simulink-Simulation.

2.5 Signale und LTI-Systeme im Frequenzbereich

In den vorangegangenen Abschnitten wurde gezeigt, welche besondere Be-
deutung Sprungfunktion und Dirac-Impuls im Zusammenhang mit der Be-
schreibung von LTI-Systemen besitzen. In der Praxis jedoch spielt eine an-
dere Signalklasse eine wahrscheinlich weit grofiere Rolle. Dies sind Schwin-
gungen in jeder Form, im einfachsten Fall die harmonischen Schwingungen

x(t)=A-sin(2r - f-t+ ¢o) = A-sin(w -t + ¢o) (140.2)

der Frequenz f Hz (bzw. der Kreisfrequenz w := 27 f rad/s).

In der Tat ist die Beschreibung der Reaktion linearer zeitinvarianter Systeme
auf Schwingungserregungen eine der hervorragensten Aufgaben der Sys-
temtheorie.

Zur Ilustration betrachten wir zunichst wieder einmal den uns vertrauten
einfachen Fall des RC-Tiefpasses.

2.28 Beispiel (RC-Tiefpass - Reaktion auf Schwingungen)

Abbildung 2.33 zeigt die Reaktion eines RC-Tiefpasses mit Zeitkonstante
T = 1, also mit der Ubertragungsfunktion im Bildbereich

_ 1
T 1+4s’

H(s) (140.3)
auf die Erregung durch harmonische Schwingungen mit der Frequenz
f = 0.2Hz bzw. f = 2.0Hz. Die Schwingung hat jeweils die Amplitude
A = 1. Dargestellt sind Ein- und Ausgangssignale des Tiefpasses im einge-
schwungenen Zustand>>.

Wie man sieht, wird die Amplitude des Ausgangssignals bei wachsender
Eingangssignalfrequenz kleiner, ein Verhalten, das wir von einem Tiefpass

32 Genauer: auf das kausale Eingangssignal z(t) = o(t) - sin(27 ft)!

33 In der Tat sind die Signale erst ab 10 s dargestellt, um den Einfluss des Sprungsignal-Anteils
o(t) des (bei der zu Grunde liegenden Simulation mit s_ RCTPSin.mdl zwangsldufig) kausa-
len Eingangssignals o (t)-sin(wt) vernachldssigen zu kénnen. Der Leser vergleiche hierzu die
Losungen zu Ubungen den 32 und 39 und das Ergebnis der Simulation mit s RCTPSin.mdl.
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10 10.5 1 1.5 12 12,5
Zeitls

Abb. 2.33: RC-Tiefpass-Antwort auf Sinusschwingungen mit Frequenz f = 0.2 Hz
und f = 2.0 Hz (von oben nach unten)

erwarten. Bei genauem Hinschauen sieht man aber noch mehr. Das Aus-
gangssignal hat offensichtlich (abhéngig von der Eingangsfrequenz) eine an-
dere Phasenlage als das Eingangssignal. Das Ausgangssignal ist dartiber hin-
aus ebenfalls eine harmonische Schwingung, deren Frequenz gleich der des
Eingangssignals zu sein scheint. [ |

Dieses Verhalten ist natiirlich kein Zufall. Es kann durch die nachfolgende
Uberlegung als allgemeine Eigenschaft eines LTI-Systems identifiziert wer-
den.

Um die Rechnung zu vereinfachen, bedienen wir uns eines Kniffs. Statt der
reellen harmonischen Schwingungen verwenden wir komplexe harmonische
Schwingungen der Form

eIt = cos(w - t) + j - sin(w - t), (141.1)
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welche bekanntlich tiber die Euler’sche Identitét (141.1) mit den reellen har-
monischen Schwingungen eng verkniipft sind.

Dieser Trick erlaubt es, die lastigen trigonometrischen Formeln zu umgehen
und die wesentlich angenehmeren Eigenschaften der e-Funktion auszunut-
zen.

Dartiber hinaus gehen wir zur Vereinfachung davon aus, dass die harmoni-
sche Schwingung schon ,ewig” am Eingang des Systems ansteht, d.h. wir
betrachten (141.1) fiir alle ¢t € R. Diese gedankliche Konstruktion erlaubt es
uns, die Diskussion zu umgehen, wann der eingeschwungene Zustand erreicht
ist (vgl. Beispiel 2.28).

Mit diesem Ansatz lasst sich die Antwort eines LTI-Systems & mit Impuls-
antwort h(t) auf eine harmonische Erregung nun leicht berechnen. Es gilt:

oo

S(eh) = h(t) x ! = / h(r)e?* =) dr
. (142.1)
:ej“’t-/h(T)e*deT.

Existiert das Integral [ h(r)e 7“7 dr, so ist das Ausgangssignal des LTI-
Systems offenbar die komplexe Schwingung am Eingang multipliziert mit
einem von der Frequenz w abhédngigen, komplexen Wert.

In Anlehnung an die Bezeichnungsweise fiir die Laplace-Transformation be-
zeichnen wir diesen Wert mit

H(jw) == / h(T)e 9T dr. (142.2)

— 00

Diese namensgleiche Bezeichnungsweise zur Laplace-Transformierten ist in-
sofern gerechtfertigt, als fiir ein kausales Signal h(t) die Definition (142.2)
und die Auswertung von H (s) an der Stelle s = j - w tibereinstimmen, falls
H(s) auf der imagindren Achse existiert:

H(jw) = h(T)e*jm dr = h(T)e*j‘” dr
é 0/ (142.3)
= / h(r)e 2, dr = H(s)|s=j0-

Die Zahl H (jw) ist nach (142.1) ein komplexer Eigenwert der Transformation
G zum Eigen,, vektor” (bzw. zur Eigenfunktion) e/**.
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Der komplexe Eigenwert H (jw) umfasst dabei die im Beispiel 2.5 beobach-
tete Amplituden- und Phasendinderung des Ausgangssignals gegeniiber dem
Eingangssignal (vgl. Abschnitt 2.5.3). Die Gleichung zeigt auch, dass die Fre-
quenz nicht gedndert wird.

2.5.1 Die zeitkontinuierliche Fouriertransformation

Neben der schon erwéhnten Beziehung zur Ubertragungsfunktion im Bild-
bereich, auf die wir in Abschnitt 2.5.3 genauer eingehen wollen, hat (142.1)
aber noch einen anderen Aspekt. Der Eigenwert H (jw) ist offensichtlich das
Ergebnis einer Integraltransformation!

Diese Integraltransformation ist von fundamentaler Bedeutung fiir Sys-
temtheorie und Signalverarbeitung. Es ist dies die so genannte zeitkonti-
nuierliche Fouriertransformation:

b

\

ie Zuordnung
F:f(t) — F(jw), wER,

welche einem Signal (einer Funktion) f(t) die komplexwertige Funktion

oo

Fljw) = / FE)e=it gt (143.1)

— 00

zuordnet, heifst die zeitkontinuierliche Fouriertransformation von f(¢)

" J

Neben der in (143.1) verwendeten Bezeichnungsweise sind in der Literatur
fiir die Fouriertransformierte (bzw. fiir die Fouriertransformation) auch die

symbolischen Schreibweisen F(f)(jw), f(jw) und das schon fiir die Laplace-
Transformation verwendete f(t) o — o F'(jw) tiblich.

Die Frage nach der Existenz der Fouriertransformation kann fiir verschiede-
ne Klassen von Signalen exakt beantwortet werden.

Allerdings ist auch in diesem Fall wieder, wie wir an den im Folgenden
diskutierten Beispielen sehen werden, die Einbeziehung verallgemeinerter
Funktionen notwendig.

Ohne konkret auf die Klassen verallgemeinerter Funktionen eingehen zu
wollen, fiir die die Fouriertransformation sinnvoll erklirt®* werden kann,
sei an dieser Stelle zumindest erwéhnt, dass die Fouriertransformation je-
denfalls dann berechnet werden kann, wenn f(¢) ein Energiesignal ist, d.h.,
wenn gilt:

34 Fiir die Diskussion dieser Fragen sei auf [11, 38, 39] verwiesen.
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oo

/ |F ()] dt < . (144.1)

— 00

Die Fouriertransformierte existiert aber auch, wenn
/ [f()]dt < o0 (144.2)
— 00

gilt. In diesem Fall existiert die Fouriertransformation im gewdchnlichen, in-
tegrationstheoretischen Sinne.

Die Fouriertransformation kann, ldsst man verallgemeinerte Funktionen zu,
auch auf wichtige Klassen von Leistungssignalen (s. (21.2)), wie etwa die
harmonischen Schwingungen, ausgedehnt werden. Damit kann diese Inte-
graltransformation fiir eine grofie Klasse wichtiger Signale (zumindest theo-
retisch) bestimmt werden.

Beispiele zur Fourier-Transformation

Zur Ilustration der Fouriertransformation wollen wir, d4hnlich wie bei der
Laplace-Transformation (vgl. S. 90ff), einige Fouriertransformierte berech-
nen, die grofie systemtheoretische Bedeutung haben. Wir beginnen wieder
mit den Rechteckfunktionen.

2.29 Beispiel (Der zeitsymmetr. normierte Rechteckimpuls)

In den vorangegangenen Abschnitten konnte man sich bereits davon tiber-
zeugen, dass der Rechteckimpuls

1 fur telo,1],

0 sonst,

rect (t) := { (144.3)

(vgl. (144.3)) eine besondere Bedeutung hat, etwa zur approximativen Er-
mittlung der Impulsantwort mit Hilfe des integralnormierten Impulses

in(t) = n-rects(t). (144.4)

Betrachten wir daher einmal die Familie von Signalen

1 T 1 i _rTT
—-rectT(t—l——) =T fur te [ R 2]7 (144.5)
T 2 0 sonst,

also die Rechtecksignale der Breite 7 und der Hohe % im Intervall [-Z, Z].

Ahnlich wie bei den Impulsfunktionen 4,,(t) handelt es sich also um integral-
normierte Rechteckimpulse, die jedoch diesmal symmetrisch um 0 definiert



2.5 Signale und LTI-Systeme im Frequenzbereich 145

rect(t + 3)

% -rectio(t + 5)

[}

Abb. 2.34: Zeitsymmetrische Rechteckimpulse mit Integral 1

werden, wobei der Aspekt der Kausalitdt zunédchst einmal aufler Acht gelas-
sen wird.
Abbildung 2.34 illustriert drei Impulse verschiedener Breite und Hohe.

Da es sich um beschrénkte Signale endlicher Dauer handelt, ldsst sich die Fou-
riertransformierte dieser Signale mit Hilfe gewohnlicher Integrationsregeln
leicht bestimmen. Man erhilt:

1 T 1 T T )
— - . —— - —jwt
s (TrectT (t—i— 2)) (jw) 0 / rect <t+ 2) e dt

%
= L / e It gt — [e JwE _ v
T —jw
_r
2
(145.1)
21 T sin(wl)
= T; S (UE = w%

Die letzten Gleichungen folgen dabei aus der Euler’schen Formel (141.1).
Mit Hilfe der Definition

sin(mx) (145.2)

sinc(x) :=
e

folgt dann insgesamt:
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1 T . wT

T rectp (t + 5) o — esinc <%> . (146.1)
Abbildung 2.35 illustriert dieses Ergebnis fiir die Beispielimpulse aus Abbil-
dung 2.34. ||

0.8

0.6

0.4

FT

-100 -50 0 50 100
Frequenz/rad/s

Abb. 2.35: Fouriertransformierte der Rechteckimpulse aus Abbildung 2.34

2.30 Beispiel (Der integralnormierte Rechteckimpuls ir(t))

Die Fouriertransformierte des integralnormierten Impulses
1
ir(t) = T -rectp(t) (146.2)

lasst sich ebenso leicht berechnen:

oo T
5 <%rectT (t)> (Jw) = % / recty (t) e 79t dt = l/e—jwt dt

T
= %le [e79¢T —1]. (146.3)

7 i
Klammert man e~7*Z aus der eckigen Klammer aus, so folgt daraus:

1 . 2 1
§ (T recty (t)) (jw) = e IvT . T2



2.5 Signale und LTI-Systeme im Frequenzbereich 147

: T
—e VT %l sin <w§> S SlIl(w?)_

T
w wl

(147.1)

2.31 Beispiel (Der Dirac-Impuls d,(?))

Fur die Bestimmung der Fouriertransformierten des Dirac-Impulses dy(¢)
muss das Fourierintegral (143.1) lediglich richtig im Sinne verallgemeiner-
ter Funktionen interpretiert werden.

Gemdfs Anhang A lasst sich das Dirac-Funktional auf alle beliebig oft dif-
ferenzierbaren (komplex oder reellwertigen) Funktionen fortsetzen, so auch
auf die Funktionen e 7%,

Man erhilt dann:

§ (00(t)) (Jw) = / So(t)e @t dt = e 25 =1 VweR. (147.2)

Die Fouriertransformation ist also fiir alle Kreisfrequenzen w identisch und
gleich 1.

Dieses Ergebnis ist im Ubrigen mit dem Ergebnis aus Beispiel 2.30 konsis-
tent. Bekanntlich ist ja im distributionellen Sinne limr_. i7(t) = do(t). Fur
eine stetige Transformation, welche die Fouriertransformation verniinftiger-
weise sein sollte (und auch ist, s. [39]), muss dann der Grenzwert der Trans-
formierten der i7(t) gegen die Transformierte von d¢(¢) streben. Ein Blick auf
Gleichung (147.1) zeigt, dass dem so ist. |

Die Fourier-Riicktransformation

Ahnlich wie fiir die Laplace-Transformation kann man auch fiir die Fourier-
transformation und geeignete Signalrdume (vgl. Anhang A) zeigen, dass die
Zuordnung f(t) — F(jw) eindeutig ist. Beispielsweise kann dies fiir die
Klasse der Energiesignale (L?(R)) gezeigt werden.

Dies bedeutet, dass fiir solche Signalklassen jeder Fouriertransformierten

wieder genau ein Signal zugeordnet werden kann. Dieses Signal kann eben-
falls wieder mit einer Integraltransformation gewonnen werden.

Fiir die Signalklassen, fiir die die Fouriertransformation sinnvoll definiert
werden kann, gilt:
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~
Ist F(jw) := §(f)(jw) die Fouriertransformierte von f(¢), so ist
ft) = % . / F(jw)e?™ dw. (148.1)

Die Integraltransformation (148.1) heifst Fourier-Riicktransformation
(von F(jw)).
o

J

Es sei an dieser Stelle nochmals darauf hingewiesen, dass die Transforma-
tions-Riicktransformations-Beziehung

f(t)o— e F(jw)e —o f(¢) (148.2)

oft nur im Sinne verallgemeinerter Funktionen gewéhrleistet werden kann,
selbst wenn eine der beteiligten Funktionen eine ,normale” reelle Funktion,
wie etwa das Sinussignal, ist. Wir werden weiter unten darauf zurtickkom-
men.

Interpretiert man das Riicktransformationsintegral als eine verallgemeinerte
Summe, so erhilt man, bis auf eine Konstante,

ft) =Y F(jw)e’™". (148.3)

Das heifst, die komplexen Schwingungen werden gewichtet ,, aufsummiert”
und ergeben, mit den richtigen komplexen Koeffizienten (also F'(jw)) multi-
pliziert, das Signal f(t). Diese Tatsache wirft ein neues Licht auf die Bedeu-
tung der Fouriertransformation.

Interpretation der Fourier-Transformation

Stellt man fiir jede Frequenz w den Wert der Fouriertransformierten F'(jw) in
seiner Exponentialform dar, so folgt aus (148.3):

f(t) ~ Z F(jw)el*t
— ZA(w)ej(wHas(w)) (148.4)

= Z A(w) cos(wt + p(w)) + 7 - A(w) sin(wt + d(w)).

Die Fouriertransformierte gibt also an, aus welchen (komplexen) harmoni-
schen Schwingungen mit welcher Frequenz w, welcher (frequenzabhéngi-
gen) Amplitude A(w) und welcher (frequenzabhédngigen) Phasenlage ¢(w)
sich ein Signal f(t) (zumindest theoretisch) synthetisieren ldsst.
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Die Fouriertransformation , misst” daher in einem gewissen Sinne den , Fre-
quenzinhalt” eines Signals. Diesen , Frequenzinhalt” nennt man das Spek-
trum des Signals.

-
Die Fouriertransformierte F'(jw) des Signals f(t) heifit auch das (kom-

plexe) Amplitudenspektrum oder auch Fourierspektrum des Signals.
Dementsprechend heiflen |F(jw)| und arg(F(jw)) Amplituden- und
Phasenspektrum.
Die Lange des kleinsten Intervalls A := [w,,w,], fiir das F(jw) = 0 au-
Berhalb von A ist — das heif$t, fiir das das Signal aufSerhalb des Intervalls
A keine Spektralanteile hat — heifit die Bandbreite des Signals.

- J

Bei den ab S. 144 betrachteten Beispielen etwa, handelt es sich offenbar um
Signale unendlicher Bandbreite (vgl. (146.1), (147.2) und Abbildung 2.35). Die
Beispiele sind charakteristisch fiir Signale mit unstetigen Ubergéngen. Es ist
anschaulich klar, dass fiir die Synthese eines solchen Ubergangs mit har-
monischen Schwingungen im Sinne von (148.3) prinzipiell unendlich viele
Schwingungen von Noten sein miissen, da die Uberlagerung endlich vie-
ler Schwingungen ebenso glatt sein sollte (und ist) wie die Schwingungen
selbst®. Da die Natur uns keine unendliche Bandbreite zu Verfiigung stellt,
sind solche idealen Rechteckimpulse also ebenso wenig ideal ,realisierbar”,
wie etwa ein Dirac-Impuls. Trotzdem sind natiirlich beide Signaltypen gute
Approximationen zu ,realen” Signalen®® mit dem zusétzlichen Vorteil der
wesentlich einfacheren rechnerischen Behandelbarkeit. Sie spielen somit fiir
analytische Betrachtungen eine wichtige Rolle.

Abbildung 2.35 zeigt dartiber hinaus noch einen anderen wesentlichen Ef-
fekt. Je scharfer das Zeitsignal variiert, desto breiter ist offenbar das Spek-
trum. Kurze, scharfe Spitzen erzeugen offenbar sehr breitbandige Signa-
le. Umgekehrt haben glatte, breite Zeitfunktionen ihre wesentlichen Spek-
tralanteile in einem sehr schmalen Band. Anschaulich ist auch dieser Effekt
gut interpretierbar. An der Synthese schnell variierender Zeitsignale miissen
zwangsldufig Schwingungen hoherer Frequenz beteiligt sein. Daraus resul-
tiert die hohere Bandbreite.

Konsequenterweise miisste, nach der vorangegangenen Betrachtung zu
schlieflen, das Spektrum des Dirac-Impulses dy(t) extrem breit sein. Dies be-
statigt die Berechnung (147.2).

Die Kenntnis des Spektrums und der Bandbreite von Signalen ist ungeheuer
wichtig fiir die praktische Signalverabeitung.

Ein Beispiel ist etwa die Kennzeichnung des Ubertragungsverhaltens realer
Systeme, die stets einer Bandbegrenzung unterliegen, das heifst, die nicht Si-

35 In der Tat wire eine solche Uberlagerung auch wieder beliebig oft differenzierbar.
36 Die Berechnungen und Abbildung 2.35 zeigen ja, dass die Spektren der Rechteckimpulse
sehr rasch abfallen, sodass die Signale doch eine ,praktische” Bandbegrenzung haben.
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gnale beliebiger Frequenzzusammensetzung tibertragen konnen. Ein Haupt-
ziel der Nachrichtentechnik ist daher die Entwicklung von Signalstrukturen
und Verfahren zur Ubertragung von méglichst viel Information bei mog-
lichst geringem Verbrauch an Bandbreite. Voraussetzung ist hierbei neben
der Kenntnis des Frequenzinhaltes der Signale die frequenzabhédngige Kenn-
zeichnung des Ubertragungsverhaltens von Systemen, ein Problem, welches
wir ja schon bei der Herleitung der Fouriertransformation (vgl. 142.3) ange-
schnitten haben und in Abschnitt 2.5.3 noch vertiefen werden.

Ein anderes Beispiel ist die Kenntnis der Schwingungsanteile in einem Si-
gnalgemisch, welches eine mechanische Struktur anregt. Man benétigt diese
Information, um die mechanischen Komponenten risikofrei, d.h. ohne die
Gefahr der Zerstorung oder anderer schiadlicher Effekte durch Resonanz-
iiberht')hungen37, auszulegen. Zu diesem Zweck fiithrt man mit Hilfe der Fou-
riertransformation(en) eine so genannte Spektralanalyse durch.

Die Spektralanalyse oder auch Fourieranalyse ist eine der Hauptaufgaben
der Signalverarbeitung in der Praxis. Wir kommen hierauf insbesondere in
Kapitel 5 zurtick, wo die Methoden der Spektralanalyse fiir gemessene reale
Signaldaten besprochen werden.

Die Dualitit Fourier-Transformation- Fourier-Riicktransformation

Bei genauer Betrachtung der Definitionen der Fouriertransformation (143.1)
und der Fourier-Riicktransformation (148.1) fillt eine gewisse Ahnlichkeit
auf, die im Folgenden zur Berechnung dieser Transformationen vorteilhaft
ausgenutzt werden kann.

Fiir die Riicktransformation kann man beispielsweise schreiben:

oo

f@) = % . / F(jw)e?™ dw
Vi | 150.1
= % . / F(jw)efj'(ft)'“’ dw ( )
= o BF ) (1),

Wiirde man also die Fouriertransformierte der Funktion I’ kennen, so konnte
man damit die Ricktransformation bestimmen! Lediglich die Rollen von w
und ¢ sind vertauscht und es ist eine Zeitumkehr (—t) zu berticksichtigen.

Zwischenbemerkung zur Notation: an dieser Stelle ist eine Zwischenbe-
merkung zur Notation angebracht. Es hat sich eingebtirgert, das Argument

37 der breiten Offentlichkeit bekannt am Beispiel von (schlecht konstruierten) Hangebriicken,
die durch Wind angeregt, in Schwingungen versetzt und zerstort werden.
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der Fouriertransformierten mit jw zu bezeichnen, obwohl die Funktion le-
diglich von w abhédngt. Wegen der in (142.3) schon angesprochenen Bezie-
hung zur Laplace-Transformation hat diese Konvention natiirlich auch ihre
Berechtigung.

Im vorliegenden Falle allerdings fiihrte es zu Verwirrungen, wenn etwa
F(F(jw)(—jt) geschrieben wiirde.

In der Tat ist es fiir die Beschreibung der Dualitdtsbeziehung eher besser, in

beiden Féllen den Faktor j im Argument wegzulassen

Falls F'(w) also die Fouriertransformierte zu f(¢) bezeichnet, ergibt sich aus
(150.1):

2rf(t) = F(F(w))(=1). (151.1)

Tauschte man wieder die Rollen von Zeit- und Frequenzbereich, so wiirde
sich fiir ein Zeitsignal F(t), welches dieselbe Form hatte, wie die Fourier-
transformierte eines Signals f(t), daraus ergeben:

S(F()(w) = 27 (). (151.2)

Wie wir an den Beispielen weiter unten sehen, kann man mit diesem Trick
oft ohne grofien Aufwand Transformierte berechnen.

Eigenschaften der Fourier-Transformation

In Anlehnung an die Vorgehensweise bei der Laplace-Transformation, fassen
wir die wesentlichsten Eigenschaften der Fouriertransformation zunéachst
in Tabellenform zusammen (Tabelle 2.2), ohne sie im Detail nachzuweisen.
Stattdessen wollen wir sie lieber kurz andiskutieren und ihre Bedeutung in-
terpretieren.

Hervorzuhebende Eigenschaften der Fouriertransformation sind sicherlich
die schon angesprochene Dualitdtseigenschaft (vgl. Gleichung (151.2)) und
der Faltungssatz, den wir in analoger Form bereits von der Laplace-
Transformation kennen. Der Multiplikationssatz ist eine zum Faltungssatz
duale Eigenschaft und i.W. eine Folgerung aus dem Dualitdtsprinzip (s.
Ubung 41).

Die Eigenschaft der Linearitat ist klar, da es sich bei der Fouriertransfor-
mation um eine Integraltransformation handelt. Die Fouriertransformation
,erbt” die Linearitit des Integrals.

Die Skalierungseigenschaft im Zeitbereich ist einfach mit Hilfe der Rechen-
regeln der Integralrechnung® nachzuweisen (s. Ubung 41) und lasst sich so
interpretieren: Wird das Signal verbreitert (¢« < 1) bedeutet dies, dass das
Spektrum enger wird, wird das Signal dagegen kiirzer (a > 1) so wird das
Spektrum breiter. Wir haben diesen Effekt bereits im Zusammenhang mit

38 welche sich auch auf verallgemeinerte Funktionen iibertragen lassen [39, 53].

Ubung 41
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Tabelle 2.2: Eigenschaften und Rechenregeln der Fouriertransformation

Eigenschaft, Regel Zeitbereich Bildbereich
Linearitat af(t) + bg(t) aF(jw) + bG(jw)
Dualititseigenschaft f@ F(jw)
F(t) 2mf(-w)
Skalierungseigenschaftim | f(a -t) @—lF(%) a#0
Zeitbereich
Translationseigenschaft im | f(t + a) e F(jw)
Zeitbereich
Skalierungseigenschaft im ﬁ f(3), b#0 F(bjw)
Frequenzbereich
Translationseigenschaft im | e/“0* f(¢) F(j(w — wo))
Frequenzbereich
Differentiationssatz 4 f(t) jw - F(jw)
Integrationssatz ft f(r)dr J%F(jw) + 7F(0)80(jw)
Faltungssatz ofo f(D)g(t —7)dr F(jw) - G(jw)
Multiplikationssatz 2w f(t) - g(t) F(jw) * G(jw)
Symmetrieeigenschaften f(t) reell ReF(jw) gerade,
JmF(jw) ungerade
f(¢) reell und gerade F(jw) reell und gerade
f(t) reell und ungerade | F(jw)imag. und ung.
f(t) gerade F(jw) gerade
f(t) ungerade F(jw) ungerade

der Fouriertransformation von Rechteckimpulsen diskutiert (vgl. Abbildung
2.35,S.146).

Die Translationseigenschaft im Zeitbereich (s. Ubung 41) besagt, dass ei-
ne Verschiebung eines Signals auf der Zeitachse (etwa eine in der Praxis oft
vorkommende Signalverzogerung) bedeutet, dass das Betragsamplituden-
spektrum erhalten bleibt (anschaulich: es sind die gleichen Synthesefrequen-
zen beteiligt), die Phasen jedoch frequenzentsprechend und proportional zur
Zeitverschiebung gedreht werden.

Dies wird sofort klar, wenn man sich eine einzelne harmonische Schwingung
einmal im Vergleich mit einer verzogerten Version dieses Signals aufzeich-
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net. Man sieht dann, dass dies in einem (linear) frequenzabhidngigen Pha-
senversatz resultiert und umgekehrt ein solcher Phasenversatz eine zeitliche
Verschiebung produziert (s. Ubung 41).

Die Skalierungseigenschaft im Frequenzbereich ist dual zu der entspre-
chenden Eigenschaft im Zeitbereich. Wird das Spektrum verbreitert (b <« 1)
so bedeutet dies, dass das Zeitsignal schneller variieren muss (hohere Syn-
thesefrequenzen!). Dies wird durch eine Stauchung des Zeitsignals erreicht.
Umgekehrt bedeutet eine Stauchung des Spektrums (b >> 1), dass das Zeitsi-
gnal breiter wird.

Die Translationseigenschaft im Frequenzbereich ldsst sich wie folgt inter-
pretieren: eine Verschiebung im Frequenzbereich bedeutet im Zeitbereich ei-
ne Multiplikation mit einer reinen Schwingung entsprechend der Verschie-
befrequenz und umgekehrt.

Diesen Effekt macht man sich in der Nachrichtentechnik bei der Aufmo-
dulation von Signalen auf hochfrequente Trdager zu Nutze. Man , mischt”
durch Multiplikation mit der Tridgerschwingung das gesamte Nutzsignal-
spektrum in einen Frequenzbereich, in dem fiir die Anwendung giinstige
Ubertragungsbedingungen herrschen. In der Praxis wird allerdings nicht mit
komplexen Schwingungen multipliziert, sondern mit reellen. Die sich daraus
ergebenden zusitzlichen Mischterme werden weggefiltert.

Der Differentiationssatz besagt, dass die Ableitung eines Signals im Zeit-
bereich die Gewichtung des Betragsamplitudenspektrums mit w und eine
allgemeine Phasendrehung um 90° nach sich zieht. Man vergleiche dazu das
Verhalten von Spulen in elektrischen Schaltkreisen [49].

Anschaulich heifit das, dass Signale mit geringen Frequenzen (etwa nahe
Frequenz 0) durch Differenzieren gedampft werden, hohe Frequenzanteile
jedoch werden frequenzproportional verstdrkt. Dies erscheint klar, da die
Ableitung ja gerade die Anderung eines Signals misst. Bei hohen Frequen-
zen ist diese Anderung zwangslaufig stirker und zwar proportional zur Fre-
quenz. Eine einfache Skizze mit zwei harmonischen Schwingungen verdeut-
licht dies.

Der Integrationssatz besagt, dass das Integral eines Signals im Zeitbereich
die Gewichtung des Betragsamplitudenspektrums mit 1 und eine allgemei-
ne Phasendrehung um —90° nach sich zieht. Man vergleiche dazu das Ver-
halten von Kondensatoren in elektrischen Schaltkreisen [49].

Interpretatorisch kann analog zum Differentiationssatz argumentiert wer-
den. Integration geht stets mit einem Mittelungseffekt einher. Dieser wird
umso stédrker, je stiarker das Signal schwankt und fiihrt zur Unterdriickung
dieser Schwankungen (und damit des Signals). Variiert das Signal wenig (na-
he Frequenz 0), so summiert das Integral auf, das Ausgangssignal des Inte-
grierers wird grof. Beides wird durch den Faktor -5 im Spektrum des inte-
grierten Signals gekennzeichnet.

Ubung 41
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Auf die Symmetrieeigenschaften soll hier nicht ndher eingegangen werden.
Es ist fiir manche Rechnungen ganz niitzlich, das Signal in gerade® und un-
gerade Anteile aufzuteilen und die Symmetrieeigenschaften auszunutzen.
Wir machen im Folgenden davon jedoch keinen Gebrauch.

Weitere Beispiele zur Fourier-Transformation

Wir kénnen die allgemeinen Eigenschaften der Fouriertransformation nut-
zen, um ohne grofieren Aufwand die Spektren von weiteren wichtigen Si-
gnalen zu berechnen.

2.32 Beispiel (Gleichsignale)

Aus (148.2) folgt im Sinne verallgemeinerter Funktionen die Beziehung;:
do(t) o — @ 1(w) @ — 0 (). (154.1)

Dabei ergibt sich die Fourier-Riicktransformation von 1(w) formal aus der
Gleichung:

(oo} o0

S0 =5 1)t do=5 [ @tdo=an. 542
2m 27

Man beachte wiederum die Tatsache, dass die Integrale im eigentlichen Sinne

nicht existieren, sondern nur formale Integrale sind.

Aus der obigen Berechnung lédsst sich nun mit Hilfe der Dualititseigenschaft

direkt die Fouriertransformierte der konstanten Zeitfunktion 1(¢) und damit

aller Gleichsignale der Form f(t) = «-1(f), @ € R ableiten. Es muss gelten:

o0

3O (jw) = / 1(t) - et dt

— 00

- (154.3)
1 .

=27 - o / e? 9t dt = 27160 (—w) EL 2mdo(w).
™

Bei dieser Berechnung wurde die formale Ahnlichkeit des Fourierintegrals
und der Riicktransformation (154.2) ausgenutzt und wiederum lediglich die
Rolle von w und ¢ getauscht.

Das Ergebnis entspricht im Ubrigen vollstandig der oben diskutierten Veran-
schaulichung. Das , breite” Zeitsignal 1(¢) hat das (schmalstmogliche) Spek-
trum. Es ist lediglich die Frequenz w = 0 (die ,Frequenz” des Konstantsi-
gnals) an seiner Synthese beteiligt. Dies ist fiir einen Gleichwert unmittelbar
einleuchtend.

39 f(t) heifit gerade, wenn f(t) = f(—t) VtER,
f(t) heilt ungerade, wenn f(—t) = —f(t) VteR.
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Allgemein erhalten wir aufgrund der Linearitdt der Fouriertransformation
fir ein Gleichsignal der Form f(t) = a - 1(t), o € R das Spektrum:

F(jw) =27 a- §(w). (155.1)
||

2.33 Beispiel (Die Sprungfunktion o(t))

Es ist klar, dass die Fouriertransformation der Sprungfunktion nur im distri-
butionellen Sinne existieren kann, da das Fourierintegral

2(jw) = $(o(t)(jw) = /U(t)f’j“’t dt:/e*j“tdt (155.2)
e 0

im gewohnlichen Sinne divergiert.
Aus (80.6) wissen wir jedoch, dass im verallgemeinerten Sinne

t
o(t) = /50(T)d7 (155.3)

gilt. Nach dem Integrationssatz erhalten wir unter Verwendung der Tatsa-
che, dass die Fouriertransformierte des Dirac-Funktionals die Konstantfunk-
tion 1(w) ist:

() = - 7 1(w)op - Go(w) = 7 - do(w) — 2. (155.4)

Jw w
An dieser Stelle sollte iibrigens bemerkt werden, dass es im Allgemeinen
nicht immer richtig ist, die Fouriertransformierte eines Signals mit Hilfe ei-
ner Laplace-Transformations-Tabelle und der Ersetzung s = jw zu bestim-
men. Im Fall des Einheitssprungs wiirde dies das falsche Ergebnis
2(8)|s=jw = l\szjw _1_J (155.5)
] Jw w

liefern. Dies ist aber, wie wir oben gesehen haben, nur die halbe Wahrheit, da
die einseitige Laplace-Transformation offenbar den bei ¢ = 0 stattfindenden
Sprung gar nicht ,wahrnimmt”, wohl aber die Fouriertransformation, die
diesen Ubergang durch einen Dirac-Impuls signalisiert.
Die Bestimmung von H(jw) durch Einsetzen von s = jw in eine Laplace-
Transformierte H(s) ist nur dann problemlos moglich, wenn alle Pole von
H(s) links der imagindren Achse liegen und somit die imagindre Achse
selbst vollstindig im Konvergenzgebiet!’ der Laplace-Transformation liegt.
Das ist im obigen Beispiel des Einheitssprungs nicht der Fall und somit fiihrt
die Ersetzung s = jw auch zu einem falschen Ergebnis! n

40 Halbebene rechts des duflerst rechten Pols!
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2.34 Beispiel (Die Schwingungen sin(wqt), cos(wyt), e7“°?)

Als weitere Anwendungen der Rechenregeln fiir die zeitkontinuierliche Fou-
riertransformation sollen nun die Fouriertransformierten der wichtigsten
Leistungssignale, ndmlich der reellen harmonischen Schwingungen, abgelei-
tet werden. Wie bereits angedeutet, existieren diese nur im distributionellen
Sinne.

Man betrachte zunéchst die komplexe Schwingung e’“°. Als Erstes ergibt
sich aus der Tatsache, dass §(1(¢)) = 27do(w) ist (vgl. (154.3)), und dem Ver-
schiebungssatz im Frequenzbereich, dass

7ot = 70t 1 (t) o — @ 2780 (w — wo) (156.1)

sein muss. Eine komplexe harmonische Schwingung der Frequenz wq wird
also im Spektrum durch einen Dirac-Impuls an der Stelle wy gekennzeichnet
— ein durchaus verniinftiges Ergebnis!

Auf Grund der Euler-Beziehung (vgl. (141.1)) gilt bekanntlich:

cos(wot) = %(ejwot + eTIwoty, (156.2)

Mit (156.1) und der Linearitdt der Fouriertransformation folgt dann unmit-
telbar:

cos(wot) o — @ iy (w — wp) + mdo(w + wp).- (156.3)

Das Spektrum des Cosinus ist also durch zwei Dirac-Impulse bei der positi-
ven und der negativen Frequenz gekennzeichnet! Ferner liefert (156.3) auch
ein Beispiel fiir die in Tabelle 2.2, S. 152 aufgelisteten Symmetrieeigenschaf-
ten. Der Cosinus ist eine reelle, gerade Funktion, also muss sein Spektrum
rein reell und gerade sein. Dies ist offenbar der Fall.

Ebenfalls aufgrund der Euler-Beziehung gilt:

1 . .
sin(wot) = ?(ew”t — emdwoly, (156.4)
J

Mit (156.1) und der Linearitat der Fouriertransformation folgt wieder unmit-
telbar:

sin(wot) o — @ —jmdo(w — wo) + jmdo(w + wo). (156.5)

Das Spektrum des Sinus ist also ebenfalls durch zwei Dirac-Impulse bei der
positiven und der negativen Frequenz gekennzeichnet! Ferner ist der Sinus
eine reelle, ungerade Funktion, also muss sein Spektrum laut Tabelle 2.2 rein
imagindr und ungerade sein. Auch dies ist der Fall.

Insgesamt erhalten wir das, was wir verniinftigerweise erhalten sollten,
ndmlich dass das Spektrum der harmonischen Schwingungen der Frequenz
wo durch diskrete Werte bei eben dieser Frequenz gekennzeichnet ist - welche
anderen harmonischen Schwingungen sollten auch sonst bei der Synthese
beteiligt sein? |
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2.35 Beispiel (Die sinc-Funktion sinc(wyt))

Zundchst einmal rekapitulieren wir, dass nach (146.1) die Fouriertransfor-
mierte des 0-symmetrischen Rechteckimpulses der Dauer 7" und der Hohe

% durch
%rect;p <t + %) o — esinc (g) (157.1)

gegeben ist. Setzt man fiir den Moment einmal ¢ := -=, so kann diese Bezie-
hung auch als

1
—— rectar, (t + 7o) o — e sinc(wtp) (157.2)
27Tt0
geschrieben werden.

Fur die Anwendung der Dualitdtseigenschaft auf sinc(wot) sind zunichst
wieder die Rollen von ¢ und w, sowie tg und wq zu tauschen.

Aufgrund der Dualitdtseigenschaft erhdlt man dann:

sinc(wpt) o — @ 27 rectarw, (—w + Two). (157.3)

TWo

Mit Hilfe der Tatsache, dass die Rechteckfunktion eine gerade Funktion ist,
schlief3t man

1
sinc(wpt) o — e o rectorw, (W + Twp) (157.4)
0

oder, dquivalent dazu,

sinc (@t) o— e rectay, (w + wo). (157.5)
™ wo

Die sinc-Funktion ist also ein ideal bandbegrenztes Signal mit rechteckformi-
gem Spektrum! ||

Tabelle 2.3 gibt zusammenfassend die Fouriertransformierten zu den wich-
tigsten Signalen an. Einige davon sind in den vorangegangenen Beispielen
teilweise schon hergeleitet worden.

Fourier-Transformationen mit MATLAB

Ahnlich wie die Laplace-Transformationen kénnen auch Fouriertransforma-
tionen mit Hilfe der MATLAB Symbolic Math Toolbox bestimmt werden, wo-
bei aber auch hier wieder gilt, dass die Ergebnisse in machen Féllen aufgrund
der Komplexitédt der erhaltenen symbolischen Ausdriicke der Nachbearbei-
tung bediirfen bzw. in anderen Fillen praktisch wenig brauchbar sind.
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Tabelle 2.3: Einige wichtige Fouriertransformationen

Zeitbereich Frequenzbereich
8o(t) 1
1 2700 (w)
o(t) g% + moo(w)
~rectr(t + L) sinc(4L)
rectr(t) Te %% sinc(4L)
sinc(wot) % rectore, (w + mwo)
cos(wot) 7o (w — wo) + 7o (w + wo)
sin(wot) —jmdo(w — wo) + jmdo(w + wo)
elwot 2700 (w — wo)
ool 7
a(t)e ﬁ
ﬁ do(t — nT) wo :i So(w — nwo) mit wo := 2F
g d0(t) (jw)"
lt| -
" 275" L 6o (w)

Zur Bestimmung von Fouriertransformationen und Fourier-Riicktransfor-
mationen stehen die MATLAB-Funktionen fourier und fourier der Sym-
bolic Math Toolbox zur Verfiigung. Wir wollen trotz der angesprochen Méngel
die Verwendung dieser Funktionen kurz an einigen Beispielen demonstrie-
ren (vgl. Datei bspFT.m).

Beginnen wir zunédchst mit harmonischen Schwingungen:

>> % Symbolische Variablen definieren
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>> syms t w wo

>> % Sinus und Cosinus

>> f1 = sin(2xpi*3xt);

>> f2 = cos(2xpix5xt);

>> % Fouriertransformationen berechnen
>> F1 = fourier(f1,t,w)

F1 =

i*pi*(—dirac (w—6+pi)+dirac (w+6x*pi))

>> F2 = fourier(£f1,t,w)
F2 =

i*pix(—dirac (w—6+pi)+dirac (w+6xpi))

Man erhilt offenbar die entsprechenden Ergebnisse aus Tabelle 2.3. Aller-
dings funktioniert dies nicht mehr so gut, wenn auch die Frequenz eine sym-
bolische Variable ist:

>> % Sinus mit symbolischer Variable als Frequenz
>> f3 = sin(w0*t);
>> F3 = fourier(£f3,t,w)

F3 =

1/2+i%(—fourier(exp(i*w0xt),t ,w)+fourier(exp(—i*wO+t),t, w))

Die Fouriertransformierte kann offenbar in dieser allgemeinen Form nicht
bestimmt werden. Anders dagegen fiir Dirac-Impuls sowie Sprung- und
Konstantfunktion (Gleichwert):

>> syms a

>> % Dirac- Konstant- und Sprungfunktion
>> f4 = dirac(axt);

>> f5 = a;

>> f6 = heaviside(axt);
>> F4 = fourier(f4,t,w)
F4 =

1/abs(a)
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>> F5 = fourier(f5,t,w)
F5 =

2+axpixdirac (w)

>> F6 = fourier(f6,t,w)
F6 =

pi+dirac (w)—ixsignum(a)/w

Auch die in Tabelle 2.2 dokumentierten Rechenregeln werden prinzipiell be-
herrscht:

>> {7 = heaviside(axt—1);
>> F7 = fourier(f7,t,w)
F7 =

exp(—i*w/a)*(pi+dirac(w)—ixsignum(a)/w)
Wir tiberpriifen dieses Ergebnis mit Hilfe der Tabellen. Laut Tabelle 2.3 gilt:
1
o(t)o—e 7w + moo(w). (160.1)

Da aber fiira > 0

po=etai- oo (=) =o(-1) s

ist, folgt nach dem Translationssatz:
jw 1
Fr(jw)=¢€e""a - (— + Wéo(w)) . (160.3)

Wenn a < 0 ist, gilt:

ﬁ(t)za(a-t—l)za(—f—i—é) :a(— (t—é)) (160.4)

Dann folgt nach dem Skalierungssatz und dem Translationssatz:

o (20

Jw

(160.5)
+ 7T§0(—w)> .
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Da 6o(—w) = do(w) und % = —jist, fihren (160.3) und (160.5) auf die einheit-
liche Form

jw

Fr(jw) =e " - (—j@ + wéo(w)) , (161.1)

welche der MATLAB-Losung entspricht.
Zum Abschluss noch ein Beispiel fiir die Fourier-Riicktransformation:

>> % Ein Beispiel zur Ricktransformation
>> % Rechteckfenster im Frequenzbereich
>> rect = heaviside(w)—heaviside (w—w0);

>> irect = ifourier(rect, w, t)

irect =

1/2+i/pi/t*(1—exp (ixw0xt))

>> pretty (irect)

1/2 i (—exp(w0 t i) + 1)

pi t
Das Ergebnis ldsst sich wie folgt umformen:

J1—eot) eiwot — 1wy, 1 T eI T
i t) = = -zt - 161.2
.flrect( ) ot 2j7‘(’t e - 2j ( )

Aus der Euler’schen Formel ergibt sich:

in(%2 " wo
firect(t) = ej%tw o ofsm(wfﬂt)
™ T
i (161.3)
= ed%t% — YO0 it gine (ﬂt>
reng2n 2 o

277 wo

Dieses Ergebnis ergibt sich auch aus Tabelle 2.3 und dem Dualitédtsprinzip.
Aus

. T
rectp(t) o — e Te 347 sinc (w_) (161.4)
27
ergibt sich:

™

1 - tT
rectr(—w) e — o Q—Te_jt% sinc (2—> . (161.5)
T
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Mit der Skalierungseigenschaft folgt daraus:

s ™

1 - —t)T
recty(w) e —o 2—Tefj(7t)% sinc (%) . (162.1)

Ersetzt man nun 7" durch wy und berticksichtigt, dass die sinc-Funktion ge-
rade ist, so erhilt man ebenfalls:

recty,, (w) @ — o ;d—;ej%t sinc (;u—;t) . (162.2)

2.5.2 Zeitfensterung und Bandbegrenzung

Aus den bisher hergeleiteten Beziehungen fiir die Fouriertransformation
konnen zwei wesentliche Folgerungen gezogen werden, die systemtheore-
tisch von grofier Bedeutung sind.

Die herzuleitenden Eigenschaften beziehen sich auf das Spektrum so ge-
nannter gefensterter Signale und, entsprechend der dazu dualen Situation,
auf die Zeitsignale bandbegrenzter Spektren.

Fouriertransformation und Zeitfensterung

Bei gefensterten Signalen handelt es sich um Signale, die nur tiber eine end-
liche Dauer — ein Zeit, fenster” — beobachtet werden konnen (was eigentlich
immer der Fall ist). Die Effekte, die dabei entstehen, werden insbesondere
bei der Betrachtung abgetasteter Signale eine grofSe Rolle spielen.

Man betrachte ein Signal f(t) mit Fouriertransformierte F'(jw).

Wird dieses Signal nur tiber einem Zeitintervall [0, 7], T' > 0 beobachtet (ge-
messen) und will man eine Spektralinformation tiber f(¢) aufgrund dieses
Signals gewinnen, so muss man beriicksichtigen, dass man genau genom-
men lediglich das Signal

g(t) == f(t) - rectp(t) (162.3)

und somit eine zeitgefensterte Version von f(¢) zur Verfiigung hat.

Fouriertransformiert man das Signal g(t), so gilt aufgrund des Multiplikati-
onssatzes (vgl. Tabelle 2.2, S. 152):

G(jw) = %F(jw) * §(rectr) (jw). (162.4)
Wegen

1 1 T T
rectp(t) =T - T rectp(t) =T - T recty (t + 3~ 5) (162.5)

und
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%rectT (t + g) o — esinc (g) . (vgl. (146.1)) (163.1)

1 T r_r T g wT (Translationssatz)
— rec — ——)o—ee sinc [ — z
T 2 2 2

folgt (vgl. Tabelle 2.2):
recty(t)o — e Te 9“7 sinc (‘;—T> . (163.2)
T
Somit gilt:
1 T wT
— e — i —JYT g -
g(t)o—e 27TF(jw) * <Te sinc (27? )) . (163.3)

Die Bedeutung dieses Ergebnisses wird erst durch die Betrachtung von Bei-
spielen gefensterter Signale und ihrer Spektren deutlich.

2.36 Beispiel (Fouriertransformation bei Zeitfensterung)

Mit Hilfe von (163.3) ldsst sich etwa sehr leicht das Fourierspektrum einer
gefensterten Cosinusschwingung analytisch angeben.

Es gilt wegen
cos(wot) o — @ T (w — wp) + T (w + wp) (163.4)
und wegen (vgl. (79.6))
do(t —a) xx(t) = z(t — a), (163.5)
dass ein im Zeitintervall [0, 7], T > 0 beobachtetes Cosinussignal
fr(t) = cos(wot) - rectr(¢) (163.6)

der Frequenz wy folgendes Fourierspektrum hat:

Fr(jw) = L (mdo(w — wo) + 7o (w + wo)) * <Tej“’% sinc <£>)
27 27
_1 (Te—j(w—wo)g sine (M)) (163.7)
2 27
+ l (Te—j(w#rwo)?zw sinc ((w + WO)T>) -
2 27

Mit Hilfe von MATLAB und dieser Formel lésst sich das Spektrum fiir ver-
schiedene Beobachtungsdauern (Fensterlingen) 7' berechnen und grafisch
darstellen (vgl. Datei bspSpectFenster.m):
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% Frequenz des Cosinus (in rad/s) definieren

omegal = 3+2x+pi; % 3-Hz Cosinus

Q

% Fensterldnge T definieren

T =1, % Fensterdauer 1 sec

Q

% Frequenzbereich in Hz definieren
frq = (—10:0.01:10);

o

% Frequenzbereich in rad/s berechnen
omega = 2xpixfrq;

% Betrags-Amplitudenspektrum des Signals ausrechnen

F1 = abs(1/2+(Txexp(—j *(omega—omega0)*(T /2)).*...
sinc ((omega—omega0)+T/(2+pi)))+...
1/2%(T+exp(—j »(omega+omegal)+(T /2)).x...

sinc ((omega+omega0)+T/(2xpi))));

% neue Fensterldnge T definieren

T = 3; % Fensterdauer 3 sec

Abbildung 2.36 zeigt den Effekt der Fensterung am Beispiel des Cosinussi-
gnals der Frequenz fy = 3 Hz.

Man erkennt im Falle des grofSen Zeitfensters (1" = 100 s) die Anndherung an
das theoretische Dirac-Spektrum. |

Der Effekt der Fensterung (im Falle der kleinen Zeitfenster deutlich zu er-
kennen) ist eine durch das Spektrum der Fensterfunktion hervorgerufene
Verschmierung des eigentlichen Signalspektrums. Dieser Effekt ist offenbar
um so deutlicher, je kleiner das Zeitfenster ist, d.h. je weniger Information
tiber das eigentliche Signal vorliegt.

Die Fouriertransformation ,misst” also im Fensterungsfall nicht nur die
Spektralanteile des Signals, sondern auch den Effekt des Abschneidens des
Signals. Dies ist bei Spektralanalysen, bei denen das Signal nur kurzzeitig
beobachtet werden kann, besonders unangenehm.

In der Digitalen Signalverarbeitung verwendet man in diesem Fall spezielle
Fensterfunktionen, welche den Abschneideeffekt etwas abmildern konnen.
Wir werden im {ibernédchsten Kapitel hierauf ausfiihrlich eingehen.
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Abb. 2.36: Effekt der Zeitfensterung am Beispiel cos(27 - 3 - t)

Ahnliche, in der Praxis unvermeidbare Effekte erhilt man in der Situation,
in der das Spektrum einer Begrenzung unterliegt.

Fouriertransformation und Bandbegrenzung

Abschneideeffekte im Spektrum konnen etwa bei der Ubertragung von Si-
gnalen tiber Kanile auftreten, die aus physikalischen Griinden nur Signale
einer bestimmten Bandbreite (oder Signale in einem bestimmten Frequenz-
band) tibertragen konnen.

Hat das Signal ein Spektrum, welches {iber dieses Band herausragt, so wer-
den Spektralanteile unterdriickt (abgeschnitten). Oft ist dieses Verhalten
auch gewollt und wird durch spezielle LTI-Systeme (Filter) hervorgerufen.
Im beiden Féllen macht sich der Effekt der Bandbegrenzung im Zeitbereich
bemerkbar, und zwar aufgrund des Dualitdtsprinzips der Fouriertransfor-
mation in dhnlicher Weise wie bei der Fensterung im Zeitbereich.

Man betrachte wieder ein Signal f(¢) mit der Fouriertransformierten F'(jw).
Wird das Spektrum dieses Signals nur iiber einem Frequenzintervall
[—wo,wo} mit wg > 0 betrachtet, so betrachtet man genau genommen
ein Signal mit folgendem Spektrum:

G(jw) := F(jw) - rectay, (w + wp). (165.1)

Fourierriicktransformiert man G(jw), so gilt aufgrund des Faltungssatzes:
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g(t) = f(t) * F (rectaw, ) (1). (166.1)
Wegen
. 1
sinc(wot) 0 — @ — rectany, (W + Two) (166.2)
wo
(vgl. Tabelle 2.3) folgt:
rectoy, (w + wp) @ — o 20 ginc (ﬂt) . (166.3)
7r T

Somit gilt fiir das zum bandbegrenzten Signal gehorige Zeitsignal:
_ ©0 e (20
g(t) = f(t) « (2 -sine (1)) (166.4)

Gleichung (166.4) zeigt, dass man durch Abschneiden im Frequenzbereich
im Zeitbereich ebenfalls einen durch die sinc-Funktion hervorgerufenen Ver-
schmierungseffekt erhalt.

2.37 Beispiel (Fouriertransformation bei Bandbegrenzung)

Wir illustrieren dies am Beispiel des Rechteckimpulses der Dauer 1 (f(t) =
rectq (t)) und realisieren die Faltung aus (166.4) approximativ mit Hilfe von
MATLAB (vgl. Datei bspGibbs.m):

% Bandbegrenzung in Hz definieren (1. Beispiel)
fo = 3;

% Bandbegrenzung in rad/s berechnen

omeg0 = 2xpixf0;

% Zeitdiskretisierung festlegen

dt = 0.01;

% Zeitbereich fir die Rechteckfunktion definieren
tl = (=5:dt:5);

rectl = (t1>0 & t1<1);

% Zeitbereich fir die Sinc-Funktion und
% Sinc-Funktion definieren

t2 = (—20.0:dt:20);

sincf = (omeg0/pi)=*sinc(t2+omeg0/pi);

% Faltung der Funktionen mit der MATLAB-Funktion
% conv berechnen; Skalierung mit dt zur Approximation
o

% 0-ter Ordnung des Integrals (Treppenfunktion)
functgl = dtxconv(rectl , sincf);
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% Zeitbereich fir die Faltung definieren
t = (—25.0:dt:25);

%%

% Bandbegrenzung in Hz definieren (2. Beispiel)
fo = 21;

% Bandbegrenzung in rad/s berechnen

omeg0 = 2+pi+f0;

% Sinc-Funktion definieren

sincf = (omeg0/pi)+*sinc(t2+omeg0/pi);

% Faltung der Funktionen mit der MATLAB-Funktion
conv berechnen; Skalierung mit dt zur Approximation
% 0-ter Ordnung des Integrals (Treppenfunktion)
functg2 = dtxconv(rectl , sincf);

oe

Abbildung 2.37 zeigt die Zeitfunktionen des bandbegrenzten Rechtecksi-
gnals fir die Bandgrenzen wy = 27 - 3rad/s und wy = 27 - 21rad/s.

1.2

-04 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4
Zeit/s

Abb. 2.37: Effekt der Bandbegrenzung am Beispiel rect; (t)

Man erkennt die Anndherung an das ideale Rechtecksignal fiir wachsende
Bandbreite und in beiden Fillen deutliche, so genannte ,,Uberschwinger”
an den Sprungstellen der Rechteckfunktion, die von den (durch die Band-
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begrenzung bedingten) fehlenden hochfrequenten Signalanteilen herriihren,
die notig wéren, um den harten Ubergang im Signal zu synthetisieren. ___H

Ubertrédgt man ein Signal iiber einen Kanal endlicher Bandbreite, so findet
zwangsldufig eine Bandbegrenzung statt.

Das empfangene Signal weist im Zeitbereich dann Uberschwinger an den
scharfen Ubergéngen auf, dhnlich wie bei dem Rechteckimpuls im berechne-
ten Beispiel. Interessanterweise werden diese Uberschwinger zwar mit zu-
nehmender Bandbreite enger, ihre Héhe unterschreitet einen gewissen Wert
jedoch nicht! Dieser Effekt ist als das so genannte Gibbs’sche Phinomen be-
kannt.

2.5.3 LTI-Systeme im Frequenzbereich

Eingangs Abschnitt 2.5 wurde bereits gezeigt, dass sich die Antwort eines
LTI-Systems & mit Impulsantwort h(t) auf eine komplexe harmonische Er-
regung mit Hilfe der Fouriertransformierten H (jw) der Impulsantwort be-
stimmen lasst:

G(ejm) = h(t) * eIwt = / h(T)ejw(t_T) dr
.7 (168.1)
= eIt / h(T)e 9T dr = H(jw) - eIt

Auf Seite 148 wurde gezeigt, dass sich die Signale der wichtigsten Signal-
klassen als Uberlagerung komplexer harmonischer Schwingungen schrei-
ben lassen. Anders gesagt, diese Signale haben ein Fourierspektrum und die
Fourier-Riicktransformation (148.1) gibt an, wie diese Uberlagerung (theore-
tisch) mit Hilfe der Spektralanteile erzeugt werden kann.

Diese zusatzliche Information ldsst nun (168.1) in einem neuen Licht erschei-
nen. Da LTI-Systeme linear sind, sollte sich die Systemantwort auf ein Ein-
gangssignal x(t) mit einer entsprechenden Uberlagerung der Signalanteile
H(jw) - e’ darstellen lassen.

Wir kénnen dies durch Berechnung des Spektrums des Ausgangssignals ve-
rifizieren.

Sei y(t) = h(t) * z(t) die Antwort eines LTI-Systems & mit Impulsantwort
h(t) auf ein Eingangssignal z(¢). Dann gilt:

o0

V() i= Su(®)w) = [ ve " d

— 00

(168.2)

o0

- 7 / h(r)a(t — 7)e 9t dr dt.

— 00 —O0
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Vertauscht man die Integration, so erhilt man:
Y (jw) = / h(T) |:/ x(t —7)e It dt} dr. (169.1)
Substituiert man im inneren Integral ¢’ := ¢t — 7, so ergibt sich:
Y(jw) = / h(r / o(te et dt' | e dr
(Jw) ) ()[ () (169.2)
— H(jw) - X (jw).

Wir kénnen damit insgesamt Folgendes festhalten:

~

/Es sei h(t) die Impulsantwort eines zeitkontinuierlichen LTI-Systems
S : z(t) — y(t). Dann wird das LTI-System im Frequenzbereich durch
Multiplikation mit der Ubertragungsfunktion (Ubertragungsfunktion
im Frequenzbereich)

H(jw) :=§(h)(jw) (169.3)

beschrieben. Es gilt mit X (jw) := §(z)(jw) und Y (jw) := F(y)(jw):

Y (jw) = H(jw) - X (jw). (169.4)
- )

Die Ubertragungseigenschaft im Frequenzbereich ist dabei analog zu der im
Bildbereich (109.3) und kann aufgrund der Ahnlichkeit von Laplace- und
Fouriertransformation aus dieser leicht abgeleitet werden. Dies haben wir
bereits eingangs des Abschnittes (vgl. Gleichung (142.3)) festgestellt. In der
Tat gilt:

Ist & : z(t) — y(t) ein kausales, zeitkontinuierliches LTI-System (mit
kausaler Impulsantwort h(¢)) und existiert H(s) an einer Stelle s = j - w
der imagindren Achse, so stimmen Laplace- und Fouriertransformation
dort tiberein, d.h.

H(jw) = H(8)|s=j.w- (169.5)

- J
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Insbesondere kann fiir stabile Systeme, deren Ubertragungsfunktion H (s)
im Bildbereich ja auf der ganzen imagindren Achse existiert, die Ubertra-
gungsfunktion im Frequenzbereich auf diese Weise einfach bestimmt wer-
den.

Das Ubertragungsverhalten wird nach (169.4) durch die Reaktion des Sys-
tems auf die komplexen harmonischen Schwingungen e’“! vollstindig be-
stimmt!

Die Werte H (jw) der Ubertragungsfunktion im Frequenzbereich umfassen
dabei die im Beispiel 2.5 (im eingeschwungenen Zustand) beobachteten Am-
plituden- und Phasendnderung des Ausgangssignals gegeniiber dem Ein-
gangssignal. Gleichung (168.1) zeigt auch, dass die Frequenz nicht gedndert
wird.

Trégt man nun Betrag und Phase der komplexen Eigenwerte H(jw) tiber der
so genannten Kreisfrequenz w auf (alternativ tiber der Frequenz in Hz), so
erhilt man einen Gesamtiiberblick iiber das Ubertragungsverhalten des LTI-
Systems beziiglich der Frequenz.

-

Die Funktionen

~

w — [H(jw)], (170.1)
und w — arg(H (jw)) (170.2)

heilen Amplitudengang ((Betrags-)Frequenzgang) und Phasengang
des durch die Frequenz-Ubertragungsfunktion H(jw) beschriebenen
LTI-Systems.

Die grafische Darstellung dieser Funktionen tiber der (Kreis-)Frequenz w
heifit das Bode-Diagramm des Systems. )

Abbildung 2.38 zeigt beispielhaft das Bode-Diagramm des schon ofter be-
trachteten RC-Tiefpasses mit Zeitkonstante 7' = 1, wie es etwa mit dem
MATLAB -Kommando bode berechnet werden kann. Die Funktion bode
stiitzt sich dabei auf die schon verwendeten méachtigen Funktionen zur De-
finition von Ubertragungsfunktionen (z.B. t£ ) und nicht auf die Funktio-
nen zur Fouriertransformation der Symbolic Math Toolbox (vgl. bspbode-
Diag.m):

Ubertragungsfunktion des RC-Tiefpass
definieren

1;

tf(’s’);

1/(s+1);

T w = o0 oe

% Frequenzvektor in rad/s definieren
omegs = (0:0.1:20);



2.5 Signale und LTI-Systeme im Frequenzbereich 171

% Bode-Diagramm berechnen
[Ampg, phasg] = bode(H, omegs);

% Plot des Bode-Diagramms ("von Hand"

% Ohne die Rickgabewerte wird der Plot

% automatisch ausgefihrt ist aber nicht so
% flexibel)

Ampg = Ampg(:); % Vektor erzeugen
phasg = phasg (:); % Vektor erzeugen
subplot(211)

semilogx(omegs, 20+xlog10(Ampg), ’'b’, ’Linewidth’ ,3);
grid
axis ([0, omegs(end), min(20x1log10(Ampg)) —3,...

max (20+log10 (Ampg))+3])
xlabel (’Frequenz/rad/s")
ylabel ('dB”")
subplot(212)
semilogx(omegs, phasg, ’'k’, ’Linewidth’ ,3);
grid

axis ([0, omegs(end), min(phasg), max(phasg)])
xlabel (’Frequenz/rad/s")
ylabel ('rad”)

Solche Bode-Diagramme lassen sich oft auch ohne Verwendung eines Pro-
gramms kurz mit Hilfe so genannter charakteristischer Eckfrequenzen von
Hand skizzieren. Im logarithmischen Plot werden dann die Betrdge der
(meist) rationalen Ubertragungsglieder H(jw) zu Geradenabschnitten, die
je nach Grad der rationalen Funktion mit 20, 40,60 dB u.s.w. ab der Eckfre-
quenz abfallen*!. Im der Abbildung 2.38 etwa sind beispielhaft zum Ver-
gleich die 3-dB-Grenzfrequenz w = 7. = 1 und die sich daraus ergebenden
asymptotischen Amplitudengangabschnitte eingetragen.

2.5.4 Fourierreihenentwicklung periodischer Signale

Zum Standardprogramm der Ingenieurmathematik gehort, da Sie nur ele-
mentare Kenntnisse der Integralrechnung voraussetzt, meist eine andere
Zeit-Frequenztransformation als die zeitkontinuierliche Fouriertransforma-
tion. Diese ist die so genannte Fourierreihenentwicklung fiir periodische
Signale.

41 Es ist iiblich, dass die Verstidrkung eines Systems im logarithmischen Mafstab angegeben
wird, da die meisten Verstarkungskennlinien dann in Geraden {ibergehen oder sich durch
Geraden anndhern lassen. Ist a die (dimensionslose) Verstarkung, so ist das logarithmische
Leistungsverstirkungsmag als 10 - log;o(«) und das Amplitudenverstirkungsmas als 20 -
log; () in dB (Dezibel) definiert.
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Abb. 2.38: Bode-Diagramm des RC-Tiefpasses mit Zeitkonstante T' = 1

Die wichtigsten Eigenschaften dieser Transformation sollen im vorliegenden
Paragraphen in aller Kiirze dargestellt werden*?. Von besonderem Interes-
se wird dann im darauf folgenden Abschnitt sein, welcher Zusammenhang
zwischen dieser Transformation und der (distributionellen) kontinuierlichen
Fouriertransformation dieser Signale besteht.

Zentrale Aussage des von Fourier (1768-1830) entdeckten Reihenentwick-
lungssatzes ist, dass eine grofie Klasse von Funktionen tiber einem Intervall
und damit auch von periodischen Fortsetzungen dieser Funktion auf die re-
elle Achse, als Reihe (Uberlagerung) von Sinus- und Cosinussignalen darge-
stellt werden kann.

Diese Reihendarstellung ist somit eine andere Form der Darstellung des
Frequenzinhaltes dieser Signale und stellt gewissermafien einen Spezialfall
der allgemeineren zeitkontinuierlichen Fouriertransformation dar.

Dieses Resultat ist im Laufe der Jahre unter immer schwécheren Vorausset-
zungen fiir eine immer groflere Signalklasse (unter anderem auch im Sin-
ne verallgemeinerter Funktionen, vgl. Anhang A) bewiesen worden, sodass
man in der Praxis nahezu jedes periodische Signal (zumindest theoretisch)
so darstellen kann.

Die Fourier’schen Resultate beantworten die Frage, inwieweit Funktionen
auf einem Intervall [a,b] C R der Breite T > 0 als Uberlagerung trigonome-

42 Fiir eine detaillierte Diskussion des Stoffes sei auf die einschligige Literatur zur Ingenieur-
mathematik [55] verwiesen.
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trischer Funktionen dargestellt werden konnen und wie diese Uberlagerung
zu ermitteln ist.

Eine dazu dquivalente Version formuliert dieses Resultat fiir T-periodische
Funktionen (periodische Signale der Periodendauer T'). In der Tat besteht
zwischen den Versionen kein Unterschied, da eine periodische Funktion
durch ihre Werte auf einem beliebigen Periodizitédtsintervall der Dauer T ein-
deutig bestimmt ist.

Wir werden im Folgenden stets von T-periodischen Signalen sprechen und
uns i.Allg. auf das Periodizitétsintervall [0, 7] C R beziehen.

Bei der gesuchten Uberlagerung unterscheiden wir, ob das Signal aus kom-
plexen oder reellen Schwingungen synthetisiert werden soll. Genauer defi-
niert man im reellen Fall:

Sei f(t) ein T-periodisches Signal und wy := 2% die zur Periodendauer
gehorige Kreisfrequenz.

Dann heifst eine Darstellung der Form
F) = “_20 + 3 agcos(kwot) + by sin(kwot),  ax,br €R  (173.1)
=il

eine reelle Fourierreihenentwicklung von f(t).

- J

Im komplexen Fall definiert man:

Sei f(t) ein T-periodisches Signal und wy := 2% die zur Periodendauer
gehorige Kreisfrequenz.

Dann heifst eine Darstellung der Form

f&)= > et g eC (173.2)

k=—00

eine komplexe Fourierreihenentwicklung von f(¢).

- J

Die gesuchte Uberlagerung ist also ausschlieflich durch Schwingungen ge-
kennzeichnet, deren Frequenz (in Hz) 1/T entspricht oder ein ganzzahliges
Vielfaches hiervon ist. Die Spektralinformation ist in den Koeffizienten der
Uberlagerung codiert. Fiir diese Groflen sind folgende Bezeichnungen ein-
gefiihrt:
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Die Frequenz wy := 2% rad/s heifit Grundfrequenz der Fourierreihen-
entwicklung und die Frequenz k - wgorad/s, k > 2 die k-te Harmonische
(bzw. k — 1-te Oberwelle).

Die Koeffizienten ay, br, k& € Ny heiSen reelle Fourierkoeffizienten, die
Koeffizienten ¢y, k € Z heiflen komplexe Fourierkoeffizienten.

Natiirlich ist klar, dass ein komplexwertiges Signal nur eine komplexe Fou-
rierreihenentwicklung haben kann. Bei reellen Signalen sind im Existenzfall
beide Reihenentwicklungen bestimmbar und die Koeffizienten kénnen mit
einfachen Umrechnungen ineinander tiberfiihrt werden (s.u.).

Die Frage, welche T-periodischen Signale sich in dieser Weise darstellen las-
sen, ist nicht so leicht zu beantworten. In der Tat wiirde ein Beweis des fol-
genden Satzes*®, der diese Frage beantwortet, den Rahmen dieses Buches bei
Weitem sprengen®*, sodass wir dieses Resultat nur zitieren wollen.

~

/Sei f(t) ein (reelles) T-periodisches Signal, welches im Periodizitdtsinter-
vall folgende Voraussetzungen erfiillt:

(@) f(¢) ist bis auf endlich viele Sprungstellen stetig und monoton,
(b) die links- und rechtsseitigen Grenzwerte an den Sprungstellen exis-
tieren.

Dann konvergiert die gemafl Gleichung (173.1) und (173.2) gebildete re-
elle bzw. komplexe Fourierreihe an allen Stetigkeitsstellen gegen f(¢).

An allen Unstetigkeitsstellen ¢y konvergieren sie gegen den Mittelwert
der links- und rechtsseitigen Grenzwerte 3 [f(to+) + f(to—)]! )

Die Darstellung des Signals durch die Fourierreihe ist dartiber hinaus ein-
deutig, d.h. es gibt keine andere Reihendarstellung mit Harmonischensigna-
len.

Die genannten Existenzbedingungen fiir eine Fourierreihenentwicklung hei-
Ben Dirichlet-Bedingungen. Es handelt sich dabei in der Tat um nur sehr
schwache® Voraussetzungen, sodass die Fourierreihenentwicklung in der
Praxis immer ermittelt werden kann.

Da das Existenzproblem praktisch keine Rolle spielt, besteht die Aufgabe bei
der Fourierreihenentwicklung lediglich in der Berechnung der Fourierkoef-
fizienten.

43 Fiir eine Erweiterung des Satzes auf den distributionellen Fall siehe Anhang A.

44 ynd im Ubrigen auch nichts zum systemtheoretischen Verstandnis zusitzlich beitragen

45 Die Dirichlet-Bedingungen sind praktisch immer erfiillt. Der Leser versuche einmal eine
Funktion zu zeichnen, die diese Bedingungen nicht erfiillt. Es wird ihm nicht gelingen.
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Léasst sich ein (reelles bzw. komplexes) T-periodisches Signal f(¢) in der
Form

F(t) = “2—0 + 3" ai cos(kwot) + by sin(kwot), ar, by € R (175.1)
k=1
resp.
fy= > et g ecC (175.2)
k=—o0

darstellen, so gilt fiir die reellen Fourierkoeffizienten:

4 N

f(t) cos(kwot) dt ¥V k € Ny, (175.3)

HIN’

f(t)sin(kwot)dt VYV ke N. (175.4)

HIN

i
-4

- J

Fiir die komplexen Fourierkoeffizienten erhélt man:

T
k= — / ft)e kot gt vk eZ. (175.5)
0

Die komplexe Reihendarstellung (173.2) und die Formel zur Berech-
nung der komplexen Fourierkoeffizienten (175.5) sind gewissermafien
das Pendant zum den Gleichungen (148.1) und (143.1) fiir die Fourier-
Riicktransformation und die zeitkontinuierliche Fouriertransformation.

Die Ermittlung der Fourierkoeffizienten (die Spektralinformation) ent-
spricht der Fouriertransformation, die Darstellung des Signals mit Hilfe der
Fourierkoeffizienten entspricht der Riicktransformation!

Zum Abschluss muss noch auf den Zusammenhang zwischen reellen und
komplexen Fourierreihen hingewiesen werden. Fiir reelle Signale gibt es, wie
bereits erwdhnt, beide Darstellungen (wobei im Folgenden meist die kom-
plexe verwendet werden soll).
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Die Umrechnung zwischen beiden Darstellungen ist einfach und ergibt sich
im Wesentlichen aus der Euler’schen Beziehung zwischen der komplexen
Exponentialfunktion und den reellen trigonometrischen Funktionen.

Es gilt ja:
ay, cos(kwot) + by, sin(kwot)

— a/kl (ejkuJot 4 efjk’u)()t) + bki (ejk‘WQt o efjkwt']t)
9 .

(
1 1 , 1 1 .
Z b Jkwot - S A —jkwot
(2ak+2j k)e +(2ak 2 k]e

= ¢pe?hot 4o ed(TRwot ke N,

Die letzte Gleichung folgt dabei aus der Eindeutigkeit der komplexen Fou-
rierreihendarstellung.

Diese Uberlegungen lassen sich wie folgt zusammenfassen:

Gesitzt ein reelles T-periodisches Signal eine Fourierreihenentwicklung,\
so gelten fiir die reellen und komplexen Fourierkoeffizienten folgende
Beziehungen:

1 1
op— <§ak + 2—jbk) , (176.2)
1 1
C = <§ak - Q_jbk) ) (176.3)
c_ =y, VkeZ, (176.4)
ap = 2m€(Ck), b, = —23m(ck) VkéeN. (1765)

- )

Damit sind nun alle wesentlichen Tatsachen {iiber die Fourierreihenentwick-
lung zusammengetragen, um im folgenden Abschnitt die Beziehung zwi-
schen den beiden Spektralberechnungs-Konzepten fiir periodischen Signale,
nédmlich der Fourierreihen-Entwicklung einerseits und der (distributionel-
len) zeitkontinuierlichen Fouriertransformation andererseits, untersuchen
zu konnen.

2.5.5 Der Zusammenhang zwischen der zeitkontinuierlichen
Fouriertransformation und der (komplexen) Fourierrei-
henentwicklung

In der Tat haben wir in den vorangegangenen beiden Abschnitten zwei ver-
schiedene Methoden fiir die Beantwortung einer Frage entwickelt, ndmlich
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der, welchen spektralen Inhalt (welches Spektrum) ein periodisches Signal
hat.

Wir wollen dies anhand eines einfachen Beispiels rekapitulieren.

2.38 Beispiel (Fourierreihen, Fouriertransformation)

Man betrachte das einfache 27-periodische Signal
f(t) =sin(27t) + % cos(4mt). (177.1)

Dieses Signal besitzt eine sehr einfache reelle Fourier-,,Reihen”-Entwicklung,
namlich:

f(t) = sin(27t) + % cos(4mt). (177.2)

Dies ergibt sich aus der Tatsache, dass (177.1) schon eine Darstellung von
f(t) mit Hilfe einer Schwingung sin(wt) und zugehorigen Oberwellen ent-
sprechend (173.2) ist und diese Darstellung eindeutig ist.

Damit erhalten wir fiir die reellen Fourierkoeffizienten ay, by, k € N:

o= )12 for k=2, (177.3)
0 fur k #2,

by, = 1 fir k=1, (177.4)
0 fur k#1.

Nach (176.2) gilt dann fiir die Koeffizienten der komplexen Reihenentwick-
lung ¢y, k € Z:

C = (%a“ﬂ + %b”ﬂ)
/4 fir k==+2,
—j/2 fir k=1,
/2 fir k= —1,

0 fiir k& sonst.

(177.5)

Man erhilt somit folgende komplexe Fourierreihenentwicklung (Grundfre-
quenz ist wg = 2m):
1 . i » 1 .
fi) = Ze_]2w°t + %e_-w“t — %e-wot + Zeﬂ“’ot. (177.6)
Andererseits kann f(¢) nach (156.3) und (156.4) direkt im verallgemeinerten
Sinne fouriertransformiert werden. Mit Hilfe der dort hergeleiteten zeitkon-
tinuierlichen Fouriertransformationen von Sinus und Cosinus erhélt man:
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S(f)(jw) = —jmdo(w — wo) + jmdo(w + wo)

1 1
—+ 57('50((4} — 2(4)0) + 571’50(&1 -+ 2(4}0)

1
= iﬂéo(w + 2&)0) +j7r50(w + wo)

. 1 (178.1)
— jmdo(w — wo) + iﬁéo(w — 2wp)
=27 - i ~50(W+2W0)+2’/T‘ % ~50(w+w0)
1

—27T~%-50(w—w0)+27r-Z-do(w—Qwo).

Dies ist ein Spektrum mit Dirac-Impulsen bei den Frequenzen +wg und
+2wy, deren Gewichte bis auf den Faktor 27 denen der entsprechenden kom-
plexen Fourierkoeffizienten aus Gleichung (177.6) entsprechen.

Wir erhalten also identische Spektralinformationen! |

Die Uberlegungen aus Beispiel 2.38 lassen sich auf die allgemeine Situation
tibertragen.

Nach Gleichung (156.1) und aufgrund der Linearit4t*® der Fouriertransfor-
mation gilt unmittelbar:

s( > ckej’wot> = > (e7Fr) (178.2)

k=—o00 k=—o0
= > e2mdo(w —kwo) = Y (2mex) do(w — kwp).
k=—o0 k=—oc0

x .
Ein Signal mit komplexer Fourierreihenentwicklung "  ce/*o besitzt al-
k=—o0

so ein Dirac-Impuls-Spektrum der Form Y~ (2mcg) do(w — kwo).
k=—oc0
Damit erhalten wir das folgende allgemeine Resultat:

Sei f(t) ein T-periodisches Signal mit Fourierspektrum F'(jw) und kom-
plexer Fourierreihenentwicklung mit Fourierkoeffizienten (¢ )xez.
Dann gilt (wie tiblich mit wy = 27/T):

F(jw)= Y (2mex)do(w — kwo). (178.3)

k=—oc0

- J

46 Streng genommen muss hier noch untersucht werden, inwiefern und in welchem Sinne
Transformation und Reihenkonvergenz vertauscht werden kénnen. Ggf. muss die Reihen-
konvergenz im distributionellen Sinne aufgefasst werden. Eine Diskussion dieses Aspekts
wiirde hier zu weit fiithren.
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Bis auf den Faktor 27 liefern beide Transformationen fiir das periodische Si-
gnal f(t) die gleiche Spektralinformation!

2.5.6 Ubungsaufgaben
Ubung 40 ( Losungsband Seite 95)

Berechnen Sie mit MATLAB die Fouriertransformation des Einheits-Recht-
eckimpulses rectq (¢).
Hinweis: Verwenden Sie die MATLAB-Funktion fiir o(t)!

Ubung 41 ( Losungsband Seite 96)

Weisen Sie durch formale Anwendung der Rechenregeln der Integrations-
theorie folgende Eigenschaften der Fouriertransformation nach:

(a) den Multiplikationssatz,
(b) die Skalierungs- und Translationseigenschaft im Zeitbereich,
(c) die Skalierungs- und Translationseigenschaft im Frequenzbereich.

Ubung 42 ( Losungsband Seite 98)

Weisen Sie mit Hilfe der Fouriertransformierten der Sprungfunktion o(¢)
und mit Hilfe des Faltungssatzes den Integrationssatz der Fouriertransfor-
mation nach.

Ubung 43 ( Losungsband Seite 99)

Betrachten Sie das Signal x(t), welches durch die Grafik in Abbildung 2.39
dargestellt wird.

(a) Bestimmen Sie fiir z(¢) eine Funktionsvorschrift in geschlossener Form*.

(b) Bestimmen Sie mit Hilfe der Rechenregeln fiir die Fouriertransformation
das Spektrum X (jw) dieses Signals.

(c) Skizzieren Sie das Amplitudenspektrum |X (jw)| des Signals.

(d) Ist das Signal bandbegrenzt?

Ubung 44 ( Losungsband Seite 101)
Betrachten Sie das folgende, pulsartig auftretende Schwingungssignal:

£(t) = { cos(dmt) fur te[-1,3], (179.1)
0 sonst.

47 D.h. es soll keine Fallunterscheidung verwendet werden. Das Signal ist durch einen Funk-
tionsausdruck zu beschreiben, der sich aus bekannten Funktionen zusammensetzt.
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Abb. 2.39: Kausales Signal

(a) Plotten Sie das Signal f(¢) mit Hilfe von MATLAB.

(b) Stellen Sie das Signal in geschlossener Form als Produkt zweier geeigne-
ter Signale dar.

(c) Bestimmen Sie mit Hilfe von Aufgabenteil (b) die Fouriertransformierte
F(jw) des Signals.

Ubung 45 ( Losungsband Seite 102)

(a) Berechnen Sie mit Hilfe der Dualitédtseigenschaft der Fouriertransforma-
tion die Fouriertransformierte von:

sinc <£> , T#0,TeR. (180.1)
2w
(b) Berechnen Sie mit Hilfe von Aufgabenteil (a) die Fouriertransformierte
von:
sin(mt) ' (180.2)
t

(c) Berechnen Sie mit Hilfe von Aufgabenteil (b) und mit dem Faltungssatz
der Fouriertransformation die Fouriertransformierte von:

sin(wt)  sin(mt) ' (180.3)

Tt it

Ubung 46 ( Losungsband Seite 103)

Bestimmen Sie mit Hilfe der Rechenregeln fiir die Fouriertransformation
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(a) das Signal zur Fouriertransformierten

X(jw) = 2[4 —1) =9 1
(Jw) [00(w = 1) = do(w + 1)] (181.1)
+ 3 [0p(w — 27) — do(w + 27)],
(b) die Fouriertransformierte zum Signal sin(27 3(t — 2)).

Hinweis: Machen Sie sich zu Aufgabenteil (a) eine Skizze.

Ubung 47 ( Losungsband Seite 104)

Die folgenden Probleme konnen Sie mit Hilfe der Rechenregeln fiir die zeit-
kontinuierliche Fouriertransformation 16sen:

(a) Bearbeiten Sie Ubung 18 noch einmal, indem Sie dy(bt) zunéchst fourier-
transformieren und dann auf geeignete Weise wieder zuriicktransfor-
mieren.

(b) Berechnen Sie die Fouriertransformierte von &, (t).

Ubung 48 ( Losungsband Seite 105)

Weisen Sie nach, dass das Signal

—t .
a(t) =4 far ¢>0, (181.2)
0 fur ¢<0
das Spektrum
1
X(jw) = .
(jw) 5w (181.3)
besitzt.

Kontrollieren Sie ihr Ergebnis mit MATLAB.

Ubung 49 ( Losungsband Seite 106 )

Abbildung 2.33, S. 141 zeigt die Reaktion eines RC-Tiefpasses mit Zeitkon-
stante T = 1, also eines Systems mit der Ubertragungsfunktion im Bildbe-
reich

- 1
1+’

H(s)

auf die Erregung durch harmonische Schwingungen mit der Frequenz f =
0.2Hz bzw. f = 2.0 Hz im eingeschwungenen Zustand. Die Eingangssignale
haben jeweils die Amplitude A = 1.

Rechnen Sie nach, dass die jeweiligen Ausgangssignale die in der Abbildung
2.33,S. 141 eingetragenen Amplituden und Phasenlagen haben.

(181.4)
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Ubung 50 ( Losungsband Seite 110)

Ein RC-Tiefpass soll so ausgelegt werden, dass die Amplitude einer Sinus-
schwingung von 10kHz um 15dB geddmpft wird. Die Dampfung bei 0 Hz
soll auf 0 dB normiert sein.

(a) Wie muss die Zeitkonstante gew&hlt werden, damit diese Bedingungen
erftillt sind?

(b) Uberpriifen Sie Thr Ergebnis mit Simulink, indem Sie ein entsprechendes
Testsystem entwerfen.

(c) Uberpriifen Sie Thr Ergebnis mit MATLAB durch Anwendung der Funk-
tion bode.

Ubung 51 ( Losungsband Seite 112)

Betrachten Sie den Tiefpass aus Ubung 50 erneut.

(a) Welche Dampfung erfihrt eine Cosinusschwingung der Frequenz 1kHz
durch den Tiefpass?

(b) Wie grofi ist die Zeitverzogerung, die dieses Signal erfahrt?

(c) Uberpriifen Sie Ihre Ergebnisse mit dem in Ubung 50 erstellten Simulink-
System.

(d) Uberpriifen Sie Thre Ergebnisse mit MATLAB durch Anwendung der
Funktion bode.

(e) Bestimmen Sie mit der Funktion bode das komplette Bode-Diagramm
und stellen Sie dieses grafisch dar.

Ubung 52 ( Losungsband Seite 116)
Ein LTI-System G reagiert auf ein Eingangssignal z(t) = €/“' mit der Ant-
wort

ejw(t—Q)

. 182.1
1+ jw ( )

y(t) =

(a) Bestimmen Sie die Ubertragungsfunktion des Systems im Frequenzbe-
reich.

(b) Bestimmen Sie die Impulsantwort des Systems.

Ubung 53 ( Losungsband Seite 117)

Betrachten Sie ein zeitkontinuierliches LTI-System mit folgendem Frequenz-
gang:

a— jw

H(jw) = a > 0. (182.2)

a+jw’
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(a) Berechnen Sie Amplituden- und Phasengang dieses Systems. Um wel-
chen Filtertyp handelt es sich hier? Priifen Sie Ihr Ergebnis grafisch mit
Hilfe der MATLAB-Funktion bode.

(b) Berechnen Sie die Berechnen Sie die Impulsantwort des Systems. Priifen
Sie Ihr Ergebnis mit Simulink, indem Sie mit Hilfe eines Blocks, welcher
die zugehorige Ubertragungsfunktion im Bildbereich reprasentiert, und
mit Hilfe des Simulink-Blocks aus der Datei dirac_Impuls.mdl der Be-
gleitsoftware ein entsprechendes Testsystem aufbauen.

(c) Berechnen Sie die Antwort des Systems auf
z(t) =e a(t), b>0, (183.1)

fiir b # a.
Priifen Sie Ihr Ergebnis mit Hilfe einer entsprechenden Modifikation des
unter Aufgabenteil (b) entworfenen Testsystems.

Ubung 54 ( Losungsband Seite 124 )

Betrachten Sie ein zeitkontinuierliches LTI-System mit folgendem Frequenz-
gang:
H(jw) ! (183.2)
W)= —7——7""T=- .
SR EL
(a) Konstruieren Sie eine Realisierung des Systems als Hintereinanderschal-
tung dreier Systeme 1. Ordnung.
(b) Gibt es fiir dieses System eine Realisierung durch Parallelschaltung drei-

er Systeme 1. Ordnung?

Ubung 55 ( Losungsband Seite 125)

Ein akustisches Signal z(¢) werde in einem Raum derart reflektiert, dass an
einer bestimmten Stelle im Raum (Mikrofonstandort) seine Echos zu horen
sind.

Die Echolaufzeiten betragen kT fiir das k-te Echo (fiir ein vorgegebenes Zeit-
intervall T > 0). Die Echos sind gegentiber dem Signal entsprechend ih-
rer Laufzeit exponentiell geddmpft mit e ~*7. Die Wirkung des Raumes (Si-
gnal am Mikrofonstandort) kann als Reaktion eines LTI-Systems auf das Ein-
gangssignal x(t) aufgefasst werden.

(a) Begriinden Sie, warum ein LTI-System ein geeignetes Modell sein kénn-
te.

(b) Geben Sie die Impulsantwort dieses Systems an!
(c) Berechnen Sie die Ubertragungsfunktion H (jw) des Systems.
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(d) Bestimmen Sie ein Filter E(jw), welches die Echoverzerrung wieder auf-
hebt.

(e) Bestimmen Sie die Impulsantwort dieses Systems.

(f) Entwerfen Sie ein Simulink-System, mit dem Sie Ihre Ergebnisse testen
konnen.

Hinweis: Gehen Sie in der Modellierung von der (vereinfachenden) Annah-
me aus, dass das akustische Signal selbst keine Laufzeit zum Mikrofon beno-
tigt (z.B. Mikrofon direkt neben der Quelle). Gehen Sie weiterhin davon aus,
dass es unendlich viele Echos gibt.

Ubung 56 ( Losungsband Seite 127)

Berechnen Sie mit Hilfe von MATLAB die reelle Fourierreihenentwicklung

.: (der periodischen Fortsetzung) von:
m

(t) =1+ 2cos (2 (t— 1)) . te L3 (184.1)

Welche Fouriertransformation hat dann das Signal?
Hinweis: Verwenden Sie die Symbolic Math Toolbox von MATLAB.

Ubung 57 ( Losungsband Seite 130)

Rechnen Sie nach, dass bei einer komplexen Fourierreihenentwicklung einer
T-periodischen Funktion f(¢) auch gilt:

f(t)eIkwot gt (184.2)

Nl =
\MH

Cp —

nlN

Vergleichen Sie dazu die Aussage von (175.5)!
Hinweis: Substitution !

Ubung 58 ( Losungsband Seite 131)

Ein Algorithmus zum automatischen Erkennen planer (ebener) Werkstiicke,
beruht auf der Klassifikation der Werksttickumrisse mittels komplexer Fou-
A rierreihenentwicklung.

Dabei werden die Werkstiickumrisse statt in den R?, wie es vielleicht na-
heliegend wire, in die komplexe Ebene eingebettet und durch geschlossene
Polygonziige, wie in Abbildung 2.40 skizziert, approximiert.

Durchlduft man nun den Polygonzug von z, ab unendlich oft, so ergibt sich
eine periodische komplexwertige Funktion, deren Periodendauer (approxima-
tiv) der Lange der Werkstiickkontur entspricht. Entwickelt man eine solche
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Jmiz) | ¢ = Jm(z) | C z=m+R-e'®
R

22

z0 Z3

Re(z) Re(z)

Abb. 2.40: Konturdarstellungen in der komplexen Ebene -
Polygonzugapproximation (links) und Kreiskontur (rechts)

Funktion in eine komplexe Fourierreihe, so ergeben sich charakteristische
Fourierkoeffizienten (Vorstufe zu den so genannten Fourierdeskriptoren)
fiir diesen Umriss, die zum automatischen Erkennen der Kontur anhand von
gespeicherten Vergleichsdaten herangezogen werden kénnen.

Im Folgenden sollen Sie die Fourierdeskriptoren eines ideal kreisrunden
Werkstticks bestimmen. Die Lage des Kreises im (Mess-)Koordinatensystem
sei durch die zweite Skizze in Abbildung 2.40 beschrieben:

(a) Beschreiben Sie zundchst den Kreisumfang in dieser Lage als komplex-
wertige Funktion des Kreiswinkels ¢, d.h.:

x(t) : [0,27] — C

Hinweis: Tun Sie dies zundchst im R? fiir einen Kreis um den Nullpunkt.
Verwenden Sie dann die (z, y)-Koordinaten als Real- und Imaginérteil ei-
ner entsprechenden komplexen Funktion. Berticksichtigen Sie anschlie-
fend noch den tatsdchlichen Kreismittelpunkt z.

(b) Bestimmen Sie die komplexe Fourierreihe der Funktion.
Hinweis: In dieser Rechnung ist es zweckmafig, die Polardarstellung
(Exponentialdarstellung) der Werte von z(t) zu verwenden!

(c) Interpretieren Sie die berechneten Fourierkoeffizienten.

Ubung 59 ( Losungsband Seite 133)

Berechnen Sie mit Hilfe direkter Berechnung die komplexe Fourierreihenent-
wicklung (der periodischen) Funktion

f(t) = %(t —kT)%, te [kT,(k+1)T), k € Z. (185.1)

Geben Sie anschlieflend die reelle Darstellung des Signals an!

Uberpriifen Sie Thre Berechnung mit der Symbolic Math Toolbox von MATLAB
und mit einer numerischen Berechnung unter MATLAB.
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Ubung 60 ( Losungsband Seite 137)

Berechnen Sie die Fourierreihenentwicklung und das Fourierspektrum des
Ausgangssignals eines Quadrierers, wenn am Eingang das Signal sin(2nt)
anliegt.

Uberpriifen Sie Thre Berechnung mit der Symbolic Math Toolbox von MATLAB
und mit einer numerischen Berechnung unter MATLAB.

Ubung 61 ( Losungsband Seite 141)

Betrachten Sie ein Signal x(¢) mit Spektrum X (jw). Sei ferner p(t) ein peri-
.: odisches Signal mit Grundfrequenz wgrad/s und komplexen Fourierkoeffi-

zienten (Ck;)kGZ-

(a) Wie lautet die Fouriertransformierte von y(t) = z(t) - p(t)?

(b) Berechnen Sie mit Hilfe des Resultats aus Aufgabenteil (a) das Spektrum
von y(t) fiir eine Dreiecksschwingung p(t) der Periodendauer 7' = 1 und
der Amplitude 1 und fiir ein Signal z(¢) mit einem rein reellen Spektrum
entsprechend Abbildung 2.41.

-1 0 1 Frequenz/ Hz

Abb. 2.41: Spektrum des Signals z(t)

Hinweis: Verwenden Sie ggf. eine Formelsammlung, welche Fourierreihen-
entwicklungen bekannter Standardfunktionen enthilt.

2.6 Ubertragungseigenschaften analoger
LTI-Systeme und Filterentwurf

Zielsetzung bei der Analyse oder der Ubertragung von Signalen ist es oft,
bestimmte Frequenzanteile auszusondern oder hervorzuheben (zu filtern),
sei es, dass unerwiinschte Signale unterdriickt werden sollen, sei es, dass
Signalleistung in einem bestimmten Frequenzbereich gemessen werden soll.
In anderen Fillen wird diese Signalselektion bei der Ubertragung eines Si-
gnals durch den Ubertragungskanal selbst durchgefiihrt. Der Kanal selbst
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hat dann (idealisiert) die Eigenschaften eines LTI-Systems oder kann im
nichtlinearen Fall (was wohl leider die Regel sein diirfte) durch ein LTI-
System angendhert werden.

Es ist jedoch nicht nur das Verhalten im Frequenzbereich von Interesse. Auch
die Phasenbeziehungen eines Signalgemischs kénnen wichtig sein, da ein
ungiinstiger (sprich nichtlinearer) Phasengang im Ubertragungsbereich Ver-
zerrungen im Zeitbereich hervorrufen kann. Dieser Effekt, der bei Leistungs-
messungen vollig uninteressant ist, kann bei der Ubertragung von Musik
oder Sprache von grofier Bedeutung sein.

Somit kann auch das Verhalten im Zeitbereich wichtig sein. Zum Beispiel
sind eine lange Einschwingphase nach einer sprungartigen Anderung des
Eingangssignals sowie grofle Uberschwinger meist unerwiinscht, etwa wenn
es sich bei dem System um einen Stoffidampfer handelt.

Beim Entwurf solcher Ubertragungssysteme (Filter) werden diese, je nach
Verwendung, nach entsprechenden Kriterien optimiert.

Im folgenden Abschnitt sollen diese Kriterien sowie wichtige Kenngrifien
von Filtern erlautert werden. Exemplarisch soll auch das Entwurfsverfah-
ren fiir eine Filterklasse vorgefiihrt werden, wobei allerdings auf Details der
technischen Realisierung nicht eingegangen werden kann. Jedoch ist das Ver-
standnis der Entwiirfe analoger Filter insofern von Interesse, weil bei digita-
len Filtern dhnliche Prinzipien gelten, die genannten technischen Implemen-
tierungsprobleme aber eine sehr untergeordnete Rolle spielen.

Die Klassifizierung von Ubertragungseigenschaften richtet sich i.Allg. nach

(a) dem Frequenzbereich
(Optimierungsziele sind hier etwa ein flacher Frequenzgang oder ein li-
nearer Phasengang)

(b) oder dem Zeitbereich

(hier konnen eine kurze Einschwingzeit oder kleine Uberschwinger Ziele
der Optimierung sein).

Wir werden im Folgenden bei der exemplarischen Diskussion des idealen
Tiefpasses sehen, dass diese Optimierungsziele prinzipiell gegenldufig sind,
d. h. dass i.Allg. nicht alle diese Ziele gleichzeitig zu erreichen sind.
Zunidchst wollen wir jedoch einen Uberblick iiber die gebrauchlichen Filter-
klassen geben.

2.6.1 Filterklassen

Die in den Abbildungen 2.42 bis 2.45 in prinzipieller Form dargestellten Am-
plitudengénge (Betragsiibertragungsfunktionen) definieren die Filterklassen
Allpass, Tiefpass, Bandpass und Hochpass.

Die Filterklassen unterscheiden sich durch den Frequenzbereich, in dem das
Eingangssignal das Filter mit (prinzipiell) unveranderter Amplitude durch-
lauft.
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w=20 Frequenz/ rad/s

Abb. 2.42: Idealisierte Darstellung eines Allpasses

—Wwyg w=0 Wy Frequenz/ rad/s

Abb. 2.43: Idealisierte Darstellung eines Tiefpasses

—Wo —Wy w=0 Wu wo Frequenz/ rad/s

Abb. 2.44: Idealisierte Darstellung eines Bandpasses

Ein Allpass lasst die Amplituden aller Spektralanteile des Signals unveran-
dert (bzw. verstarkt oder ddimpft diese Anteile mit einem konstanten Faktor).
Bei einem Tiefpass geschieht dies nur fiir einen Frequenzbereich
[—wg, wg| rad/s. Alle anderen Frequenzanteile verschwinden.

Ein Bandpass lasst nur Frequenzanteile im Bereich [w,,w,]rad/s (und die
entsprechenden Anteile bei den negativen Frequenzen) passieren. Alle an-
deren Frequenzanteile werden unterdriickt.
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—Wg w=0 wWg Frequenz/ rad/s

Abb. 2.45: Idealisierte Darstellung eines Hochpasses

Ein Hochpass filtert nur hochfrequente Anteile oberhalb von w,rad/s her-
aus.

Die Filterklassen unterscheiden sich somit zundchst einmal priméar durch ihr
Verhalten im Frequenzbereich, wobei sich die Charakterisierung offenbar auf
den Amplitudengang bezieht.

Der ideale Tiefpass

Es wird im Folgenden gezeigt werden, dass sich, mit Ausnahme des Allpas-
ses, die wichtigsten Filterklassen aus dem Tiefpass konstruieren lassen. Aus
diesem Grund sollen zunéchst intensiv die Eigenschaften des so genannten
idealen Tiefpasses (vgl. Abbildung 2.43) untersucht werden.

. )

Das LTI-System mit der Ubertragungsfunktion
.. -
Hrp(jw) =+ 0 ll<wy (189.1)
0 fur |w| > wy
heifit Idealer Tiefpass oder auch Kiipfmiiller-Tiefpass.
Die (Kreis-)Frequenz w, heifst die Grenzfrequenz des Tiefpasses.
J

Ein Blick auf Abbildung 2.43 zeigt, dass die Ubertragungsfunktion Hrp(jw)
des idealen Tiefpasses einer Rechteckfunktion im Frequenzbereich ent-
spricht.

Genauer gilt:

Hrp(jw) = rectay, (w + wy). (189.2)
Fiir die Fourier-Riicktransformation der Rechteckfunktion gilt gemaf3 (157.5)

T rectay, (W + wy) ® — osinc (&t) (189.3)
wg : ' T
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und damit:

rectay, (W +wy) @ — o Y9 sinc (ﬁt> . (190.1)
T T

Nach (169.3) ist 2 sinc(“2t) gerade die Impulsantwort des idealen Tiefpas-
ses.

An dieser Impulsantwort konnen unmittelbar zwei Dinge abgelesen werden.
Zum einen ist die Impulsantwort nicht von endlicher Dauer, zum anderen
handelt es sich offenbar nicht um ein kausales Signal.

Der ideale Tiefpass ist damit nicht realisierbar!

2.6.2 Filterkennwerte

Obwohl der ideale Tiefpass nicht realisierbar ist, hat er trotzdem seine Be-
deutung als Referenzmodell fiir realisierbare Tiefpésse.

So lassen sich anhand des idealen Tiefpasses wichtige Kennwerte fiir Filter
herleiten. Tabelle 2.4 listet die wesentlichen Kennwerte einschliefdlich ihrer
Definitionen auf.

Leistungsverstirkung und Dampfungsmafl sowie Grenzfrequenz sind die
hauptsichlichen Entwurfskriterien fiir Filter im Frequenzbereich, kurze Ein-
schwingzeit und geringes Uberschwingen sind im Allgemeinen Optimie-
rungsziele im Zeitbereich.

Die Gruppenlaufzeit ist ein Signalverzerrungsmaf des LTI-Systems. Wir il-
lustrieren dies zundchst am Beispiel eines Filters mit so genannter konstanter
Gruppenlaufzeit in einem Frequenzbereich.

2.39 Beispiel (Gruppenlaufzeit)

Ist die Gruppenlaufzeit fiir ein Filter konstant ¢ > 0 in einem Bereich w €
[wu, wo), s0 bedeutet dies nach Definition:

arg H(jw) = —/ adw+ ¢g = —aw + ¢g. (190.2)

Damit hat die Ubertragungsfunktion in diesem Bereich die Form:
H(jw) = A(w) - e79%45% A(w) = |H(jw)|. (190.3)

Schwingungsanteile ¢/“! mit einer Frequenz im Bereich w € [w,,w,] werden
damit an den Ausgang des Systems in der Form

A(w) - eIt emIawtI%0 = A(w) . eI@(tma)Hido (190.4)

tibertragen.

Eine reelle harmonische Schwingung sin(wt) mit einer Frequenz im Bereich
W € [wy,w,| am Eingang erzeugt somit das Ausgangssignal
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Tabelle 2.4: Einige Filterkennwerte und ihre Definitionen

Kennwert Definition

Leistungsverstar- linear: |H (jw)|?

kung in dB: 10 - log,(|H (juw)|?) = 20 - log,(1H (jw)))
Dampfungsmafd a(w) = —20 - log,,(|H(jw)|) dB
Gruppenlaufzeit tg(w) = — £ arg(H (jw))

Grenzfrequenz idealer Tiefpass: w, = 0 — 1-Ubergangsfrequenz

nicht-idealer Tiefpass: w, = 3 dB-Grenzfrequenz
(20 - logy o (| H (jwg)|) = —3)

Bandbreite 2 - wy
Dauer der tm = qye J h(t)dt
Impulsantwort h(t) o0

(auch wenn Impulsantwort prinzipiell co lang)

Einschwingzeit te = ﬁ%, Yo (t) die Sprungantwort
X dat Yo

nicht-ideal: Zeit zwischen 10% und 90% von y (co)

Uberschwingen U = 28X Yo ()—yo(c0)

Yo (c0)

Verzogerungszeit ideal: Differenz Anstiegszeitpunkte
von o (t) und y,(t)
nicht-ideal: y, (¢) hat 10% von yo (c0)

A(w) - sin(w(t — a) + ¢o). (191.1)

Alle Schwingungsanteile in diesem Bereich unterliegen daher der gleichen
Signalverzogerung (,, Laufzeit”) a.

Im Falle des idealen Tiefpasses etwa gilt:

d , d
tg(w) = T arg(H (jw)) = o -0=0. (191.2)
Der ideale Tiefpass hat also die konstante Gruppenlaufzeit 0. Alle Eingangs-
signale im Durchlassbereich erscheinen sofort und véllig unverzerrt am Aus-
gang. u
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Die Gruppenlaufzeit gibt offenbar wieder, inwieweit die einzelnen Spek-
tralanteile des Eingangssignals beim Durchlaufen des Filters zeitlich ausein-
anderdriften. Fiir Audioanwendungen beispielsweise bevorzugt man die zi-
tierten Systeme mit konstanter Gruppenlaufzeit, denn dies bedeutet, dass
alle Spektralanteile der gleichen Zeitverzogerung unterliegen. Andernfalls
sind die entstehenden Signalverzerrungen durch die unterschiedlichen Lauf-
zeiten unter Umstdnden horbar.

Die Dauer der Impulsantwort ist auch ein Maf3 fiir die Einschwingdauer
des Filters. Da die Wirkung des Filters bekanntlich durch die Faltung mit
der Impulsantwort beschrieben wird (vgl. (78.3)), sagt diese Kenngrofle auch
etwas tiber die Grofe des ,,Gedachtnisses” des Filters aus, das heifdt, wie lan-
ge alte Eingangssignalwerte bei der Bestimmung des Ausgangssignals noch
berticksichtigt werden.

Die Kenngrofle Dauer der Impulsantwort ist eng mit der Bandbreite des
Filters verkntipft. Im Falle des idealen Tiefpasses etwa erhalt man:

1 7 1 7 -
= - 30t in klei ick!
tin Ao / h(t) dt oo / h(t)e dt (ein kleiner Trick!)
= Z3(h)(0) = = Hrp(0) = — (192.1)
9 9 9
Man erhilt nun die Beziehung:
tm - wg = T = konstant V w. (192.2)

Das Produkt ¢, - wy aus Dauer der Impulsantwort und Bandbreite heifSt
das Zeit-Bandbreite-Produkt (eines Filters).

Offenbar ist dieses Zeit-Bandbreite-Produkt im Falle des Kiipfmiiller-
Tiefpasses konstant, gleich welche Grenzfrequenz man auch wahlt. Dies
bedeutet, dass eine Verringerung der Grenzfrequenz eine lingere Ein-
schwingdauer zur Folge hat und dass umgekehrt die Forderung nach einer
kurzen Einschwingzeit in einer erhohten Bandbreite resultiert. Dieses Pha-
nomen ist nicht nur beim idealen Tiefpass, sondern immer zu beobachten.
Ohne speziellen Nachweis zitieren wir als allgemeinen Satz:

Bandbreite und Impulsdauer (resp. Einschwingzeit) konnen nie zugleich
minimiert werden!

Dieses Prinzip wird als Unschirfeprinzip der Nachrichtentechnik bezeich-
net.
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Als Folge dieses allgemeinen Prinzips miissen beim Filterentwurf immer
Kompromisse zwischen den gegenldufigen Anforderungen im Zeit- und Fre-
quenzbereich gemacht werden.

2.6.3 Entwurf realisierbarer Tiefpasse

Die Tatsache, dass der ideale Tiefpass nicht realisierbar ist, kann an der Im-
pulsantwort unmittelbar abgelesen werden. Sie hat unendlich viele nicht-
verschwindende Werte auf der negativen Zeitachse. Dies bedeutet, dass das
Filter nicht kausal ist*®® und auch durch eine endliche Verschiebung des Zeit-
bezugs nicht kausal gemacht werden kann.

Ausgehend von dieser Beobachtung konnte der erste Ansatz fiir den Ent-
wurf eines realisierbaren Tiefpasses aus dem idealen Tiefpass heraus darin be-
stehen, die Realisierbarkeit durch Abschneiden und zeitliches Verschieben
der Impulsantwort dieses Tiefpasses zu erzwingen.

Abbildung 2.46 illustriert diesen Vorgang am Beispiel eines idealen Tiefpas-
ses mit Grenzfrequenz w, = 2m.

Of = == -

-0.5
-1 0

Zeit/s

Abb. 2.46: Entwurf realisierbarer Tiefpésse - Ansatz Abschneiden und Verschieben
der Impulsantwort

Das Abschneiden der Impulsantwort wird durch Multiplikation mit einer
geeigneten Rechteckfunktion (Zeitfenster) bewirkt. Anschlieffend erfolgt die
Zeitverschiebung (zu Zeiten ¢ > 0 hin), um ein kausales Filter zu erhalten.
Mathematisch lasst sich dies im Beispiel von Abbildung 2.46 durch folgende
Gleichung beschreiben (s. (79.6)):

48 Die Darstellung (66.1) zeigt, dass zu jedem Zeitpunkt ¢ unendlich viele zukiinftige Werte des
Eingangssignals notwendig waren, um das Ausgangssignal y(t) zu bestimmen!
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hreal(t) := [rect4(t +2)- 29 ginc (%t)} * 0o (t — 2). (194.1)

™

Die Fouriertransformation dieser Gleichung ergibt fiir die Ubertragungs-
funktion H,ea(jw) des konstruierten Filters mit Impulsantwort Ay, (¢) nach
Multiplikations- und Faltungssatz:

2 )
Hieal(jw) = [2 sinc (—w) * recta,, (w + wg)} Lo i2w (194.2)

m ™

Abbildung 2.47 zeigt den Amplitudengang des konstruierten Filters mit den
fiir realisierbare Tiefpésse typischen Welligkeiten im Durchlass- und Sperr-
bereich.

dB

Grenzfrequenz o
-70} . 1

i

5 10 15 20
Frequenz / rad/s

-80
0

Abb. 2.47: Betrag der Ubertragungsfunktion (Amplitudengang) des resultierenden
Tiefpassfilters zur Impulsantwort geméf; Abbildung 2.46

Leider ist das konstruierte Filter bei ndherer Betrachtung aber doch nicht so
realisierbar, wie es auf den ersten Blick scheint. Das Problem ist, dass die
gewonnene Ubertragungsfunktion Hiea1(jw) nicht rational ist. Damit wird
das System im Zeitbereich nicht durch eine lineare Differentialgleichung mit
konstanten Koeffizienten beschrieben, denn die Ubertragungsfunktionen im
Bild- und Frequenzbereich solcher Systeme sind stets rationale Funktionen
(vgl. Abschnitt 2.4.3)!

Aus diesem Grund konnte der konstruierte Tiefpass auch beispielsweise
nicht als passive LCR- oder aktive LC-Schaltung realisiert werden, da solche
Systeme bekanntlich durch diese Art von Differentialgleichung beschrieben
werden.
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Ganz nutzlos war die obige Uberlegung jedoch nicht. In Kapitel 4 wird ge-
zeigt, dass gerade dieser Ansatz zu einer einfachen Realisierung digitaler
Tiefpdsse fiihrt.
Das negative Ergebnis des ersten Ansatzes legt jedoch folgenden Alternativ-
ansatz nahe: approximiere Hrp(jw) durch eine geeignete rationale Ubertra-
gungsfunktion!

Wir werden im Folgenden sehen, dass dieser Ansatz wesentlich erfolgreicher
ist. Er fiihrt auf die klassischen Filterentwiirfe.

Die fiir diesen Ansatz gewéhlten Optimierungsziele sind Bedingungen an
die zu entwerfende rationale Ubertragungsfunktion im Frequenzbereich.
Abbildung 2.48 skizziert das so genannte Toleranzschema fiir ein Tiefpass-
filter.

N |H(ju)|

1-6:

urchlassbereich Sperrbereich

= N\ ~mp~gemmmm——--

Wp Ws Frequenz/ rad/s
Abb. 2.48: Toleranzschema fiir den Tiefpassfilterentwurf

Dabei wird die zu entwerfende Filter-Ubertragungsfunktion in gewissen Fre-
quenzbereichen mit Hilfe von Toleranzparametern vorgegeben. Tabelle 2.5
erldutert die Parameter®.

Man beachte, dass die Toleranzparameter auf die Absolutwerte des Betrages
der Ubertragungsfunktion |H (jw)| bezogen sind, also nicht auf die Werte in
dB.

Das Entwurfsziel ist nun, fiir eine geeignet gewahlte rationale Ubertragungs-
charakteristik ein vorgegebenes Toleranzschema zu erfiillen. Im Folgenden
soll dies exemplarisch am Entwurf eines so genannten Butterworth-Filters
durchgefiihrt werden.

49 Wir verwenden im Folgenden die Terminologie wy, fiir die Filtergrenzfrequenz. Meist wird
als Grenzfrequenz die 3 dB-Grenze gewahlt, sodass dann w, der Frequenz w, aus Tabelle
2.4 entspricht.
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Tabelle 2.5: Entwurfsparameter fiir den Tiefpassfilterentwurf

Kennwert Definition
o1 Toleranz im Durchlassbereich
d2 Toleranz im Sperrbereich
Wp Durchlassbandgrenze (passband)
Ws Sperrbandgrenze (stopband)

2.6.4 Entwurf von Butterworth-Tiefpassfiltern

Die Konstruktion eines Butterworth-Tiefpasses beruht auf der Idee, ein Filter
zu entwerfen, welches einen Amplitudengang entsprechend

, 1
|H (jw)| ~ o NeN (196.1)

hat. Ein solches Filter heifdt ein Potenzfilter, da der Amplitudengang entspre-
chend einer Potenz der Kreisfrequenz w abfillt.

Offenbar hat ein Potenzfilter der Form (196.1) Tiefpasscharakter, denn es gilt:
w oo = |H(jw)| = 0. (196.2)

Allerdings sind noch nicht alle Anforderungen, die sich aus dem Toleranz-
schema nach Abbildung 2.5 ergeben, erfiillt, denn der Durchlassbereich hat
noch nicht die gewtinschte Form.

Aus diesem Grunde wird der Potenzfilteransatz in die gewtiinschte Richtung
wie folgt leicht modifiziert:

\
Das nach dem Ansatz
1
|H(jw)]? = ———5, NEeN (196.3)
1+¢€2- (57)
entworfene Tiefpassfilter heifit Butterworth-Tiefpassfilter der Ord-
nung N.
J

Bei néherer Betrachtung der Ubertragungscharakteristik (196.3) konnen wir
nun Folgendes feststellen:

om0 = [H ()P ~ 1,

_ 1

T 14e
w00 = |H(jw)|* =~ 0.

w=w, = |H(jw)|? (196.4)
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Ein so entworfenes Filter hat also eine Tiefpasscharakteristik entsprechend
den Anforderungen des Toleranzschemas.

Fiir die Frequenz w, ist geméafS Toleranzschema anzusetzen:

|H (jep)|? =(1-d)% (197.1)

:1+€2

Ferner bewirkt die Filterordnung NV, wie stark die Charakteristik fiir grofie w
abfallt. Somit folgert man:

€ bestimmt den Parameter 4, (197.2)
N bestimmt den Parameter §,. '

Zur Vereinfachung betrachten wir im Folgenden den (Standard-)Entwurf mit
der 3 dB-Grenze w;, = w, als Durchlassgrenzfrequenz.

In diesem Fall erhalten wir namlich:

1 1
Tlte 2
= e=1. (197.3)

H (jwp)|”

Somit kann der Parameter ¢ in der nachfolgenden Berechnung eliminiert
werden.

Fur die Sperrgrenzfrequenz folgt:

. ! e= 1
|H (juws)|? = 65 = o
1+ (2)
2N
= 1+ L = 1
Wp 5%

W 1
<= 2N -log, (—> = log;, (5—2 - 1) (197 .4)

Wp 2

%loglo (% — 1)
log (ﬁ—p)

Da die Ordnung ganzzahlig sein muss, ist diese also zur Erfiillung der Sperr-
toleranzbedingung als kleinste ganze Zahl N mit

1 1 _
. 2log10 (E 1)

- log (Z_ )
zu wihlen.

Das folgende Beispiel zeigt, wie mit diesen Voriiberlegungen ein Butter-
worth-Tiefpassfilter entworfen werden kann.

<~ N =

(197.5)
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2.40 Beispiel (Entwurf eines Butterworth-Tiefpassfilters)

Vorgegeben sei folgendes Toleranzschema:

, dhowy,=wy, e=1, (198.1)

P d.h. 20 dB Dampfung.

:E’

Mit diesen Parametern liefert die Bestimmungsgleichung (197.5) fiir die Ord-
nung N:

1 1
3 10810 (1/Too - 1) B 110g,4(99)

T logyo (3305)  logw(2) (198.2)
_AeLoosess
030103 '

Es ist also ein Filter der Ordnung N = 4 zu entwerfen!

Das Problem ist, dass dem Entwurf lediglich das Quadrat des Betrags der
Ubertragungsfunktion zu Grunde liegt und nicht die Ubertragungsfunktion
selbst.

Es gibt zwei Moglichkeiten, dieses Problem zu losen.
Wegen

|H(jw)|* = H(jw) - H(jw)* (198.3)

koénnte man mit dem auf der Linearfaktorzerlegung der zugehérigen Uber-
tragungsfunktion H (s) im Bildbereich beruhenden Ansatz

1
H(jw) = : . . (198.4)
(1 —&—alﬁ) (1 + agﬁ) . (1 + aNﬁ)
tiber einen Koeffizientenvergleich die Parameter
o1,02,...,N
ermitteln.
In einem direkteren Verfahren bestimmt man gleich die Pole von:
9 1
|H(s)|* = ———— . (198.5)

AN
1462 (:}—2)

P
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Man beachte, dass Gleichung (198.5) durch Einsetzen von s = jw zu

1 1
1+ €2 (%)N B 14 ¢ (w%)w (199.1)

|H (jw)|* =

wird und so den gewiinschten Zusammenhang zum Butterworth-Filter An-
satz aus Gleichung (196.3) liefert. Es wird dabei natiirlich vorausgesetzt, dass
ein stabiles Filter zu entwerfen ist, sodass das Einsetzen von s = jw in (198.5)
gerechtfertigt ist.

Die Polstellen in Gleichung (198.5) sind die Werte s € C mit™:

o\ IV
2 (S _

P

g\ 2N
= (i> = (—1)e?

Wp
= T (e w (199.2)

Wp
. 1 1

— —js=(-1)Ne Nw,
= s :j(—l)ﬁe_%wp.

Fiir die 2N-ten komplexen Wurzeln von —1 gilt bekanntlich:

(~1)zh = /[ 1]l ™ iy (199.3)
ej%ejgﬂ N :€j7r2;j\;l VTL:07,2N—1

S

el an IT

n
2N 2

2

Somit gilt fiir die Polstellen s,, von Gleichung (198.5):

2n4l 1 cro oo 2n4l 1
. im 1 T i 1
Sp = el 2N € Nw, = el2el™ N ¢ Nw,

= TN Ny, Yn=0,...,2N -1 (199.4)
zejﬂzn;gilef%wp Vn=1,...,2N.
Die Pole s, mitn = 1,..., N liegen alle in der linken Halbebene der kom-

plexen Ebene, da alle Winkel im Exponenten der e-Funktion in diesem Fall
zwischen 7/2 und 37/2 liegen.

50 Der Leser wird vielleicht verwundert sein, warum die Identitit (—js)2N = ((—5)2s?)N =
(—s2)N statt (j5)2V = (j2s2)N = (—s2)V verwendet wird. Beide Ersetzungen sind na-
tiirlich zuléssig! Die hier verwendete Ersetzung fiihrt lediglich dazu, dass die ersten N Pole
sn in Gleichung (199.4) alle in der linken Halbebene von C liegen. Damit konnen die ersten n
Pole fiir den stabilen Filterentwurf verwendet werden. Andernfalls miissten die letzten NV
Pole verwendet werden und es wire aus Griinden der besseren Lesbarkeit der Notation eine
nachtréagliche Umnummerierung der Pole erforderlich.
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Mit Hilfe dieser Pole lasst sich ein stabiles Filter entwerfen. Die entsprechen-
de Ubertragungsfunktion im Bildbereich lautet:

(_1)N51.52...5N

H(s) = . 200.1
(s) (s—s1)(s—s2) - (s—sn) ( )
Mit den Parametern des Beispiels erhalten wir:
S1=w ej”%,s — w,el™E
Lo 2o (200.2)

jm il
53 =wpe?"8 54 =wpel"E .

Abbildung 2.49 zeigt die Lage der Pole von |H(s)|? in der komplexen Ebe-
ne. Die Polstellen sy, ..., s4, die zu Konstruktion des Filters herangezogen
werden, liegen alle, wie gewiinscht, in der linken Halbebene.

S5

S6

S3 ST
S4 S8

Abb. 2.49: Pole von | H (s)|? fiir das Beispielfilter
Mit Gleichung (200.1) folgt:
Wheidn
H(s) = P ——. (200.3)

(s — wpej“%)(s — wpejﬂg)(s — w,,ej”%)(s — wped™s )

Durch Ausmultiplizieren des ersten und letzten sowie der beiden mittleren
Terme des Nenners erhilt man unter Beriicksichtigung von
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-1 .11 .5 . -5 5
e’ + )78 =8 + 778 = 2cos <7T§> ,

(201.1)
eITE 4 ITE = eITE 4 eI F = 2cos <7rg> ,
dass
H(s) < (201.2)
s) = . .
(s2 — 25 cos(m 3wy + w2)(s? — 25 cos(mL)wy + w?)

Teilt man Zzhler und Nenner durch w; so liefert das die Ubertragungsfunk-
tion im Bildbereich:

B 1
H(s) = ((ﬁf — 2cos(r) & + 1) <(wip)2 — 2cos(mg) = + 1) :

Das Butterworth-Filter kann also durch zwei hintereinandergeschaltete Teil-
filter 2. Ordnung realisiert werden. Abbildung 2.50 zeigt die Amplituden-
ubertragungscharakteristik (|[H(f)|, f Hz) des entworfenen Filters. ___ W

(201.3)

1/sqrt(2)

T
I

i

/(entspr. -3dB)

I i

I
= 0.6 I 1
g i
g |
== Grenzfrequenz
0.4 , ]
I
|
0.2 : 1
|
0 1 1 1 1 )
0 500 1000 1500 2000 2500 3000

Frequenz/Hz

Abb. 2.50: Entworfenes Butterworth-Beispielfilter

Da alle Entwiirfe auf eine solche Form hinauslaufen, bei der Teilfilter 1. oder
2. Ordnung hintereinandergeschaltet werden, lassen sich diese Filter in der
in Gleichung (201.3) dargestellten normierten Weise tabellieren. Dabei werden
Teilfilter der Form
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Hi(s) = ! (202.1)

2
(bk-(f‘p) +ak~§p+1>

verwendet und die Koeffizienten

ag, by, k=1,....N

fur ein Filter der Ordnung N tabelliert (vgl. Tabelle C.2[49] in Anhang C).
Der Vorteil dieser Darstellungsweise ist die Unabhangigkeit von der Grenz-
frequenz. Zu beachten ist allerdings, dass man sich bei diesen Tabellen auf
die 3 dB-Grenzfrequenz im Durchlassbereich festlegt. Fiir andere Toleranzen
konnen diese somit nicht verwendet werden.

Auf andere klassische Filtertypen soll an dieser Stelle nicht ndher einge-
gangen werden. Die Abbildung 2.51 (vgl. MATLAB-Programm klassTPFil-
ter.m) skizziert die Ubertragungsfunktionen der anderen wichtigen klassi-
schen Filtertypen Tschebyscheff-Filter 1. Art, Tschebyscheff-Filter 2. Art,
Cauer- oder auch elliptische Filter und Bessel-Filter. Dabei wurden die glei-
chen Entwurfsparameter wie in Beispiel 2.40 verwendet.

Die Idee fiir die Konstruktion solcher (Tiefpass-)Filter folgt in Grund-
ziigen der des Butterworth-Tiefpasses. Beispielsweise geht man beim
Tschebyscheff-Filter 1. Art von einem Ansatz entsprechend (196.3) aus.
Man entwirft ein Filter, dessen Amplitudengang der Bedingung

1

H(jw)? = —————F—,
L+e2-p% (ﬁ)

NeNKER (202.2)

gentigen soll. Dabei ist py () ein so genanntes Tschebyscheff-Polynom n-
ten Grades, welches sich aus der Rekursion

po(z) =1, pn4i(z) =22 -pn(2) —py-1(z), N €N (202.3)

ergibt. Diese Polynome haben die Eigenschaft, im Intervall [0, 1] Werte zwi-
schen 0 und 1 anzunehmen und dann sehr rasch anzusteigen. Der Ansatz
(202.2) hat dann die gewiinschten Eigenschaften, da der Nenner 1 + ¢ -

P (wip) im Durchlassbereich Werte zwischen 1 und 1 + ¢ hat und dann

fur w > w, sehr rasch sehr grofd wird.

Abbildung 2.52 zeigt die resultierende Filtercharakteristik fiir N = 4 und
€2 =0.1.

Fur elliptische Filter werden statt der Tschebyscheff-Polynome so genannte
Jacobische elliptische Funktionen verwendet, fiir Besselfilter normalisierte Bes-
selpolynome. Auf die Details soll aber an dieser Stelle nicht eingegangen wer-
den. Der interessierte Leser sei auf die entsprechende Spezialliteratur ver-
wiesen.
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Abb. 2.51: Toleranzschemata fiir Tschebyscheff-Filter 1. und 2. Art (oben),
Cauer-Filter und Bessel-Filter (unten)

Entwurf von Hoch- und Bandpidssen

Es wurde bereits eingangs erwahnt, dass es im Prinzip gentigt, Tiefpassfilter
zu entwerfen, da die anderen Filtertypen daraus abgeleitet werden kénnen.
Man bewerkstelligt dies mit entsprechenden Transformationen der Ubertra-
gungsfunktion.

Der Ansatz beruht auf einer direkten Transformation, die rationale Funktio-
nen in rationale Funktionen tiberfiihrt und damit entsprechende rationale
Ubertragungscharakteristiken erzeugt.

Im Falle der Konstruktion eines Bandpass kann dies etwa dadurch gesche-
hen, dass man in der rationalen Ubertragungsfunktion H (s) eines Tiefpasses
die Substitution

2
5 ST Wt (203.1)
S

durchfiihrt.

Dabei bezeichnet w, die obere und w,, die untere Grenzfrequenz des gesuch-
ten Bandpasses und man wihlt beide Parameter so, dass fiir die Tiefpass-
grenzfrequenz w, = w, — w, gilt.
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Abb. 2.52: Filtercharakteristik eines Tschebyscheff-Filters 1. Art fiir die Ordnung
N =4und e’ =0.1.

Man iiberzeugt sich leicht, dass die resultierende Ubertragungsfunktion wie-
der rational ist.
Ein Hochpass kann durch die Substitution

5 — % (204.1)
aus der Ubertragungsfunktion eines Tiefpasses abgeleitet werden.
Wir miissen auch hier aus Platzgriinden auf eine detaillierte Diskussion der
Thematik verzichten und verweisen fiir eine Vertiefung auf Ubung 67.
Stattdessen soll im nédchsten Abschnitt auf die fiir die praktische Anwen-
dung relevantere Frage eingegangen werden, wie Filterentwiirfe mit MAT-
LAB durchgefiihrt werden konnen.

2.6.5 Filterentwurf mit MATLAB

Fiir den praktischen Filterentwurf wurden in fritheren Zeiten Koeffizienten-
tabellen wie die des Butterworth-Tiefpassfilters aus Anhang C verwendet,
mit denen, ausgehend von normierten Entwiirfen und mit Hilfe von Trans-
formationstechniken, beliebige Filter entworfen werden konnten.

Mit der Entwicklung leistungsfahiger Programmpakete wie MATLAB ist
diese Vorgehensweise mittlerweile iiberholt.

MATLARB bietet fiir den Entwurf analoger und digitaler Filter entsprechende
Funktionen an. Fiir den Entwurf digitaler Filter steht dariiber hinaus eine
komfortable grafische Benutzerschnittstelle (GUI) zur Verfiigung®'.

51 5. Kapitel 4
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Natiirlich ist die Anzahl dieser komplexen numerischen Hilfsmittel zu um-
fangreich, um an dieser Stelle ausfiihrlich diskutiert werden zu kénnen. Da-
her soll zur Illustration der Moglichkeiten, die diese Funktionen bieten, hier
nur der exemplarische Butterworth-Filterentwurf aus Beispiel 2.40 mit Hilfe
geeigneter MATLAB-Funktionen nachvollzogen werden.

Auf der Funktionsebene stellt MATLAB folgende Programme fiir den Ent-
wurf analoger Filter zur Verfiigung:

>> help tocanalogfilters
Analog filter design, transformation, and discretization

Analog lowpass filter prototypes

besselap — Bessel filter prototype
buttap — Butterworth filter prototype
cheblap — Chebyshev Type I filter prototype
(passband ripple)
cheb2ap — Chebyshev Type II filter prototype
(stopband ripple)
ellipap — Elliptic filter prototype
Analog filter design
besself @ — Bessel analog filter design
butter — Butterworth filter design
chebyl — Chebyshev Type I filter design
cheby2 — Chebyshev Type II filter design
ellip — Elliptic filter design
Filter analysis
abs — Magnitude
angle — Phase angle
freqs — Laplace transform frequency response

freqspace — Frequency spacing for frequency response

Analog filter transformation

Ip2bp — Lowpass to bandpass analog filter transform.
1p2bs — Lowpass to bandstop analog filter transform.
Ip2hp — Lowpass to highpass analog filter transform.
Ip2lp — Lowpass to lowpass analog filter transform.

Wichtig sind hierbei die Analog filter design-Funktionen fiir den Ent-
wurf und die Filter analysis-Funktionen fiir die Darstellung der Er-
gebnisse.

Mit Hilfe der folgenden Anweisungen (vgl. BWTPFilter.m) werden zunédchst
die Parameter der Funktion butter fiir den Entwurf des Tiefpasses aus Bei-
spiel 2.40 vorbereitet und die Filterordnung festgestellt:
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>> % Filterparameter nach Entwurfsschema festlegen
>> fp = 1000; % Passband-Frequenz in HZ
>> fs = 2000; % Stoppband-Frequenz in Hz
>> wp = fp*2+pi;
>> ws = fs=*2xpi; % Umrechnung in rad/s
>> deltal = 1-1/sqrt(2); % Passband-Rippel (linear)
>> delta2 = 1/10; % Stoppband-Rippel (linear)
>> Rp = abs(20+1logl0(1—deltal));
>> Rs = abs(20+1log10(delta2)); % Umrechnung in dB
>> % Frequenzbereich zur Darstellung in Hz und rad/s
>> frq = (0:1:3000);
>> omegs = frq+2xpi;
>> % Berechnung des Butterworth-Filters
>> % Feststellen der Filterordnung mit buttord
>> % (Parameter ’‘s’, damit analoges Design verwen-
>> % det wird!)
>> [N, wp] = buttord(wp, ws, Rp, Rs, ’'s”’)
N =]

4

wp =

7.0755e+003

Danach werden die Filterkoeffizienten eines Standard-Butterworth-
Tiefpassfilters mit der Grenzfrequenz w,, = 1 berechnet:

>>
>>
>>
>>
>>

Filterkoeffizienten von H(s) = B(s)/A(s)

fir einen Tiefpass mit Grenzfrequenz 1 rad/s
damit man mit den tabellierten Filter-
koeffizienten vergleichen kann

[BBn,ABn] = butter(N,1,’s”)

o° o°

o

oe

BBn =

0 0 0 0 1.0000



2.6  Ubertragungseigenschaften analoger LTI-Systeme und Filterentwurf 207

ABn =

1.0000 2.6131 3.4142 2.6131 1.0000

Multipliziert man den Nenner aus Gleichung (201.3) aus, so erhilt man:
4 3
1- <i) - <2cos <7T§> + 2 cos (ﬂ'Z)> . <i>
wp 8 8 wp
2
+ (24 4cos 7T§ cos 7rz (= (207.1)
8 8 wp
5 7 s
- ° ) (=) +
<2cos <W8>+2cos(7r8>> (wp>+

>> —(2xcos(pix5/8)+ 2xcos(pi*7/8))

Wegen

ans =

2.6131

und

>> 2+4+cos(pi*5/8)*cos(pix7/8)
ans =
3.4142

sind die Werte des Vektors ABn offenbar die theoretisch erhaltenen und in
Anhang C tabellierten Koeffizienten des normierten Filters.

Das eigentliche Filter erhdlt man mit einer nachgeschalteten Tiefpass-
Tiefpass-Transformation:

>> % Transformation in die eigentlichen
>> % Filterkoeffizienten mit einer
>> % Tiefpass-Tiefpass-Transformation

>> [BB,AB] = lp2lp (BBn,ABn,wp)
BB =

2.5062e+015
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AB =
1.0e+015 =

0.0000 0.0000 0.0000 0.0009 2.5062

Die Anweisungen

% Berechnung der Ubertragungsfunktion H(j\omega)
HB = freqs (BB,AB,omegs);

% Grafische Darstellung des Amplitudengangs
figure

>> plot(frq, abs(HB), 'b’, ’LineWidth’ ,3)

>> axis ([0,3000,0,1.05])

>> xlabel(’Frequenz/Hz")

>> ylabel ("IHI / linear”)

>> grid
>> title (’Butterworth—Filter”)

berechnen die Ubertragungsfunktion im Frequenzbereich (Funktion fregs)
und erzeugen die grafische Darstellung aus Abbildung 2.50.

Nattirlich kann das Filter auch direkt, d.h. ohne den Umweg iiber die nor-
mierte Darstellung, entworfen werden:

>> [BBnd,ABnd] = butter(N,wp, 's”)
BBnd =
1.0e+015 =

0 0 0 0 2.5062

ABnd =
1.0e+015 =

0.0000 0.0000 0.0000 0.0009 2.5062

Der indirekte Weg wurde in der obigen Berechnung lediglich gewé&hlt, um
den Bezug zur theoretischen Herleitung besser herstellen zu kénnen.
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Fir den Entwurf digitaler Filter stehen, wie bereits erwédhnt, noch kom-
fortablere Moglichkeiten zur Verfiigung. Hierbei kann das so genannte
Filter-Design-and-Analysis-Tools verwendet werden. Dies ist eine GUI-
Schnittstelle, mit der ein digitales Filter auf der Basis des Toleranzschemas
aus Abbildung 2.48 entworfen werden kann. Wir werden in Kapitel 4 auf die-
ses Werkzeug zuriickkommen. Fiir den Entwurf analoger Filter steht solch
eine GUI-Schnittstelle nicht zur Verfligung.

2.6.6 Ubungsaufgaben

Ubung 62 ( Losungsband Seite 143)

(a) Weisen Sie nach, dass sich die Gruppenlaufzeit eines stabilen LTI-
Systems mit rationaler Ubertragungsfunktion H (s) durch die Formel

ty(w) = me{— diHIg; ) H 5= jw (209.1)

bestimmen lésst!
(b) Zeigen Sie, dass sich die Gruppenlaufzeit mit Hilfe des Frequenzgangs é

H(jw) direkt durch

1y() = = (~Im{In(H(jo)))) (2092)

bestimmen lésst.

(c) Berechnen Sie mit Hilfe von Aufgabenteil (a) die Gruppenlaufzeit des
LTI-Systems mit Ubertragungsfunktion:

s—1

H(s) = PR

(209.3)

Verifizieren Sie das Ergebnis aus Aufgabenteil (c) durch direkte Berechnung
mit Hilfe der Definition.

Uberpriifen Sie das Ergebnis aus Aufgabenteil (c) mit Hilfe von MATLAB,
indem Sie mit der Funktion bode den Phasengang von H (s) berechnen.
Hinweis zu Aufgabenteil (a): Betrachten Sie In(H(s)) einerseits und
In(H (jw)) andererseits und erinnern Sie sich daran, was Sie tber die
Ableitungen von In(f(x)) gelernt haben!

Ubung 63 ( Losungsband Seite 147)

Simulieren Sie das System H (s) = ﬁ mit Hilfe von Simulink und

(a) bestimmen Sie experimentell die Dauer ¢,, der Impulsantwort,
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(b) bestimmen Sie rechnerisch die Dauer ¢,, der Impulsantwort,

(c) bestimmen Sie rechnerisch die Bandbreite und das Zeit-Bandbreite-Pro-
dukt,

(d) bestimmen experimentell und rechnerisch die Einschwingzeit,

(e) bestimmen Sie, um welchen Filtertyp es sich bei dem System H(s) han-
delt.

Hinweis: Ein entsprechendes Simulink m-File finden Sie unter dem Namen
s_uebFilterkenn.mdl in der Begleitsoftware.

Ubung 64 ( Losungsband Seite 151)

Entwerfen Sie einen Butterworth-Tiefpass fiir das Toleranzschema

Toleranz im Durchlassbereich: —3dB,
Toleranz im Sperrbereich: —20dB,
Durchlassbandgrenzfrequenz: 30 Hz,
Sperrbandgrenzfrequenz: 70 Hz

(a) mit Hilfe der in Unterabschnitt 2.6.4, S. 196 entwickelten Herleitung,

(b) mit Hilfe der Entwurfstabelle aus Anhang C fiir den Entwurf analoger
Butterworth-Filter.

Uberpriifen Sie Thren Entwurf mit MATLAB.

Hinweis: Achten Sie in dieser Aufgabe bei der Umrechnung der dB-Grofsen
sorgfaltig darauf, ob Sie Thre Berechnung auf |H (jw)| oder |H (jw)|? bezie-
hen'!

Ubung 65 ( Losungsband Seite 154)

Entwerfen Sie mit Hilfe der zugehorigen Entwurfstabelle aus Anhang C zum
Entwurf analoger Filter fiir eine Durchlassbandgrenzfrequenz von 50 Hz
(3 dB-Grenze!)

(a) ein Butterworth-Tiefpassfilter 4. Ordnung,
(b) ein Tschebyscheff-Tiefpassfilter 1. Art 4. Ordnung mit 1 dB Welligkeit.

Plotten Sie mit Hilfe des MATLAB-Befehls bode jeweils die Amplitudengén-
ge zu den entworfenen Filtern und vergleichen Sie diese mit den Anforde-
rungen.

Ubung 66 ( Losungsband Seite 157)
Entwerfen Sie einen Butterworth-Tiefpass fiir folgendes Toleranzschema :

Toleranz im Durchlassbereich: —1dB,



2.6  Ubertragungseigenschaften analoger LTI-Systeme und Filterentwurf 211

Toleranz im Sperrbereich: —25dB,
Durchlassbandgrenzfrequenz: 30 Hz,
Sperrbandgrenzfrequenz: 100 Hz.

Testen Sie Ihr Ergebnis mit Hilfe von MATLAB, indem Sie den berechneten
Amplitudengang plotten.

Ubung 67 ( Losungsband Seite 160)

Transformieren Sie mit Hilfe von MATLAB das in Ubung 65 entworfene
Butterworth-Tiefpassfilter 4. Ordnung in ein Hochpassfilter mit Grenzfre-
quenz 50 Hz.

Testen Sie Ihr Ergebnis, indem Sie den Amplitudengang plotten.

Hinweis: MATLAB-Funktion tp2hp.






Abtastung und Digitalisierung

Gegenstand des vorliegenden Kapitels ist die Beschreibung der Vorgéange
beim Ubergang von analogen zu digitalen Signalen.

Dabei liegt der Schwerpunkt dieser Beschreibung nicht bei der technischen
Realisierung dieser Umsetzung und der damit verbundenen Probleme. Dies
ist eher das Thema eines entsprechenden Elektronik-Lehrbuchs. In diesem
Kapitel ist vielmehr der Systemaspekt des Umsetzungsvorgangs von Inter-
esse, das heifit die Frage nach den prinzipiellen Eigenschaften des Umset-
zungsvorgangs. Diese konnen frei von realisierungsbedingten Problemen
sehr viel besser beschrieben werden und liefern wertvolle Hinweise auf Aus-
legung und Analyse von Systemen der digitalen Signalverarbeitung, die im
Fokus der Betrachtungen in Kapitel 4 stehen werden.

Im Zentrum des Kapitels 3 steht das so genannte Abtasttheorem. Es liefert
eine fundamentale Aussage tiber die Beziehung zwischen zeitkontinuierli-
chen und zeitdiskreten Signalen. Insbesondere gibt es klare Auskunft dar-
tiber, wann, das heifit unter welchen Bedingungen, zeitkontinuierliche Si-
gnale wieder aus den diskretisierten Werten ohne Informationsverlust zu-
riickgewonnen werden konnen. Die damit verbundene Antwort auf die Fra-
ge, unter welchen Bedingungen bei der Diskretisierung von Signalen keine
Informationen verloren gehen, ist grundlegend fiir den Einsatz Digitaler Si-
gnalverarbeitung in realen Systemen.

3.1 Der Abtastvorgang

Der Vorgang des so genannten Abtastens bewirkt den Ubergang von analo-
gen Signalen in digitale Signale. Einige Eigenschaften digitaler und analoger
Systeme wurden bereits in Tabelle 1.2, S. 24 aus Kapitel 1, Abschnitt 1.3 ge-
geniibergestellt. Es wurde gezeigt, dass digitale Systeme beziiglich einiger
wesentlicher Aspekte (z.B. Kosten) Vorteile besitzen. Stichwortartig lassen
sich die Griinde fiir Abtastung und Digitalisierung von Signalen wie folgt
zusammenfassen:

Moglichkeit fiir Digitale Signalverarbeitung
(numerische Verarbeitung von Signalen mit (Mikro-) Rechnern),

Nutzung der Vorteile der Digitalen Signalverarbeitung, etwa:

- Kostengiinstige Realisierung von Systemen,
- Verwendung hochintegrierter Bausteine,

- Moglichkeit der Speicherung von Daten,

- Anwendung vorteilhafter Algorithmen.

O. Beucher, Signale und Systeme: Theorie, Simulation, Anwendung,
DOI 10.1007/978-3-642-20294-0 3, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2011
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3.1.1 Anordnung zur Digitalen Signalverarbeitung

Abbildung 3.1 zeigt in Form eines Blockschaltbildes die grundlegende An-
ordnung zur Digitalen Signalverarbeitung.

Eine solche Anordnung besteht im Kern aus einem Amnalog-Digital-
Umsetzer (A/D-Wandler), welcher analoge Signale der ,realen Welt” in
Bindrdaten umsetzt, einem Rechner, welcher die eigentliche Verarbeitung
der Signale durch Abarbeitung vorprogrammierter Algorithmen durchfiihrt
und einem Digital-Analog-Umsetzer, welcher die Ergebnisse der Algorith-
men in analoge, fiir den Menschen verstdndliche Signale zurtickverwandelt.

..011001 _I_I_I_L
110011..

Tiefpass Analog-Digital-Umsetzer ~ Rechner/Microprozessor — Digital-Analog-Umsetzer Tiefpass
(ADU) (DAU)

Abb. 3.1: Grundlegende Anordnung zur Digitalen Signalverarbeitung

Auf die Bedeutung der Tiefpdsse soll spéter eingegangen werden (vgl. Be-
merkung S. 220 und Ubung 71, S. 234).

Der Analog-Digital-Umsetzer (A /D-Wandler) besteht im Wesentlichen (vgl.
Abb. 3.2) aus zwei Komponenten, dem Abtast-Halte-Glied zum , Einfrieren”
des aktuellen Signalwertes und einer nachgeschalteten Codier-Schaltung,
welche die Aufgabe hat, den zu einem definierten Zeitpunkt festgehaltenen
Signalwert einem bindren Code (einer Zahl) zuzuordnen.

o 001111 ..

~ N - T
- | / —>l.0-| . A ™>  ..010011..
J J 011001 ..

Abtast-Halte-Glied Codierer

|

Abb. 3.2: Struktur eines Analog-Digital-Umsetzers (ADUs)

Unser Ziel ist im Folgenden nicht die Beschreibung der technischen, son-
dern die Beschreibung der prinzipiellen und damit auch realisierungs-
unabhédngigen Vorginge bei der Digitalisierung. Wir konzentrieren uns da-
her nur auf den reinen, idealisierten Abtastvorgang und lassen realisierungs-
bedingte Probleme des Abtast-Halte-Glieds oder auch die Probleme der nu-
merischen Codierung der Information (zunéchst') auSer Acht.

! Die mit der Codierung zusammenhéngenden prinzipiellen, d.h. systemtheoretischen Proble-
me werden wir in Kapitel 5 einer ndheren Betrachtung unterziehen.
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3.1.2 Systemtheoretische Beschreibung des Abtastvorgangs

Abbildung 3.3 skizziert das Prinzip des idealen Abtastvorgangs anhand ei-
ner harmonischen Schwingung.

Zeitkontinuierl.
Signal

Zeitdiskretes
wertkontinuierl.
Signal

X
n

o

N

x(t) bzw.

-0.2
-0.4
-0.6
-0.8

Zeit/s

Abb. 3.3: Der idealisierte Abtastvorgang

Ein zeit- und wertkontinuierliches Signal wird zu bestimmten Zeitpunkten
,gemessen”, wobei die Messdauer idealerweise als 0 angenommen wird. Zu
den tiibrigen Zeitpunkten ist das (wie wir dann sagen, abgetastete) Signal
nicht definiert. Prazise heifst das:

Unter Abtastung verstehen wir im Folgenden stets den idealisierten Pro-
zess des Ubergangs von einem zeitkontinuierlichen Signal z(t) zu seinen
Werten z,, := z(nT,) an dquidistanten Zeitpunkten nT,, n € Z. Das Zei-
tintervall T, heifst Abtastintervall.

Die Beschrankung auf dquidistante Zeitintervalle hat ausschliefilich techni-
sche Griinde. Zum einen ist die Abtastung an dquidistanten Stellen techno-
logisch viel einfacher zu realisieren, zum anderen ist nattirlich auch die ma-
thematische Beschreibung einfacher.

Die zentrale Frage der nachfolgenden Uberlegungen wird sein, inwiefern
und, wenn ja, wann und wie viel Information tiber das Ausgangssignal bei
diesem Prozess verloren geht. Abbildung 3.1 zeigt, dass diese Frage von emi-
nenter Bedeutung ist, da man ja nicht um des Abtastens willen abtastet, son-
dern um die Vorteile Digitaler Signalverarbeitung auszunutzen (vgl. Tabelle
1.2,S. 24, Abschnitt 1.3) und spéater moglichst informationsverlustfrei (oder
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gar mit mehr (spezieller) Information iiber das Signal) wieder in die analoge
Welt zuriickzukehren.

In Kapitel 2 wurde gezeigt, wie wichtig neben der Beschreibung von Signa-
len im Zeitbereich die Beschreibung im Frequenzbereich ist, da im Frequenz-
bereich Signal- und Systemeigenschaften oft besser charakterisiert werden
konnen als im Zeitbereich.

Im Zusammenhang mit dem Abtastvorgang miissen daher folgende Fragen
beantwortet werden:

Kann der Frequenzinhalt (das Spektrum) eines zeitdiskreten Signals
zn = x(nTy), T, = Abtastperiode,

welches durch Abtastung aus einem zeitkontinuierlichen Signal x(t) ge-
wonnen wird, definiert werden?

Wenn ja, wie hdngen dann die Spektren von z(¢) und z,, zusammen?
Wie kann das Ubertragungsverhalten eines zeitdiskreten Systems be-
schrieben werden?

Wie kann ein Signal z(t) wieder eindeutig aus seinen Abtastwerten z,,
zuriickgewonnen werden?

(Dies ist wichtig fiir die Ubertragung des Ergebnisses digitaler Systeme
in die analoge Welt!)

Entscheidend fiir die Beantwortung dieser Fragen sind die Definition und
die mathematische Beschreibung des Spektrums eines zeitdiskreten Signals.
Dies ist Gegenstand des ndchsten Abschnitts.

3.1.3 Das Spektrum eines abgetasteten Signals

Da wir bislang nur Aussagen iiber Spektren zeitkontinuierlicher Signale ma-
chen konnen, versuchen wir, das zeitdiskrete Signal durch ein , passendes”
zeitkontinuierliches Signal darzustellen und dessen Spektrum zu berechnen.
Angesichts von Abbildung 3.3 scheint dies zunachst prinzipiell nicht még-
lich zu sein. Bldttert man allerdings auf Seite 75 und auf Seite 78 zurtick, so
stellt man fest, dass das Thema , Abtastung” in der Tat bei der Diskussion
zeitkontinuierlicher Signale indirekt schon einmal angesprochen wurde.
Die verallgemeinerte Funktion dy(¢) (Dirac-Funktional) ordnet nach Defini-
tion (75.2) jedem Signal x(t) seinen Wert x(0) an der Stelle ¢ = 0 zu! Das
Dirac-Funktional d,(t) = d¢(t — a) ordnet nach (79.3) jedem Signal z(¢) sei-
nen Wert z(a) an der Stelle ¢t = a zu!

Im Sinne der Definition der dquidistanten Abtastung (s. S. 215) beschreibt
daher wegen

Solt — nT) (@ () = / So(t — nT)a(t) dt (216.1)
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= / So(t)z(t +nTo)dt = x(t +nTy)p—o = (nTy)

— 00

das um nT, Zeiteinheiten verschobene Dirac-Funktional §y(t — nT,) die Ab-
tastung von x(t) zum Zeitpunkt nT,.

Wollen wir das durch die Abtastung entstehende diskrete Signal (z,)ncz mit
Hilfe der fiir zeitkontinuierliche Signale in Kapitel 2 entwickelten Methoden
analysieren?, so miissen wir es mit einem geeigneten zeitkontinuierlichen Si-
gnal identifizieren.

Da das diskrete Signal (z,,)ncz per Definition auf keinen Fall ein gew&hnli-
ches zeitkontinuierliches Signal sein kann, liegt die Idee nahe zu priifen, ob
es als verallgemeinerte (zeitkontinuierliche) Funktion und damit als linea-
res Funktional aufgefasst werden kann. Die Beziehung (216.1) liefert einen
Hinweis, dass dazu im Umfeld des Dirac-Funktionals gesucht werden muss.
Eine verallgemeinerte Funktion ist nach Definition (vgl. (76.3)) ein stetiges
lineares Funktional auf dem Raum der Testfunktionen®. Es ist nicht schwer
nachzuweisen, dass die (formale) Zuordnung

oo

(xn)nEZ : ¢(t) - Z xn¢(nTa) (2171)

n=—oo

ebenfalls eine (stetige, skalarwertige) lineare Abbildung auf dem Raum der
Testfunktionen ¢ und somit eine verallgemeinerte Funktion ist!

Andererseits gilt aufgrund der Rechenregeln fiir das Dirac-Funktional, dass

oo o0

> @bt —nTa)(6(1) = Y wnp(nl.) Vo) (217.2)

ist.
Dartiber hinaus gilt (s. (216.1)):

o0 o0 0

> oat) ot —nTu) (b)) = > /x(t)-é(tfnTaygﬁ(t)dt
=S / St —nTy) [a(t) - 6(1)] dt (217.3)
= (@) - ¢(t)

2 was wir ja miissen, da wir zum jetzigen Zeitpunkt keinen geeigneten Begriffsapparat, bei-

spielsweise zur Definition eines Spektrums, entwickelt haben.
3 Dies sind unendlich oft differenzierbare Funktionen, die ,schnell fallen” oder solche mit
kompaktem Trager.
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o

= Z $n¢(nTa) Vd)(t)

n=—oo

Somit folgt insgesamt:

Das zeitdiskrete Signal (z,,)nez ldsst sich mit der (zeitkontinuierlichen!)
verallgemeinerten Funktion

oo

E(t):= ) wn-6(t —nTy) Z §(t —nT,) (218.1)

n—=—oo n—=—oo

identifizieren!

J

Damit erdffnet sich uns nun die Moglichkeit, das (zeitkontinuierliche) Spek-
trum des diskreten Signals (x,),cz zu berechnen.

Das Spektrum von Z(t)

Das Spektrum des Signals #(¢) kann mittels Fouriertransformation bestimmt
werden. Wir verwenden dazu den Multiplikationssatz aus Tabelle 2.2, S. 152.
Nach Tabelle 2.2 gilt:

s 1 . .
$(@)(jw) = 5 X (jw) * § (UL (¢/Ta)) (jw)- (218.2)
Dabei bezeichnet UL (t/T,) die so genannte Dirac-Impulsreihe, d.h.

AL (t/T,) Z ot — nTy,) (218.3)

n—=—oo

Offenbar ist die Dirac-Impulsreihe nach Definition ein T,-periodisches Si-
gnal (bei den Vielfachen nT, der Periodendauer T, wiederholt sich der Dirac-
Impuls)!

Nach dem Satz iiber die Fourierreihenentwicklung periodischer Signale (s. S.
178) haben wir die Moglichkeit, das Spektrum § (L (¢/T5)) (jw) der Dirac-
Impulsreihe mit Hilfe ihrer komplexen Fourierkoeffizienten zu berechnen (s.
Anhang A.5,S. 552).

Fur die Fourierkoeffizienten gﬂt4 mit w, = %:

T, /2

L = / l Z do(t — nT,) e~ Ikwat gy
7T j2 LhET
T./2 (218.4)
, 1
/ So(t)e Thwat gt — T VkeZ.
—T,/2 “

4 Im Gegensatz zu Kapitel 2 ist T, hier die Abtastintervalllinge und nicht die Periodendauer
einer Schwingung mit Frequenz wq. Somit ist w, die Abtastfrequenz in rad/s.
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Aufgrund des Zusammenhangs zwischen den Fourierreihen und den Fou-
rierspektren (s. S. 178) gilt dann fiir die Fouriertransformierte von 1L (¢t/T,):

F(UL (¢/T,))(jw Z QW?(SO(M— kwa) (219.1)
k=—o00
= Wy Z do(w — kwy) = wy U (w/wy). (219.2)
k=—oc0

Auf dem Weg wurde somit folgendes Resultat hergeleitet:

Die Fouriertransformierte einer Dirac-Impulsreihe mit Zeitabstand 7,
ist eine mit 2* = w, gewichtete Dirac-Impulsreihe mit Frequenzabstand
We!

Zusammenfassend erhilt man aus den bisherigen Uberlegungen die Folge-
rungen:

Der Abtastprozess ldsst sich idealisiert als Multiplikation mit der Dirac-

Impulsreihe )~ do(t — nT,) auffassen (System: idealer Abtaster).

n=—oo

Das diskrete Signal () nez 1dsst sich mit dem zeitkontinuierlichen Signal

oo

B(t) = Y anlo(t —nT,) = a(t) L (t/T,) (219.3)

n=-—oo

identifizieren.

Fiir das Spektrum von Z(t) (und somit fiir das Spektrum des diskreten
Signals (zr,)nez) erhdlt man mit (218.2) und (219.1):

e D
X (juw) = %X(m (AL (/20))
—wa Z X (jw) * do(w — kwy) (219.4)
I _
= T_a k:Z_OOX(](w — kwyg))
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Die schematischen Darstellungen® in den Abbildungen 3.4 und 3.5 illustrie-
ren diesen Sachverhalt fiir zwei grundlegende Situationen beziiglich des Ver-
héltnisses zwischen der Abtastbandbreite (d.h. w,) und der Signalbandbrei-
te.

(t) | X (jw)|
/ 1 1
I \_/ Zeit/s !,a I ul,, Frequenz/rad/s
T2 2
Impulsabtastung im Abstand 7T,
z(t) (1)
i(t) ~ X ()
Q ] T o ? 1 1 §
I & Zeit/s _ ! I J Frequenz/rad/s

o

2

Abb. 3.4: Spektrum des Ausgangssignals eines idealen Abtasters - Idealisierte

Darstellung, Signalbandbreite < w, = 2T—:

Wir folgern aus dem Resultat (219.4):

Das Spektrum des abgetasteten Signals ist eine periodische Fortsetzung
des urspriinglichen Signalspektrums (bis auf Faktor %) (vgl. dazu Abbil-
dung 3.4). '

Falls X (jw) # O fiir |w| > %=, kommt es zu spektralen Uberlappungen

(,Aliasing”, ,,Fremd“spekten) (vgl. dazu Abbildung 3.5 und Ubung 72,
S. 235).

5 Man beachte: Dies sind schematische Darstellungen. Nicht immer werden die Spektralanteile
betragsmifig addiert, wie die Darstellung 3.5 suggerieren mag. Die Uberlagerung (219.4) ist
eine Uberlagerung komplexer Werte. Somit konnen an jeder Frequenz alle moglichen Werte
zu Stande kommen, auch Ausléschungen von Spektralanteilen sind moglich!
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z(t) | X (jw)|

/

I \_/ Zeit/s La I w'@ Frequenz/rad/s
2

Impulsabtastung im Abstand Tg

)

Spektrale Uberlappungen

T SN A
T \ N\ N R
Q ?
8 Zeit/s Frequenz/rad/s

Abb. 3.5: Spektrum des Ausgangssignals eines idealen Abtasters - Idealisierte

Darstellung, Signalbandbreite > w, = QT—:

An dieser Stelle kann nun auch die Funktion des ersten Tiefpassfilters in
der Darstellung der grundlegenden Anordnung zur Digitalen Signalverar-
beitung aus Abbildung 3.1, S. 214 erklart werden. Dieses Filter begrenzt die
Bandbreite des Analogsignals derart, dass es nach der Abtastung nicht zu
den in Gleichung (219.4) prognostizierten Fremdspektren und damit Fremd-
signalen im Nutzband kommt. Natiirlich miissen dazu zumindest Nutzsi-
gnalbandbreite und Abtastbandbreite gemafs der obigen Folgerung ange-
passt sein. Die Aufgabe des Filters ist also die Unterdriickung des Einflus-
ses anderer breitbandiger Signale, die im Eingangssignalgemisch ggf. vor-
handen sein konnten. Da das Filter somit die Entstehung von Aliasspektren
durch die Abtastung verhindert, heifst es folgerichtig Anti-Aliasing-Filter.
Das Uberlappungsproblem ist nun (wie man sich anhand von Abbildung
3.4 und Abbildung 3.5 klar machen kann) eng verkniipft mit der Frage,
wann das analoge Signal aus dem abgetasteten Signal rekonstruierbar ist
und wann nicht.

Rekonstruierbarkeit abgetasteter Signale

Zur Illustration betrachten wir in Abbildung 3.6, S. 222 eine weitere schema-
tische Darstellung von Abtastspektren und moglichen zugehorigen Analog-
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signalspektren. Das Abtastsignalspektrum in dieser Abbildung kann offen-
bar aus zwei moglichen bandbegrenzten Analogsignalspektren durch die in
(219.4) abgeleitete spektrale Uberlappung

X(jw) = Ti S X((w — kwa)) (222.1)
¢ k=—o0

Ubung 70 entstehen. Die Abbildungen machen deutlich, dass die auftretende Mehr-
; deutigkeit durch eine Bedingung an die Bandbreite des abgetasteten Signals
Ubung 72 ymgangen werden kann.

Spektrale Uberlappungen (?)

ANVAL

Woher riihrt
das
Abtastspektrum?
Y (jw)l | X (jw)l
1] . Frequenz/rad/s La w'ﬂ Frequenz/rad/s
T2 2 T2 2

Abb. 3.6: Das Rekonstruktionsproblem - (schematisch) dargestellt im
Frequenzbereich

Rekonstruierbarkeitsbedingung

Wir folgern daraus: z(t) ist rekonstruierbar (etwa durch Tiefpassfilterung
und Fourierrticktransformation), wenn gilt:

X(jw)=0 Vw> % (222.2)

Dies ist nichts anderes als eine Formulierung des Abtasttheorems. Bevor die-
ses Theorem jedoch genauer formuliert werden soll, wollen wir seine Aussa-
ge nochmals im Zeitbereich veranschaulichen.
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3.1.4 Rekonstruktion im Zeitbereich

Man betrachte hierzu Abbildung 3.7. Die Abbildung zeigt zwei mit Abta-
strate f, = 5Hz abgetastete Sinus-Signale der Frequenz 1 Hz und 6 Hz. Die
Abbildung zeigt, dass beide Signale fiir die gewéhlte Abtastfrequenz identi-
sche Abtastwerte liefern.

Ampl.

-0.6f -

-08| °: S \
= Sch)plingi_{ng

0 0.5 1 15 2
Zeitls

Abb. 3.7: Das Rekonstruktionsproblem - dargestellt im Zeitbereich

Auflerdem ist es offenbar moglich, durch die Abtastwerte noch viel mehr
verschiedene Signale zu legen, wenn man die Signale zwischen den Abtast-
zeitpunkten stédrker variieren ldsst (sprich, die Frequenz erhoht).

Im nachfolgenden Beispiel soll dieses Verhalten rechnerisch nachvollzogen
werden.

3.1 Beispiel (Rekonstruierbarkeitsproblem)

Man betrachte die harmonischen Schwingungen
xz(t) =sin2rft + @), y(t) =sin2w(f + fo)t + @), (223.1)

wobei f, = T% die Abtastfrequenz in Hz bezeichnet.
Dann gilt:

y(nT,) = sin(2w fnT, £ 2mn + ¢)

= sin(2nfnT, + ¢) = 2(nT,) Vn € Z. (223.2)

Offenbar haben y(t) und z(t) identische Abtastwerte, d.h. die Abtastwerte
konnen keinem dieser beiden Signale eindeutig zugeordnet werden!
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Ein Grenzfall ist in gewissem Sinne dabei der Fall f, = 2f, also wenn die
Abtastrate gerade der doppelten Signalfrequenz entspricht.

In diesem Fall ist:

x(nT,) = sin(27 fnT, + ¢)

. 1 . (224.1)
= sm(27rfng + ¢) = sin(mn + ¢).
Speziell erhilt man fiir ¢ = 0:
xz(nT,) =sin(mn + ¢) =sin(an) =0 Vn € Z. (224.2)

Das Signal wird also bei der Abtastung annulliert und kann somit nicht wie-
der rekonstruiert werden. ||

3.2 Beispiel (Rekonstruierbarkeitsproblem)
Ein weiterer interessanter Spezialfall mit einer tiberraschenden praktischen
Anwendung (s. Beispiel 3.5, S. 229) ist der Fall f, = f.
Hier ist:
x(nT,) =sin(2rfnT, + ¢)

. 1 , i (224.3)
= s1n(27rfn? + ¢) = sin(27n + ¢) = sin(¢p) =: ¢ konstant.

In diesem Fall haben z(¢) und die Konstantfunktion (das Gleichsignal)
z(t) = cidentische Abtastwerte! |

3.3 Beispiel (Rekonstruierbarkeitsproblem)

Man betrachte nun die harmonischen Schwingungen

o (2 (- 27))

I (224.4)
und  y(t) = cos (27r (7“ + Af) t) ,
wobei Af < % sein soll.
Die Abtastung der beiden Signale mit der Abtastrate f, = T% liefert:
x(nT,) = cos (277 (% - Af) nTa) = cos(nm — 2w AfnT,),
(224.5)

y(nT,) = cos (277 <% + Af> nTa) = cos(nm + 2 AfnTy,).
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Mit Hilfe der trigonometrischen Formel
cos(x £ y) = cos(z) cos(y) F sin(x) sin(y) (225.1)
erhdlt man wegen sin(nr) = 0:

x(nTy) = cos(nm) cos(2rAfnT,),

y(nT,) = cos(nx) cos(2r AfnT,). (225.2)

Wiederum haben z(t) und y(t) identische Abtastwerte. [ |

Uberschreitet also die Signalfrequenz f Hz einer harmonischen Schwingung

die Grenze ’;—“ Hz um Af Hz, so erhalten wir aus den Abtastwerten nach

Rekonstruktion mit Hilfe eines Digital-Analog-Umsetzers eine harmonische
Schwingung der Frequenz % — Af Haz.

Dieser Effekt des Abtastens kann mit Hilfe von Simulink durch eine Simula-
tion mit akustischen Signalen hérbar gemacht werden!

3.4 Beispiel (Rekonstruierbarkeitsproblem - akustisch)
Die Abbildung 3.8 zeigt den Aufbau des Systems s_AbtastTheorem.mdl

. . ])

Halteglied

Chirp Lautsprecher

Initialisierung
(bitte vor Start anklicken )

Abb. 3.8: Simulink-System zur akustischen Simulation des Abtasttheorems

Das Simulink-System kann durch Anklicken des Initialisierungsbuttons mit
Hilfe der Datei init_abtasttheorem.m beispielsweise wie folgt initialisiert
werden:

stoptime = 20; % Dauer der Simulation
anfangsfrequenz = 20; % Anfangsfrequenz d. Chirp-Signals (Hz)
targetzeit = stoptime;% Zeit bis zum Erreichen d. Endfrequ.

% des Chirp-Signals
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endfrequenz = 10000; % Endfrequenz des Chirp-Signals
% Abtastintervall in sec
abtastintervall = 0.0005; % entspricht fa = 2000 Hz

Nach dem Start der Simulation wird ein so genanntes Chirp-Signal erzeugt,
abgetastet und mit Hilfe eines Haltegliedes und des Rechner-Lautsprechers
in ein horbares Signal zuriickgewandelt.

Ein Chirp-Signal ist ein Signal, bei welchem eine Schwingung gleichblei-
bender Amplitude mit anschwellender Frequenz erzeugt wird. Im vorlie-
genden Beispiel etwa wird die Frequenz innerhalb von 20s von 20 Hz auf
10 kHz hochgefahren. Da die Abtastrate auf 2 kHz festgelegt ist, tibersteigt die
Eingangssignalfrequenz im Laufe der Simulation sukzessive die Frequenzen
Lo = 1kHg, 3L = 3kHz, 54 = 5kHz und so weiter.

Entsprechend der Berechnung in Beispiel 3.3 nimmt die Frequenz des zu-
riickgewandelten (rekonstruierten) akustischen Signals nach Uberschreiten
von %“ = 1kHz wieder ab. Ahnliches gilt fiir die anderen genannten Fre-
quenzen, wie sich leicht durch eine entsprechende Modifikation der Berech-
nung in Beispiel 3.3 verifizieren ldsst.

Der akustische Effekt ist ein standiges Auf- und Abschwellen der Frequenz
des Lautsprechersignals zwischen 0 Hz und 1 kHz.

Der Leser ist gehalten mit weiteren Parametern zu experimentieren. W

Dieses Experiment sowie die Beispiele 3.1, 3.3 und die Abbildungen 3.6 und
3.7 zeigen, dass eine Rekonstruierbarkeit des analogen Signals aus den Ab-
tastwerten zumindest dann nicht mehr gewéhrleistet werden kann, wenn
die Signalfrequenz die Grenze f, /2 tiberschreitet. Wir halten fest:

Um die Rekonstruierbarkeit eines analogen Signals aus seinen Abtastwerten
zu gewdhrleisten, muss zumindest gelten:

fa > 2fmaa- (226.1)

Dabei ist fy,q, die maximale Spektralfrequenz des Signals!
Wir haben nun alles zusammen getragen, um das zentrale Resultat dieses
Kapitels zu formulieren.

3.2 Das Abtasttheorem

Vorab benotigen wir noch die folgenden Begriffe:

N
Ein Signal z(t) heifit ein Tiefpasssignal (oder bandbegrenzt), wenn fiir

sein Fourierspektrum gilt:

Es gibt ein wy, > 0 mit:

X(w)=0 V|w| > ws. (226.2)

- J
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Ein Signal z(t) heifst Bandpasssignal, wenn es wy > w; > 0 gibt mit:

X(jw)=0 Vwmitw < |w| <ws. (227.1)

Mit Hilfe dieser Begriffe formulieren wir nun die 1. Version des so genann-
ten Abtasttheorems. In der Literatur ist diese Version oft die einzige, die an-
gegeben wird, sodass meist von dem Abtasttheorem gesprochen wird. Die
Aussage des Satzes lasst sich allerdings noch in einer niitzlichen Form ver-
allgemeinern, was wir im Anschluss auch tun werden.

ﬁ)tasttheorem: Genau dann ist ein Tiefpasssignal z(t) eindeutig ah
seinen Abtastwerten

1
i = Jll,), Ty = f—, fo Abtastrate in Hz, (227.2)
a

rekonstruierbar, wenn gilt:
fa > 2 fmax- (227.3)

Dabei ist fmax die maximale Spektralfrequenz (in Hz) von x(t).

In diesem Fall gilt mit w, = 27f, = %—::

x(t) = n:io:oo T, sinc (u}a(%ﬂ_nm)
o sin (”—t = 7m>

Ta
= Wi Tt

(227.4)

— TN

- - /

Gleichung (227.4) ergibt sich dabei aus folgender Uberlegung:

Ist die maximale Spektralfrequenz wmax von z(t) kleiner als die halbe Abtast-
frequenz “5*, so ergibt sich aus der Grafik in Abbildung 3.4, S. 220, dass das
Originalspektrum X (jw) von z(t) aus dem Abtastspektrum X (jw) prinzi-
piell durch einen (mit 77, skalierten) idealen Tiefpass zuriickgewonnen wer-
den konnte:

X (jw) = X (jw) - Ta vect.,, (j (w + %{)) : (227.5)

Abbildung 3.9 illustriert diese Idee.
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Die Fourierriicktransformation von (227.5) ergibt (vgl. (166.3)):
- Wq . walt
x(t) = Tu&(t) * 5 Sine (E)

> 1 . Wat
Z Toxndo(t — nTy) * (T_ sSmce ( o )) (228.1)

a

~ . (Wa
= Z Zp, Sinc (%(t - nTa)) .
n=-—oo

|X (Gl

1
. I i Frequenz/rad/s
2

g ==

v

Nach Impulsabtastung im Abstand T: 5 _
| X (jw)| (dealer) Tiefpass

Q wa wa B 3“*)70 Frequenz/rad/s
2 2 2 2
Nach Tiefpassfilterung und Skalierung:
| |X (jw)]
1 1
. o Frequenz/rad/s
2 2

Abb. 3.9: Die Rekonstruktion mit einer Abtast-Tiefpass-Kette

Wir stellen fest:

Das Abtasttheorem ist (auch) ein Interpolationssatz! Es liefert eine Dar-
stellung von z(t) als Uberlagerung von sinc-Funktionen.

Die Rekonstruierbarkeit ist durch kein anderes® Interpolationsverfahren
(lineare, quadratische, Splines, etc. ) verbesserbar, d.h., es muss hierfiir
immer gelten:

Ja > 2 fmax- (228.2)

6 Dies geht aus den bisherigen Herleitungen zwar nicht hervor, auf einen Nachweis wird an
dieser Stelle jedoch verzichtet.
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Die Ungleichung (228.2) ist die eingangs des Kapitels gesuchte Bedingung,
unter der beim Abtasten eines Signals keine Information tiber das Signal ver-
loren geht und daher im Allgemeinen (etwa durch Voranschalten des Anti-
Aljasing-Filters) sicherzustellen.

Es gibt jedoch Anwendungsfille, in denen nutzbringend eine bewusste Ver-
letzung von (228.2) vorgenommen wird. Die folgende Anwendung aus der
Messtechnik etwa beruht auf dem in Beispiel 3.2 dargestellten Effekt.

3.5 Beispiel (Stroboskopmessung)

Eine haufige praktische Aufgabe ist die Ermittlung der Drehzahl schnell ro-
tierender Teile. Eine Messung kann auf Basis der Beobachtung aus Beispiel
3.2 nun folgendermafien durchgefiihrt werden: Man markiert das rotierende
Teil, wie etwa in Abbildung 3.10 den Fliigel eines herkémmlichen Ventila-
tors, und tastet den Probanden dann optisch ab, indem man mit einem geeig-
neten Gerdt, dem so genannten Stroboskop, mit einer bestimmten Frequenz
fa Lichtblitze erzeugt.

Abb. 3.10: Messung der Rotationsgeschwindigkeit eines Ventilators mit einem
Stroboskop

Stimmt nun die Rotationsfrequenz f mit der Frequenz der Lichtblitze tiber-
ein, so wird der in Abbildung 3.10 zu erkennende rote Punkt (die Markie-
rung) immer in der gleichen Position angeblitzt (,,abgetastet”, s. Abbildung
3.11). Dies entspricht der Abtastung

x(nT,) = sin(2mn + ¢) = sin(¢) =: ¢ (konstant) (229.1)

in Gleichung (224.3), wobei sin(27 ft + ¢) die vertikale Position des roten
Punktes zur Zeit ¢t markiert.

Der Beobachter erhilt dadurch den Eindruck, dass der rote Punkt , steht”!
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Blitz Blitz Blitz

Abb. 3.11: Abtastung des Ventilators mit dem Stroboskop

Da dies gleichermafien fiir alle Punkte der Szene gilt, ergibt sich insgesamt
der Eindruck eines ,stehenden Bildes”, wenn die Blitzfrequenz am Strobo-
skop entsprechend f, = f eingestellt ist. Indirekt kann somit die Rotations-
frequenz und damit die Umdrehungszahl

Ut =60- f U/min

(230.1)
O

gemessen werden.

Abtasttheorem - Version 2

Die in (227.2) bis (227.4) formulierte Abtasttheorem-Version ist wohl die be-
kannteste und gebrauchlichste. In vielen Fillen ist eine zweite Version des
Abtasttheorems sehr niitzlich, welche in den gédngigen Darstellungen der Ef-
fekte des Abtastens oft vergessen wird. Sie besagt, dass Rekonstruierbarkeit
von der Bandbreite des Nutzsignals abhdngt und nicht von seinem Ort im
Spektrum.

thasttheorem — Version 2: Ist z(t) ein Bandpasssignal mit den Bamh
grenzen wi, ws und der Mittenfrequenz

w2t wi

We 5 (rad/s),

(230.2)

so kann z(t) genau dann eindeutig aus den Abtastwerten z(n1,) = z,
rekonstruiert werden, wenn

2
?” = w, > 2B, B = wy — w; (Signalbandbreite) (230.3)
ist und wenn es ein k € N gibt, sodass
1
[wa,w1] C [kwq, (kK + E)wa], Wo = 27 f4. (230.4)

- J
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Die schematische Darstellung in Abbildung 3.12 illustriert dieses Resultat im
Frequenzbereich. Das tiefpassgefilterte Signal im dritten Teil der Abbildung
enthalt (fast) alle Informationen, die das Bandpasssignal auch enthielt. Zur
vollstindigen Rekonstruktion des Bandpasssignals benotigt man lediglich
noch die urspriingliche Mittenfrequenz. Man kann dann mit Hilfe dieser Fre-
quenz durch ,Mischung” mit dem Tiefpasssignal und einer nachtraglichen
Bandpassfilterung das urspriingliche Analogsignal zurtickgewinnen.

| X (jw)| Bandpasssignal
§ 1 1
] 2 La wla 20 Frequenz/rad/s
Twe Tt 2 2 =

Nach Impulsabtastung im Abstand T, :
jw)| (Idealer) Tiefpass

AAMATAAAD-

Frequenz/rad/s

Wa

2 2 2 2

§§

Abb. 3.12: Das Prinzip der Unterabtastung nach Version 2 des Abtasttheorems

Nach Tief filt d Skali :
ach Tiefpassfilterung und Skalierung Y(jw)| (aquiv. Tiefpasssignal)

_ 3wa Frequenz/rad/s

2

3wq
2

m|E'

woff =

Man erreicht also trotz massiver Unterabtastung unter gewissen Bedingun-
gen eine Rekonstruktion ohne Informationsverlust. Beispiel 3.6 illustriert
diesen Riickgewinnungsprozess wieder mit einem einfachen harmonischen
Schwingungssignal.

3.6 Beispiel (Abtasttheorem 2 im Zeitbereich)
Sei

x(t) = sin(2w fot) (231.1)
mit

fo=4fa+f, <+ f“ (231.2)
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Dann gilt:

x(nT,) = sin(2rd fonT, + 27 f'nT,)

= SiIl(Qﬂf’nTa) =z, (’ﬂTa). (2321)

Dabei entspricht z,,(t) einer ,niederfrequenten Version” von z(t). Es handelt
sich offenbar um eine Sinusschwingung der Frequenz f’.

Mit Version 1 des Abtasttheorems erhalt man fiir z,,(¢) die Rekonstruktion:
2, (t) = sin(27 f't). (232.2)
Es folgt:

2 2 (t) cos(2m(4fo)t) = 2 - sin(27 f't) cos(2m (4 f4 )t)
=sin(2n(f" + 4fa)t) +sin(27(f" —4f.)t)  (232.3)
= z(t) + Rest.

Der ,Rest” kann mit Filtern eliminiert werden! Damit erhédlt man ohne Infor-
mationsverlust eine Rekonstruktion des Ausgangssignals z(t). W
3.2.1 Ubungsaufgaben

Ubung 68 ( Losungsband Seite 164)

Betrachten Sie das in Abbildung 3.13 dargestellte System.

z (t) Abtaster
mit
Periode Ty,
([
w(t) wa(t)
y(t)

Abb. 3.13: Mischer und Abtaster

Die Signale z(t) und y(t) seien ideal bandbegrenzt mit den in Abbildung 3.14
dargestellten rein reellen Spektren.

(a) Sind die zugehorigen Signale reell?
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- X(juw)

—-10 10 Frequenz/rad/s
X Y (o)

-5 5 Frequenz/rad/s

Abb. 3.14: Spektren zu den Signalen aus 3.13

(b) Bestimmen Sie die Bandbreite des Spektrums des Produktsignals w(t)
und plotten Sie mit Hilfe von MATLAB eine Grafik des Spektrums.

(c) Fiir welche Abtastraten f, := T% ist w(t) aus dem Abtastsignal wgy(t)
rekonstruierbar?

(d) Skizzieren Sie fiir eine solche Abtastrate das Spektrum von wgy(t) mit Hil-
fe des Ergebnisses von Aufgabenteil (b).

(e) Geben Sie ein Rekonstruktionsfilter an, welches an das obige System
nachgeschaltet werden kann und w(t) liefert.

Ubung 69 ( Losungsband Seite 170)

Betrachten Sie das in Abbildung 3.15 dargestellte (reelle) Fourierspektrum
X (jw).

I

X(jw)

—-17  -15 15 17 Frequenz/rad/s
Abb. 3.15: Beispielspektrum zu Ubung 69

(a) Das zugehorige Zeitsignal z(t) werde mit einer Frequenz von 7rad/s
abgetastet. Skizzieren Sie das Spektrum des zugehorigen Abtastsignals
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#(t) und begriinden Sie, warum es nicht zu spektralen Uberlappungen
kommt.

(b) Untersuchen Sie, ob das urspriingliche Signal aus den Abtastwerten
(7n),,cz wieder rekonstruiert werden kann und erldutern Sie gegebenen-
falls wie.

Ubung 70 ( Losungsband Seite 173 )
Betrachten Sie ein 1000 Hz Sinussignal der Amplitude 1.

(a) Berechnen Sie die Abtastwerte dieses Signals fiir eine Abtastrate von
300 Hz. Skizzieren Sie das Spektrum des abgetasteten Signals. Welches
Sinussignal unterhalb der Abtastrate/2 (der so genannten Nyquistfre-
quenz) hat identische Abtastwerte?

(b) Begriinden Sie, warum das Ausgangssignal aus den in Aufgabenteil (a)
gewonnenen Abtastwerten eindeutig rekonstruiert werden kann und
entwerfen Sie das Blockschaltbild eines Systems, mit dem dies moglich
ist.

(c) Berechnen Sie die Abtastwerte dieses Signals fiir eine Abtastrate von
200 Hz.

(d) Begriinden Sie mit Hilfe des Ergebnisses von Aufgabenteil (c), warum
die Bandpassunterabtastung hier nicht funktioniert, obwohl die Bedin-
gung Abtastrate >2*Signalbandbreite erfiillt ist.

Hinweis: Zu dieser Aufgabe steht Ihnen in der Begleitsoftware ein Simulink-
Beispielsystem namens s_uebAbtastTh2.mdl zur Verfiigung, mit dessen Hil-
fe die Ergebnisse der obigen Untersuchungen anhand eines akustischen Si-
gnals nachvollzogen werden konnen.

Ubung 71 ( Losungsband Seite 175)

Diese Aufgabe dient zur Erlduterung der Bedeutung des Ausgangs-

Tiefpassfilters aus Abbildung 3.1, S. 214 und ist sehr wichtig fiir das
é Verstandnis der Rekonstruktion im Zuge der D/A-Wandlung.

(a) Skizzieren Sie fiir einen Sinus der Frequenz 1 Hz das zeitdiskrete Abtast-
signal bei Abtastung mit Abtastfrequenz 4 Hz (Abtasttheorem’ eingehal-
ten!).

(b) Der D/A-Wandler erzeugt aus diesem Signal wieder ein Analogsignal
durch ,Halten” der Werte. Skizzieren Sie dieses Signal.

(c) Berechnen Sie ein Spektrum des D/A-Wandler-Ausgangssignals und
skizzieren Sie dessen Betrag.

7 Soll heifen: die Bedingung zu Vermeidung von Aliasing ist eingehalten!
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(d) Erldutern Sie, wie ein nachgeschaltetes Tiefpassfilter in diesem Beispiel
gestaltet sein muss, damit man den Original-Sinus wieder erhilt und be-
griinden Sie, warum dieses Tiefpassfilter Harmonischenfilter genannt
wird.

Ubung 72 ( Losungsband Seite 179)

Diese Aufgabe dient zur Erlduterung des in Abbildung 3.5, S. 221 dargestell-
ten Uberlappungseffekts. Es soll der falschliche Eindruck vermieden wer-
den, die Betragsspektren addierten sich immer. Dies ist in der Tat nicht so. Es
konnen sogar Ausloschungseffekte auftreten. Allgemein handelt es sich um
irgendeine Addition der (i.Allg. komplexen) Spektralanteile.

Betrachten Sie das Signal
x(t) = sin(27t) + cos(27w3t) (235.1)

bei Abtastung mit Abtastfrequenz 4 Hz (Abtasttheorem nicht eingehalten!).

(a) Berechnen Sie das (komplexe) Fourierspektrum des abgetasteten Signals
und skizzieren Sie das zugehorige Amplitudenspektrum.

(b) Vergleichen Sie die Amplitude des Signalanteils bei 1 Hz des abgetas-
teten Signals mit der von der schematischen Abbildung 3.5, S. 221 sug-
gerierten Summe 2 (Summe der Amplituden des Sinus- und Cosinus-
Anteils von z(t)). Was stellen Sie fest?

(c) Uberpriifen Sie Thr Ergebnis mit dem SimulinkSystem s_uebAbtast-
Th3.mdl der Begleitsoftware. Erkldren Sie mit dem Ergebnis aus Teil-
aufgabe (c) von Ubung 71 die in s_uebAbtastTh3.mdl beobachtete Am-
plitude des rekonstruierten Tiefpasssignals (Ausgangssignal nach D/A-
Wandlung).






Digitale Signale und Systeme

In diesem Kapitel sollen nun die Eigenschaften digitaler Signale und Syste-
me charakterisiert werden.

Der Leser wird sicher schon beim Blick auf das Inhaltsverzeichnis festge-
stellt haben, dass der Aufbau dieses Kapitels sehr dhnlich zu dem von Kapi-
tel 2 ist. In der Tat ist eine Leitlinie der folgenden Uberlegungen die Frage,
wie die Begriffswelt und der Methodenapparat zur Beschreibung analoger
Signale und Systeme auf die digitale Welt tibertragen werden konnen. Wir
werden sehen, dass es gelingt, zu jeder der in Kapitel 2 entwickelten Ver-
fahren eine korrespondierende Methode fiir die Beschreibung von digitalen
LTI-Systemen und zeitdiskreten Signalen zu entwerfen.

In die Problematik und die Eigenschaften digitaler Systeme soll zun&chst
anhand einfacher Beispiele eingefiihrt werden. Der erste Ansatz wird dabei
die diskrete Simulation eines analogen Systems sein.

4.1 Einfiihrungsbeispiele

Um die Diskussion moglichst elementar zu halten, ziehen wir zunéchst das
einfachste Beispiel aus Kapitel 2 heran und beginnen mit dem schon hinrei-
chend untersuchten RC-Tiefpass (vgl. etwa die Beispiele 2.1 und 2.10).

Das Ziel der Uberlegungen ist es, das Verhalten und die Eigenschaften eines
RC-Tiefpasses mit Hilfe zeitdiskreter Signale (etwa der abgetasteten Ein- und
Ausgangssignale des RC-Tiefpasses) und einem digitalen System (also einem
Computerprogramm) nachzubilden.

4.1 Beispiel (Diskrete Simulation d. RC-Tiefpasses - Ansatz 1)

Der erste Ansatz zur Diskretisierung besteht in der synchronen Abtastung
eines kausalen RC-Tiefpass-Eingangssignals z(t) und des zugehorigen Aus-
gangssignals y(t) mit Abtastrate f, = 7.
Die Abtastung des Ausgangssignals y(t) ergibt eine Folge

2

In =y(nT,), n=0,1,2,..., (237.1)

fur welche nach Gleichung (34.5) im eingeschwungenen Zustand des Tief-
passes gilt:

nTy
1 _ (nTg—7)

T / x(r)e” T dr. (237.2)
0

Un = y(nTa) =

Die soeben vorgenommene Zeitdiskretisierung des Ausgangssignals hat al-
lerdings fiir unsere Zwecke den Nachteil, dass die Werte nach wie vor durch

O. Beucher, Signale und Systeme: Theorie, Simulation, Anwendung,
DOI 10.1007/978-3-642-20294-0_4, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2011
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eine Berechnung des Faltungsintegrals mit Hilfe des zeitkontinuierlichen
Eingangssignals z(7) bestimmt werden miissen.

In einem weiteren Schritt wird daher auch das Eingangssignal diskretisiert
und das Integral auf der rechten Seite von (237.2) gemafs

n

1
yn =T kz_ox(kTu)e

_(nTq—kTqa)
T

(238.1)

ersetzt.

Die Bestimmung von y,, beruht somit auf einer Approximation des Integran-
den durch eine Treppenfunktion, welche ihrerseits auf der Abtastung von
x(7) mit der Abtastrate f, beruht. Die Abtastwerte von Ein- und Ausgangs-
signal des RC-Tiefpasses werden durch (238.1) miteinander verkniipft.

Die Abtastwerte des Ausgangssignals i, = y(nT,) werden allerdings nicht
mehr exakt reprasentiert, sondern durch die Werte

Un = Tkhn_k (238.2)
k=0
approximiert, wobei die Folge (h.),, ., durch
m <0

(238.3)

—mTa
e ™mT m>0

definiert ist.

Die so berechneten Werte y,, sind offenbar zumindest fiir kleine 7T, (d.h.
grofle Abtastraten f,;) aufgrund der Integraldefinition {iber Riemannsche
Zwischensummen i.Allg. eine gute Approximation fiir die tatsdchlichen Ab-
tastwerte g, des Ausgangssignals.

Man erhilt in Gleichung (238.2) eine so genannte Simulation 0-ter Ordnung’
des RC-Tiefpasses, welche offensichtlich (bis auf den Faktor 1) auf der Dis-
kretisierung (238.3) der Impulsantwort

h(t)= —e™T, (t>0) (238.4)

des analogen RC-Tiefpasses beruht! |

! Der Integrand in (237.2) wurde durch eine Treppenfunktion, also mit Hilfe von Stiicken von
Polynomen 0-ten Grades approximiert.
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4.2 Beispiel (Diskrete Simulation d. RC-Tiefpasses - Ansatz 2)

Eine Beschreibung des Systemverhaltens des RC-Tiefpasses im Zeitbereich
liefert neben der Impulsantwort aber bekanntlich auch die Differentialglei-
chung (34.4).

Diese Tatsache legt folgende Idee fiir einen weiteren Diskretisierungsansatz
nahe. Man diskretisiere die Differentialgleichung

Ty(t) +y(t) = z(t) (239.1)

des RC-Tiefpasses durch eine Diskretisierung der Ableitung ¢(t) tiber den
zugehorigen Differentialquotienten mit Schrittweite T, gemafs:

JNTL) = - (y(nTe) — y((n — DT, (2392)

a

Setzen wir in diesem Fall y,, := y(nT,), so wird T'y(t) + y(t) = =(t) approxi-
miert durch:

T
T_(yn - yn—l) + Yn = Tp,

( ’ ) - (239.3)
<~ Yn — Yn—1 = L.

T+T,

In Ubung 73, S. 245 wird gezeigt werden, dass die mit dem ersten Ansatz Ubung73
gewonnene Formel (238.2) zur rekursiven Gleichung

8
Ty, 1= 2a, (239.4)

Yn — € T

dquivalent ist.

Fiir T, < T (Abtastrate < Zeitkonstante) gilt dann offenbar, dass Gleichung
(239.4) ungefdahr Gleichung (239.3) entspricht und so beide Ansétze in eine
nahezu dquivalente Simulation {ibergehen. n

Es sollte an dieser Stelle bemerkt werden, dass das Systemverhalten der
durch die Rekursionsgleichungen (239.3) und (239.4) definierten Systeme zu
einem Zeitpunkt n (etwa n = 0) neben dem aktuellen Wert des Eingangssi-
gnals x,, offensichtlich noch vom Wert des Ausgangssignals y,,—; abhédngt.
Beobachtet (und erregt) man das System also ab einem gewissen Zeitpunkt?
(den wir ohne Einschrankung als n = 0 festlegen konnen), so ist die Sys-
temantwort vom Wert des Ausgangssignals y_; vor Beginn der Erregung,
also von dessen Anfangszustand abhangig!

2 Man beachte, dass in der Praxis auch nichts anderes moglich ist, da das System durch ein Pro-
gramm (s. MATLAB-Simulation) realisiert wird, welches wir nur ab einem gewissen Start-
zeitpunkt anregen und beobachten kénnen!
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Dies entspricht der Situation fiir analoge Systeme, die durch lineare Differen-
tialgleichungen beschrieben werden. Das Systemverhalten hingt vom An-
fangswert ab. In Kapitel 2 wurden die Systeme daher stets im Zustand der
Ruhe betrachtet, um wichtige Systemeigenschaften, wie Linearitit und Zei-
tinvarianz zu gewéhrleisten.

Wir werden dies (aus den gleichen Griinden, vgl. Ubung 76) auch fiir digitale
Systeme im Folgenden voraussetzen.

Mit Hilfe von MATLAB und der theoretischen Erkenntnisse aus Kapitel 2
konnen wir iiberpriifen, wie gut die berechneten Approximationen O-ter
Ordnung das Verhalten des RC-Tiefpasses simulieren. MATLAB bietet dafiir
zahlreiche vorgefertigte Moglichkeiten, auf die wir aber spater zurtickkom-
men wollen.

Die Rekursionsformeln (239.3) und (239.4) konnen ganz elementar in Form
einer Programmierschleife realisiert werden. Der folgende Ausschnitt des
Programms RCSimuOrd0.m berechnet die Approximation des RC-Tiefpass-
Ausgangssignals gemafs (239.3) und (239.4) fiir ein sinusférmiges Eingangs-
signal und stellt sie dem nach (170.1), (170.2) und Abbildung 2.38 bestimm-
ten, exakten Ausgangssignal des Tiefpasses gegentiber:

Ubertragungsfunktion des RC-Tiefpass
definieren

= 1;

= tf('s’);

= 1/(T*s+1);

e = o0 oo

o

Frequenz des sinusférmigen Eingangssignals in Hz
definieren (es wird ein 2 Hz-Sinus simuliert)
frq = 2;

o

% Amplituden- und Phasendnderung berechnen
[Amp, phas] = bode(H,2+pixfrq);

% Nullpahse in rad umrechnen
nphas = 2+pixphas/360;

% Zeitintervall fiur die grafische Darstellung festlegen
t = (0:0.001:5);

% Theoretisches Ausgangssignal des RCTP berechnen
sigaus = Amp=sin (2:pixfrq=t+nphas);

% Abtastrate fa festlegen

fa = 10; % fa = 25; (ggf. Script hier editieren)
Ta 1/fa;
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% Sinusformiges Eingangssignal abtasten

(0:Ta:5); N = length(tn);
sin (2xpixfrq=tn);

tn
xn

% Simulation mit Hilfe einer for-Schleife

% Vorinitialisierung (das System wird zum
% Startzeitpunkt als "in Ruhe" befindlich
% angenommen (y_{-1} = 0)

ynl = [xn(1)=*Ta/(T+Ta), zeros(l ,6N-1)];
yn2 = [xn(1)*Ta/T, zeros(1l ,N—1)];

for k=2:N
% Berechnung nach Formel 1
ynl(k) = yn1(k—1)+T/(T+Ta)+xn(k)*Ta/(T+Ta);
% Berechnung nach Formel 2
yn2(k) = yn2(k—1)+exp(—Ta/T)+xn(k)+Ta/T;
end

In Abbildung 4.1 ist das Ergebnis fiir zwei Abtastraten (fa = 10 Hz und
fa = 25 Hz) gegentibergestellt. Der Signalausschnitt ist so gewéhlt, dass sich
das System im eingeschwungenen Zustand befindet.

4 4.2 44 4.6 4.8 5 4 4.2 4.4 4.6 4.8 5
Zeitls Zeitls
Abb. 4.1: Ausgangssignal fiir eine digitale Simulation 0-ter Ordnung des
RC-Tiefpass fiir ein 2 Hz-Sinussignal am Tiefpasseingang bei einer Abtastrate von
10 Hz bzw. von 25 Hz

Zur Illustration der Struktur digitaler Systeme sollen nun noch zwei weitere
einfache Beispiele betrachtet werden. Das erste System berechnet die Aus-
gangssignalwerte auf der Grundlage einer so genannten gleitenden gewich-
teten Mittelung endlich vieler Eingangssignalwerte. Dabei wird zu jedem
Zeitpunkt eine Reihe von Eingangssignalwerten zwischengespeichert und
gemittelt. Der berechnete Mittelwert reprasentiert dann den fiir diesen Zeit-
punkt gtiltigen Ausgangssignalwert des Systems. Die Mittelwertbildung er-
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folgt gewichtet, d.h. die gespeicherten Werte werden nicht wie beim arithme-
tischen Mittel , gleichberechtigt” zur Mittelwertbildung herangezogen, son-
dern entsprechend vordefinierter Gewichtungsfaktoren.

4.3 Beispiel (Gleitende gewichtete Mittelung)

Wir definieren zunichst folgende Koeffizienten:

2 3 2 1
; 1 9’ 2 ’ 3 ) 4 9

h =
0 9 9

1
- 242.1
5 (42)

und

hy =0Vk<0, Vk>4.

Nun betrachten wir zum Eingangssignal z,, := x(nT’) die folgende, analog
zu Gleichung (238.2) definierte Summe:

4
Yn = Z hiTn_g
k=0

= hoZTn + h1Tn_1 + hoxn_o + haxn_3 + haxp_a

= ...+ h72xn+2 + h71In+1 + hOIn + hlenfl (242.2)
+ hop—o + h3Tp—3 + hay—a + hsTp_s + ...

=z ohpio+T_1hpp1 +xohn + T1hn—1
+ xohy—o + x3hp_3 + X4hp_g4 + T5hy_5 + ...

Dabei berticksichtigt man, dass die Koeffizienten hy, k& ¢ {0,...,4} ver-
schwinden. Somit l4sst sich die Beziehung (242.2) formal in folgender Form
schreiben:

o

oo
Yn = Z Tniihi, = Z T hn— k- (242.3)

k=—o0 k=—o0
Durch die Gleichungen (242.2) und (242.3) wird ein digitales System
G: (xn)nGZ a— (yn)neZ

definjert, dessen Verhalten in Abbildung 4.2 anhand von zwei digitalisier-
ten Sinusoiden als Eingangsfolge (x,)ncz dargestellt ist (vgl. hierzu das
MATLAB-Programm GlGewMittel.m).

Die Ergebnisse solcher Experimente mit sinusformigen Eingdngen legen die
Vermutung nahe, dass das System Tiefpasswirkung hat. n

Das zweite Beispielsystem berechnet die Ausgangssignalwerte auf der
Grundlage einer Rekursionsformel.
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L L L L L L L L
4 42 44 4.6 4.8 5 4 4.2 4.4 4.6 438 5
Zeitls Zeitls

Abb. 4.2: Wirkung der gleitenden gewichteten Mittelung auf abgetastete sinusoide
Eingangssignale

4.4 Beispiel (Rekursionsformel)
Wir definieren ein digitales System & : (2, )necz — (Yn)nez durch folgende
Rekursionsvorschrift:

25 3
Yn =Yn-1 = gYn—2 +Tn — 7 5n-1- (243.1)

Dabei gehen wird davon aus, dass das System nur durch kausale Signale, d.h. Ubung75

durch Signale mit z,, = 0 Vn < 0, angeregt wird und sich zu Beginn in Ruhe?®
befindet (y,, = 0 Vn < 0).
Auch diese Vorschrift ist in MATLAB leicht zu programmieren, wie der fol-
gende Ausschnitt von rec_formel.m zeigt:

N = length(xn); Zahl der Stilitzstellen
Vorinitialisierung mit
den Anfangswerten

0% o° oP

yn = [0, 0, zeros(1,N)];

o0

Berlicksichtigung von x_{-1}
xn

[0, xn];
% die Rekursionsformel
for k=1:N

yn(k+2) = yn(k+1) — 25/36xyn(k) + xn(k+1) — 3/4sxn(k);
end

% Elimination der kinstlich eingefiigten Nullen

yn(1:2) = [];

3 Mathematisch gesehen bedeutet dies, dass & eine Abbildung vom Raum der kausalen Signa-
le in den Raum der kausalen Signale ist.
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Mit Hilfe dieser Funktion kann das Verhalten des Systems fiir verschiede-
ne Eingangssignale experimentell ermittelt werden. Abbildung 4.3 stellt die
Reaktion des Systems auf einen diskreten Einheitssprung

o = 1 fir n>0 (244.1)
0 fir n<0

dar (vgl. Aufruf_rec_formel.m).

1.2r : 1

T

0 5 10 15 20 25 30 35 40
Zeit/s

Abb. 4.3: Antwort eines durch die Rekursionsformel (243.1) definierten digitalen
Systems & auf einen diskreten Einheitssprung

Das Systemverhalten ist in diesem Falle nicht so klar erkennbar, auch wenn
man mehrere Experimente mit sinusférmigen Eingangssignalen durchfiihrt.
Das Experiment mit dem Einheitssprung legt die Vermutung nahe, dass das
System beschrédnkte Signale in beschrankte Signale tiberfiihrt. In Kapitel 2
wurde dies fiir analoge Systeme mit den Begriff der Stabilitit gekennzeich-
net. Einen entsprechenden Stabilitdtsbegriff werden wir im Folgenden auch
fiir digitale Systeme definieren und Kriterien dafiir herleiten. _____ N

Numerische Experimente, wie wir sie fiir die vorangegangenen Beispiel
durchgefiihrt haben, bieten zwar einen gewissen Einblick in das System-
verhalten, lassen aber natiirlich i.Allg. keine gesicherten Riickschliisse zu.
Hierfiir miissen, dhnlich wie in Kapitel 2 fiir den zeitkontinuierlichen Fall,
Methoden entwickelt werden, die das Systemverhalten eindeutig mathema-
tisch beschreiben. Diese Methoden werden in den nachfolgenden Abschnit-
ten vorgestellt.
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4.1.1 Ubungsaufgaben
Ubung 73 (Losungsband Seite 183)

Zeigen Sie, dass die Gleichung (238.1) in die dquivalente rekursive Gleichung

T,
Yo —e T/ Ty, 4 = = (245.1)

iiberfithrt werden kann.

Ubung 74 (Losungsband Seite 184)

Betrachten Sie nochmals die Simulation 0-ter Ordnung des RC-Tiefpasses (s.
Beispiel 4.1).

Entwerfen Sie analog zur Vorgehensweise aus Beispiel 4.1 eine so genann-
te Simulation 1. Ordnung, indem Sie den Integranden des Systemintegrals
des RC-Tiefpasses nicht, wie im Beispiel, durch eine Treppenfunktion, son-
dern (nach Art der Trapezregel fiir die numerische Integration) durch einen
Polygonzug approximieren.

Schreiben Sie ein MATLAB-Programm, mit dem Sie Ihre Lésung simulativ
tiberpriifen kénnen.
Ubung 75 (Losungsband Seite 186)

Zeigen Sie, dass das System & : (2n)nez — (Yn)nez, welches durch die
Gleichung

Yn= > Tk (245.2)
k=—o0
definiert ist, auch durch die rekursive Gleichung
Yn = Yn—1 + Tn, (245.3)

beschrieben werden kann.

4.2 Grundlegende Systemeigenschaften

Alle Beispiele des Abschnittes 4.1 stellen einen Zusammenhang zwischen ei-
ner (reellen oder komplexen) (Zahlen)Folge (z,,),cz und einer Folge (y,)nez
her, der in Form eines Algorithmus oder eines Programms realisiert wird.
Es wurde bereits erwahnt, dass wir diesen Zusammenhang als digitales Sys-
tem

S (l‘n)nEZ — (yn)nel (2454)
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auffassen, wobei (z,)ncz als Eingangssignal(folge) des Systems & und
(Yn)nez als dessen Antwort auf dieses Eingangssignal betrachtet wird.

Fiir die Beispielsysteme konnen, dhnlich wie in Abschnitt 2.2 von Kapitel 2,
wesentliche Systemeigenschaften abgeleitet werden.

Linearitit

In den Beispielen 4.1 bis 4.4 wurden zwei mogliche Formen fiir die Darstel-
lung des Zusammenhangs (245.4) herausgearbeitet.

Zum einen wurde das Ausgangssignal (y,).cz mit Hilfe eines Signals
(hn)nez in der Form

oo

Yn = Trhn i (246.1)

k=—o0

(vgl. (242.3)), zum anderen in Form einer Rekursionsgleichung (vgl. (243.1))
dargestellt.

Aus den Linearitatseigenschaften der Summe folgt im ersten Fall, dass

Sla-z,) =a-6(xy,), (246.2)

giltt.

Die Systeme, die sich geméf (246.1) darstellen lassen, sind somit linear!
Auch das durch die Rekursionsgleichung (239.3) in Beispiel 4.2 definierte
System ist linear.

Man betrachte dazu

& : (28 )nez = (Y5 )nez

und

(2)

6 : (xg))nez — (yn )nEZ.

Durch Addition der entsprechenden Gleichungen (239.3) folgt:

4 Genau genommen muss man hier bei der Eigenschaft (246.3) etwas vorsichtig sein, da die
Summanden einer einfach konvergenten Reihe nicht beliebig umgeordnet werden konnen.
Ist G jedoch beispielsweise fiir beschrankte Folgen wohldefiniert, so sind die Reihen ab-
solut konvergent und die Summanden x, y, konnen in der in (246.3) dargestellten Weise
zusammengefasst werden. Diese mathematischen Spitzfindigkeiten diirften jedoch fiir die
Ingenieurpraxis irrelevant sein.
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T T
[CO NI )Ry S AN 2) _ta (1) 4 L) 2471
Yn +yn <T+Ta) (yn71+yn71)+ T—i—Ta(IH +zn ) ( . )

Also gilt:

& : (@) +aP)uez — U0 + 5P )nez (247.2)

n n n n

und das Superpositionsprinzip fiir & ist erfiillt. Dabei gehen wir nattirlich
davon aus, dass yf}ll =0, 11/7(127)1 = 0 und das System folglich ,in Ruhe” ist,
denn ansonsten wiirden die Ausgangssignale nicht ausschliefSlich von den
Eingangsignalen abhédngen, sondern vom gewéhlten Anfangszustand, und
das Uberlagerungsprinzip wire nicht mehr giiltig.

Das Verstarkungsprinzip weist man vollig analog nach. Wir wollen daher
auf eine ausfiihrliche Darstellung an dieser Stelle verzichten.

Allerdings sollte erwahnt werden, dass die Linearitét offenbar eine Folge der
Tatsache ist, dass die Rekursionsgleichung konstante Koeffizienten hat und
keine nichtlinearen Abhingigkeiten von (z,,)nez und (y,)nez enthilt. Somit
lasst sich die Argumentation aus (247.1) auf alle Rekursionsformeln dieser
Art tibertragen.

Zeitinvarianz

In Abschnitt 2.2 von Kapitel 2 wurde Zeitinvarianz als die Eigenschaft des
Systems definiert, auf ein um einen Zeitraum % verzogertes Eingangssignal,
mit einem entsprechend verzogerten Ausgangssignal zu reagieren. Das Ver-
halten eines solchen Systems ist daher nicht zeitabhingig.

In der diskreten Welt sind , Verzogerungen” natiirlich nur im Rahmen des
Abtasttaktes moglich. Ist also (zr,)nez ein diskretes Signal, so ist eine dazu
um ko € N Takte zeitverzogerte Folge (Z,,)nez durch

Bp = Tpk, VREL (247.3)

definiert.

Im diskreten Fall stellt sich damit die Eigenschaft der Zeitinvarianz wie folgt Ubung76
dar:

/Sei A

S : (zn)nez — (Yn)nez
ein digitales System mit der Eigenschaft

6(xn—k0) = Yn—ko = 6($)ﬂ—ko' (2474)

Dann heif$t & zeitinvariant.

J
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Auch digitale zeitinvariante Systeme zeichnen sich folglich dadurch aus,
dass sie unabhingig vom Startzeitpunkt der Beobachtung auf gleiche Ein-
gangssignale mit gleichen Ausgangssignalen reagieren.

Systeme & gemadfs (238.2) — und allgemein auch gemafs (246.1) — sind zei-
tinvariant! Dazu betrachte man eine um k, Takte zeitverzogerte Eingangs-
folge

Tn = Tp—kq-

Aus (238.2) und (238.3) folgt dann:

n o0
Up 1= Zi'khnfk = z Tphn_k
k=0

k=—o0
= Z Tp_rhy = Z Tp—ko—khk (248.1)
k=—oc0 k=—oc0
n—ko n
= Z TeP(n—ko)—k = Yn—ko-
k=—oc0

Man erhdlt also am Ausgang, wie fiir die Zeitinvarianz gefordert, eine ent-
sprechend zeitverzogerte Version des urspriinglichen Ausgangssignals.
Auch fiir die in den Beispielen aus Abschnitt 4.1 betrachteten Rekursions-
gleichungen ldsst sich die Zeitinvarianz fiir Systeme ,,in Ruhe” nachweisen.
Man betrachte dazu die Ubung 76.

BIBO-Stabilitit

Insbesondere fiir die durch Rekursionsformeln definierten Systeme besteht
die Gefahr, dass sich die Ausgangswerte durch die in der Rekursion definier-
ten Riickkopplungen aufschaukeln.

Die Ausgangssignalwerte wachsen an, obwohl die Eingangssignalwerte dies
nicht tun. Dies ist die schon aus dem zeitkontinuierlichen Fall bekannte Ei-
genschaft der Nicht-Stabilitit eines Systems.

Fiir digitale Systeme kann die Stabilitdtseigenschaft wie folgt formuliert wer-
den:

/Sei

~

S: (xn)nGZ = (yn)nEZ
ein digitales System mit der Eigenschaft:

|zn| <M < oo VneZ

(248.2)
— JK>0: |y|<K<oo VnezZ.

Dann heifst & BIBO-stabil.

"l J
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Es ist klar, dass die Stabilitatskriterien fiir zeitkontinuierliche Systeme im
diskreten Fall nicht verwendet werden konnen. Wir miissen im Folgenden
Kriterien erarbeiten, anhand derer man die Stabilitét eines digitalen Systems
beurteilen kann, ohne die obige, in der Praxis unhandliche Definition bemii-
hen zu miissen.

Kausalitit

Wesentliche Voraussetzung fiir die Realisierbarkeit eines Systems ist die For-

derung, dass die Werte der Ausgangssignale zu einem gegebenen Zeitpunkt

nur von Werten der Eingangssignale zu diesem oder einem friiheren Zeit-

punkt abhdngen, nicht jedoch etwa von ,zukiinftigen” Werten.

Dieses Verhalten wurde in Abschnitt 2.2 als die Eigenschaft der Kausalitit Ubung 77
eines Systems definiert, die nattirlich auch im diskreten Fall wesentlich ist.

4 N\
Ist

G: (xn)nGZ [ — (yn)nEZ

ein digitales System mit der Eigenschaft, dass y,, ausschliefflich von Wer-
ten z1, k < n des Eingangssignals abhéangt (und nicht von zeitlich ,spa-
teren” Werten), so heifit S kausal.

J

Wie schon in Abschnitt 2.2 erwdhnt, ist die Kausalitdtsforderung insbeson-
dere in der Digitalen Signalverarbeitung manchmal analytisch unpraktisch.
Daher werden im Folgenden aus Vereinfachungsgriinden auch nicht-kausale
Systeme betrachtet. Diese Systeme macht man dann meist durch eine einfa-
che Verschiebung des Zeitmafies (mit Hilfe einer Zwischenspeicherung) wie-
der kausal und damit realisierbar. Man vergleiche dazu etwa den Quellcode
des Programms rec_formel.m auf Seite 243.

LTI-Systeme

Ahnlich wie in Kapitel 2 wollen wir uns bei den folgenden Untersuchungen
auf die Beschreibung und Analyse der Klasse von Systemen konzentrieren,
die die obigen Eigenschaften besitzen, den so genannten linearen zeitinvari-
anten Systemen, kurz LTI-Systemen:

4 )
Ein digitales System & heifst ein lineares zeitinvariantes System, kurz

digitales LTI - System, wenn gilt:

G ist linear,
G ist zeitinvariant.
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Wir werden im Folgenden Methoden zur Beschreibung von digitalen LTI-
Systemen im Zeit-, Bild- und Frequenzbereich entwickeln und damit den
Methodenapparat aus Kapitel 2 auf digitale Systeme erweitern.

4.2.1 Ubungsaufgaben
Ubung 76 (Losungsband Seite 187)

Betrachten Sie das System & : (2, )nez — (Yn)nez, welches, dhnlich wie das

.: aus (239.4), durch die Differenzengleichung®
a,beR (250.1)

Yn — Q- Yn—1 =b- Ty,

gegeben ist. Setzen Sie voraus, dass das System ,,in Ruhe” ist und nur durch
kausale Signale angeregt wird.
Weisen Sie nach, dass das so definierte System zeitinvariant ist.

Ubung 77 (Losungsband Seite 188)

Weisen Sie nach, dass das durch (250.1) definierte digitale System kausal ist.

Ubung 78 (Losungsband Seite 188)

Untersuchen Sie, fiir welche Parameter a,b € R das durch (250.1) definierte
digitale System stabil ist.

Ubung 79 (Losungsband Seite 190)

Finden Sie heraus, wie das durch (250.1) definierte digitale System in der

.: Form
Yn = Z Tk - Ik (2502)

k=—o00

geschrieben werden kann.

Orientieren Sie sich dabei an der Losung von linearen Differentialgleichun-
gen 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten und gehen Sie folgendermafien
vor:

(a) Bestimmen Sie eine Losung der homogenen Differenzengleichung
Yn =@ Yp—1 =0 (250.3)

mit Hilfe eines ,Exponentialansatzes”. Machen Sie sich dabei klar, wie
der Exponentialansatz fiir Differentialgleichungen auf einen dquivalen-
ten Ansatz fiir Differenzengleichungen tibertragen werden koénnte.

5 Siehe Definition (251.1)!
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(b) Bestimmen Sie anschliefend eine Losung der Differenzengleichung
(250.1) mit Hilfe einer ,,Variation der Konstanten”. Machen Sie sich dabei
klar, wie die Technik der Variation der Konstanten fiir Differentialglei-
chungen auf eine dquivalente Technik fiir Differenzengleichungen tiber-
tragen werden konnte.

(c) Ermitteln Sie aus der Losung die Darstellung (250.2).

4.3 Signale und LTI-Systeme im Zeitbereich

In den Beispielen des Abschnittes 4.1 wurden die Zusammenhinge zwischen
Ein- und Ausgangssignal eines digitalen Systems stets durch die explizite
oder implizite Abhdngigkeit der Werte y,, zum ,, Zeitpunkt” n € Z von den
tibrigen Werten der Folgen (2, )nez und (y»)nez angegeben. Eine solche Dar-
stellung nennen wir eine Darstellung im Zeitbereich.

4.3.1 Darstellung mit Differenzengleichungen

Die in den Beispielen hergeleiteten Gleichungen (239.3), (239.4) und (243.1)
haben eine dhnliche Gestalt wie Differentialgleichungen, wobei die Ablei-
tungen durch Differenzen ersetzt werden. Im Falle der Systembeschreibung
(239.3) wurde diese ja sogar explizit durch Diskretisierung einer Differenti-
algleichung gewonnen.

Solche diskreten Gleichungen mit konstanten Koeffizienten fithren unter ge-
wissen Voraussetzungen ebenfalls zu LTI-Systemen, wie im vorangegange-
nen Abschnitt gezeigt wurde (vgl. Seite 247 und Ubung 76). Die besagten
Gleichungen heifien Differenzengleichungen.

Unter einer linearen Differenzengleichung mit konstanten Koeffizien-
ten versteht man eine Gleichung der Form

N M
Zakyn_k = ijxn_j, ag, bj e C. (251.1)
k=0 j=0

- J

Es gibt dhnliche Verfahren zur Losung von Differenzengleichungen wie fiir
Differentialgleichungen, etwa den Exponentialansatz und die daraus resul-
tierenden Verfahren, welche auf der Bestimmung der Losungen einer cha-
rakteristischen Gleichung beruhen (vgl. Ubung 79).

Wir wollen auf diese Losungstechniken im Einzelnen an dieser Stelle jedoch
nicht eingehen und verweisen den Leser hierfiir z.B. auf Anhang A.6, S. 553.

Explizit soll an dieser Stelle lediglich tiber digitale Systeme, die durch sol-
che Linearen Differenzengleichungen mit konstanten Koeffizienten definiert
werden, Folgendes festgehalten werden:
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Jedes auf dem Raum der kausalen Signale (2, )nez durch eine lineare Dif-
ferenzengleichung mit konstanten Koeffizienten

N M
> akyn—k = bign_j, akb; €C (252.1)
k=0 j=0

beschriebene System S, welches zu Beginn der Beobachtung ,in Ruhe,,
ist (d.h. fir das y—1 = ...y_n = 0 vorausgesetzt ist), ist ein digitales
lineares zeitinvariantes System, kurz digitales LTI-System. )

4.3.2 Zustandsraumdarstellung

Das Konzept der Zustandsraumdarstellung wurde im Fall zeitkontinuier-
licher LTI-Systeme aus dem Gedanken und der Beobachtung heraus ent-
wickelt, dass ein physikalisches System auch mit Hilfe ,innerer” Sys-
tem,,zustdnde” beschrieben werden kann. Der Vorteil dieser Beschreibungs-
weise lag darin, dass sich zum einen die Beschreibung auf Differentialglei-
chungen 1. Ordnung reduziert, zum anderen diese Zustédnde oft auch realen
physikalischen Groéflen — etwa den im System vorhandenen Energiespei-
chern — zuordnen lassen, was die mathematische Modellierung gegentiiber
der Beschreibung durch Differentialgleichungen hoherer Ordnung wesent-
lich erleichtert.
Dieses Konzept kann auch auf digitale Systeme tibertragen werden, wobei
allerdings gesagt werden muss, dass die Bedeutung der daraus resultieren-
den Darstellungsform nicht die gleiche ist, wie im analogen Fall, da ein di-
gitales System ja, wie bereits erwahnt, ein Computerprogramm ist. Im Sinne
der Suche nach einer Systemmodellierung eines gegebenen Systems hat die
Zustandsraumdarstellung also keine Bedeutung.
Die diskrete Zustandsraumdarstellung wird ganz analog zum zeitkontinu-
ierlichen Fall formuliert:

\

/Sei Uy, das Eingangssignal (der Eingangssignalvektor) eines digitalen
LTI-Systems &, ¢, das Ausgangssignal (der Ausgangssignalvektor). Sei
Z, ein Signalvektor von inneren Zustinden des Systems (der Vektor
der Zustandsvariablen). Seien A, B, C, D (komplexe oder reelle) Matri-
zen. Dann heif3t eine Darstellung des Ein-/ Ausgangsverhaltens des LTI-
Systems & der Form

fn+1:A'fn+B'ﬁna

. . ! (252.2)
ynzcxn+Dun

eine (zeitdiskrete) Zustandsraumdarstellung des LTI-Systems.

- )
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Die Matrizen A, B, C, D werden Zustandsmatrizen genannt, wobei im Ein-
zelnen die Bezeichnungen von S. 51 iibernommen werden.

Diese Betrachtungsweise eines digitalen Systems wird grafisch in Abbildung
4.4 wiedergegeben [14].

_
Un Tn+1 In Yn

Abb. 4.4: Signalflussdarstellung der Zustandsgleichungen eines digitalen
LTI-Systems

Fiir die in diesem Buch vornehmlich betrachteten digitalen Single-Input-
Single-Output (SISO) LTI-Systeme®

G Un Yn

kann ein Zustandsraummodell bei gegebener Beschreibung durch eine Dif-
ferenzengleichung hoherer Ordnung

N M
S aryn-r =D bita—j, arbj€C (253.1)
k=0 7=0

stets mit Hilfe eines Standardtricks erzeugt werden.
Wir wollen dies an einem Beispiel erldutern:

4.5 Beispiel (Beispiel zur diskreten Zustandsraumdarstellung)
Sei G ein LTI-System, welches durch die Differenzengleichung

=
aoYn + A1Yn+1 + A2Yny2 = boun + b1Un+1 (2532)

gegeben ist. Wir definieren nun (willkiirlich!) den ,Zustand” 2 als Losung
der Differenzengleichung

6 D.h. Aus- und Eingangssignal sind keine vektoriellen GroSen!

ung 81
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aox( ) 4+ alx;ll + a2x£w)rz = Uy, (254.1)

@) . ) (1),

und zp, , als zeitverschobene Version von x5,

Mit diesen Def1n1t1onen erhilt man:

x(lJ)rl _ x(2)

e (€0)

1 (254.2)
Tpt1 = Tpya = — ( alx@) - an( ) + un) .
as

Dies kann in Matrixschreibweise in der Form

(1) 0 1 l‘(l) 0
n+1 — . n .

( (2) ) < e a > ( x(2) ) + < 1 Unp, (2543)
n+1 as as n asz

geschrieben werden.

Da x%l) nach Definition die Differenzengleichung (254.1) erfiillt, erftillt xg)
die Differenzengleichung

(2

aoz? + a1z()y + azal)y = unia. (254.4)

Damit erfullt box%) + bomn die Differenzengleichung (253.2), d.h. y, L

bz + byz'?). Dies kann in Matrixform wie folgt dargestellt werden:

(1)
. Tn
Y = ( be by ) : ( "o ) 10 up. (254.5)
Damit sind die Matrizen A, B, C, D einer Zustandsraumdarstellung festge-
legt. |

Die Zustandsraumdarstellung ist, wie im analogen Fall, auch im diskreten
Fall nattirlich nicht eindeutig.

Betrachtet man namlich wieder fiir einen Zustandsvektor Z,, und eine inver-
tierbare Matrix P den mittels

=PZ, <= Pz =2, (254.6)

103

181

n

definierten neuen Zustandsvektor Z, , so ldsst sich erneut nachrechnen, dass

Lns
man aus

Pilzn—i-l = APilzn + B 'a’”7

- e " (254.7)

die dquivalente Zustandsraumdarstellung
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gy = ALy + B, (255.1)
@1::02'%1)'ﬁn

mit A= PAP~!, B = PBund C = CP~! erhilt.
Zustandsraumdarstellungen kdnnen somit durch solche Transformationen
ineinander iiberfiihrt werden.

Es wurde gezeigt, wie sich die Zustandsraumdarstellung eines LTI-System:s,
welches sich durch eine Differenzengleichung hoherer Ordnung darstellen
lasst, mittels einer allgemein giiltigen Technik aus dieser Gleichung ableiten
lasst. Auf den umgekehrten Weg kommen wir wieder spater (s. Abschnitt
4.4.5) zuriick.

4.3.3 Darstellung mit Signalflussdiagrammen

Es ist wie auch bei analogen Systemen {iblich, digitale Systeme tibersichtlich
in Form von Signalflussdiagrammen und Blockschaltbildern nach Art von
Abbildung 2.8, S. 61 darzustellen.

Dartiber hinaus lassen sich LTI-Systeme, welche in Form von Differenzen-
gleichungen darstellbar sind, detailliert ausschliefllich unter Verwendung
von Additionsknoten, Verstirkungsgliedern und Taktverzogerungsgliedern
darstellen.

Abbildung’ 4.5 illustriert dies anhand der in Abschnitt 4.1 besprochenen
gleitenden gewichteten Mittelung.

Tn [h\ /E\ Yn
L — N~ L /
v

I Ln—4
271 ha

Abb. 4.5: Blockschaltbilddarstellung der gleitenden gewichteten Mittelung

Solche Blockschaltbilder lassen sich unmittelbar mit elementaren Blocken in
Simulink umsetzen. Abbildung 4.6 stellt das System , Gleitende gewichtete
Mittelung” in Form eines Simulink-Systems dar (vgl. s_GlGewMittel.mdl ).

7 Die Bedeutung der Bezeichnung >~ fiir die Taktverzogerungsglieder wird in Abschnitt 4.4.1
erklart.
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Abb. 4.6: Simulink-Blockschaltbilddarstellung der gleitenden gewichteten Mittelung

Es sollte allerdings an dieser Stelle schon erwdhnt werden, dass die Umset-
zung in Simulink im Allgemeinen nicht auf dieser elementarsten Ebene vor-
genommen wird. Wie im analogen Fall auch, stehen allgemeinere Blocke zur
Umsetzung diskreter LTI-Systeme zur Verftigung. Wir werden hierauf in Ab-
schnitt 4.4.6 zurtickkommen.

4.3.4 Darstellung mittels Impuls- und Sprungantwort

In Abschnitt 2.3.4 des Kapitels 2 wurde gezeigt, dass sich (fast) alle LTI-
Systeme im Zeitbereich mittels spezieller, fiir das System charakteristischer
Signale darstellen lassen. Die Antworten eines LTI-Systems auf einen Ein-
heitssprung bzw. auf einen Dirac-Impuls, die so genannte Sprung- bzw. Im-
pulsantwort des Systems, kennzeichnen (im Allgemeinen®) ein LTI-System
vollstandig!

Wir wollen nun untersuchen, ob sich digitale LTI-Systeme auf dhnlich Weise
im Zeitbereich kennzeichnen lassen, d.h. ob die Antworten auf spezielle Sys-
temerregungen geeignet sind, das LTI-System vollstindig zu beschreiben.

Sprung- und Impulssignal

Zur Beantwortung dieser Frage ist es sicherlich eine gute Strategie, zu-
nichst auf die in Kapitel 2 untersuchten speziellen Systemerregungen Ein-
heitssprung und Impuls zuriickzugreifen und zeitdiskrete Versionen dieser Si-
gnale zu verwenden.

Diskretisiert man den Einheitssprung o (t) Abtastung mit Abtastrate f, := 7,
so erhadlt man
on=0(n-T)= 0 n<0, n € Z. (256.1)
1 n>0,

Die Diskretisierung des Sprungsignals gestaltet sich also recht einfach.

8 Wir verweisen noch einmal auf die Diskussion nach dem Darstellungssatz (66.1).
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Nicht ohne weiteres ist allerdings der Dirac-Impuls diskretisierbar. Da der
Dirac-Impuls eine Distribution und kein reelles Signal ist, ist auch keine ,, Ab-
tastung” des Dirac-Impulses moglich.
Um zu einer diskreten Version von dy(t) zu kommen, bedienen wir uns daher
eines in Abschnitt 2.3.4 hergeleiteten Zusammenhangs zwischen o(t) und
Jo(t). Im distributionellen Sinne galt (vgl. (80.6)):

d
Ea(t) = do(1). (257.1)
Das heifit, dass wir den Dirac-Impuls als zeitliche Anderung des Einheits-
sprungs auffassen konnen.
Ubertragen wir diese Idee in die digitale Welt, so miissen wir die Anderun-
gen der Werte des Einheitssprungs von Abtastzeitpunkt zu Abtastzeitpunkt auf-
tragen. Bedingt durch diese Taktung erweist sich die ,, diskrete Ableitung” als
wesentlich einfacher als im zeitkontinuierlichen Fall, denn man erhalt:

1 n=0,
0 n#0,

O, == 0gp(n) :== { n € Z. (257.2)

Wir bezeichnen dieses Signal als den diskreten Impuls.
Die Abbildung 4.7 illustriert den diskreten Einheitssprung und den diskreten
Impuls grafisch.

1.4 ‘ ‘ ‘ 1 1.4
1.2 1 1.2
1 9990000000000000 10 Q
0.8} 0.8}
0.6} 0.6}
041 041
0.2} 0.2}
02y 5 10 15 2 o 5 10 15
n/index n/index

Abb. 4.7: Diskreter Sprung und diskreter Impuls

Der diskrete Impuls ist zu allen Zeitpunkten n € Z gleich 0, aufler im Punkt
n = 0. Wir erhalten also ein diskretes Signal, welches zumindest anschaulich
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die Form eines Impulses hat und offenbar gewisse Ahnlichkeiten mit dem
Dirac-Impuls aufweist, sodass die Bezeichnung diskreter Impuls gerechtfer-
tigt erscheint.

Besonders angenehm ist die Tatsache, dass eine Erweiterung des Signalbe-
griffes auf ,diskrete” Distributionen oder Ahnliches offenbar nicht erforder-
lich ist. Der diskrete Impuls §y(n) ist eine ganz ,, normale” reelle Folge!

Ob allerdings der diskrete Impuls d,, die gleichen systemtheoretischen Ei-
genschaften hat wie der Dirac-Impuls dy(t), wird im Folgenden zu kldren
sein.

Die Impulsantwort eines diskreten LTI-Systems

Betrachten wir zunédchst, wie sich die in Abschnitt 4.1 untersuchten Beispiel-
systeme verhalten, wenn am Eingang des Systems ein diskreter Impuls an-
liegt.

4.6 Beispiel (Diskreter RC-Tiefpass - Impulsantwort)

Der erste Ansatz fiir die diskrete Simulation des RC-Tiefpasses mit Zeitkon-
stante T fiihrte auf ein digitales System & : (z,)nez — (Yn)nez mit dem
Ein-/ Ausgangsverhalten

Un = Tkhn_k (258.1)
k=0
und
Ty _mTa
R = ?e T, m>0. (258.2)

Fiir ein Eingangssignal z,, := d,, = do(n) ergibt sich aus (258.1):

n

Un = O0(k)hn_k =1-hp+0-hp_1 4+ +0-hg=hy,. (258.3)
k=0

Man erhilt also als Antwort die in dieser Simulation verwendete Diskretisie-
rung der zeitkontinuierlichen Impulsantwort! [ |

Betrachten wir als weiteres Beispiel die gleitende Mittelwertbildung aus Bei-
spiel 4.3.

4.7 Beispiel (Gleitende Mittelung - Impulsantwort)
Das Systemverhalten liefS sich in diesem Fall ebenfalls wieder durch eine
Gleichung der Form

oo

Un =D Tkhn_k (258.4)

k=—o00
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darstellen.
Fir ein Eingangssignal x,, := d,, = do(n) ergibt sich aus (258.4):

Yn = Z 6O(k)hnfk

k=—o

:...4_0.hn+14_1.hn4_0.hn71+“..:;hm

(259.1)

Wiederum erhilt man die Koeffizienten der Bestimmungsgleichung (258.4)
als Systemantwort. [ |

Wie allerdings ist das Verhalten, wenn das digitale System durch eine (rekur-
sive) Differenzengleichung bestimmt wird? Auch dazu zunéchst ein Beispiel.

4.8 Beispiel (Rekursionsformel - Impulsantwort)

Wir betrachten erneut das digitale System & : (z,,)nez = (Yn)nez aus Bei-
spiel 4.4, welches durch die Rekursionsvorschrift

25 3
Yn = Yn—1 — %yn72 +xn — Zl'nfl (259.2)

definiert ist.

Mit Hilfe des in Beispiel 4.4 schon verwendetet MATLAB-Programms
rec_formel.m lésst sich die Impulsantwort zumindest numerisch leicht er-
mitteln (vgl. das Aufrufscript Aufruf_rec_formel2.m).

>> Aufruf_rec_formel2
ans =

1.0000
0.2500
—0.4444
—0.6181
—0.3094
0.1198
0.3347
0.2515
0.0191

Abbildung 4.8 stellt die Systemreaktion grafisch dar.

Der Frage, ob diese Antwort ggf. analytisch ermittelt werden kann, werden
wir uns spiter zuwenden. |

Ubung 85
Ubung 86

Ubung 87
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0 5 10 15 20 25 30 35 40
Index / n

Abb. 4.8: Antwort eines durch die Rekursionsformel (243.1) definierten digitalen
Systems & auf einen diskreten Impuls

Im letzten Beispiel ist nicht so klar, wie es dies in den beiden vorausgegangen
der Fall war, ob die ermittelte Systemantwort fiir das System in irgendeiner
Weise charakteristisch ist.

Wir wollen dieses Thema daher noch einmal von einer etwas allgemeineren
Warte aus betrachten.

Theoretische Uberlegung: Ein beliebiges diskretes Signal (zy,)nez kann in
folgender Form (zundchst formal®) als Uberlagerung zeitverschobener Im-
pulse aufgefasst werden:

(Tn)nez = Z zx - 0o(n — k Z Th - Onp. (260.1)

k=—00 k=—o0

Abbildung 4.9 illustriert diese Uberlegung grafisch fiir ein Beispiel.

Ist das Signal (z,)nez Eingangssignal eines digitalen LTI-Systems S, so er-
héilt man aufgrund der Linearitit von G zunéchst:

Yn =6 (z,) = (Z Ty Op k) = > w6 (0n k). (260.2)
k=—oc0 k=—o00

Da & nach Voraussetzung zusétzlich auch noch zeitinvariant ist, folgt:

9 Wir lassen Konvergenzbetrachtungen hier zunichst einmal aufier Acht!
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L1

T

Abb. 4.9: Darstellung eines Signals als Uberlagerung diskreter Impulse (Beispiel)

k=—o0

S (65 ist jedoch nichts anderes als die Impulsantwort (hy)nez von S!

Die Systemwirkung lédsst sich somit fiir jedes LTI-System durch eine Glei-
chung der Form

Yn= Y Tk-hnp Ynel (261.2)

k=—o0

beschreiben.

Damit haben wir auf recht einfache Weise formal das diskrete Analogon zu
gleich zwei wesentlichen Resultaten — ndmlich (66.1) und (78.3) — aus Ab-
schnitt 2.3.4 erhalten, welche besagen, dass ein LTI-System durch eine fiir
das System spezifische Funktion (der Impulsantwort) charakterisiert wird.
Leider lasst sich die obige formale Betrachtungsweise nicht fiir eine ent-
sprechende Charakterisierung heranziehen, da die Operationen (260.2) bis
(261.2) in Wirklichkeit nicht ohne Spezifizierung der Signalrdaume und der
sich daraus ergebenden Konvergenzeigenschaften fiir die verwendeten Rei-
hen durchfiihren lassen.

In der Tat wird in [6] gezeigt, dass es (stetige) LTI-Systeme & auf dem Signal-
raum der beschrankten Folgen [*° gibt, welche die Folge konstant Null als
Impulsantwort haben, aber selbst nicht die Nullabbildung sind (was sie aber
sein miissten, wenn (261.2) immer gilte).
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Allerdings miissen solche Beispiele unter Einbeziehung theoretischer Ergeb-
nisse aus der Funktionalanalysis konstruiert werden. Die so konstruierten Sys-
teme sind praktisch nicht realisierbar.

In [6] wird eine vollstindige Charakterisierung der (stetigen) LTI-Systeme
auf [*° vorgenommen, welche zeigt, dass die Darstellung (261.2) im Allge-
meinen durch einen zusédtzlichen Term ergdnzt werden muss. Fiir praxis-
relevante zeitdiskrete LTI-Systeme (solche mit endlichen Faltungssummen
oder solche, die durch Differenzengleichungen beschrieben werden) ist die-
ser Term allerdings stets null, sodass analog zu (66.1) die folgende Aussage
formuliert werden kann:

Alle ,praxisrelevanten” digitalen LTI-Systeme & : (zn)nez —— (Yn)nez
lassen sich mit Hilfe einer fiir das System charakteristischen Folge
(hn)nez durch die Reihensumme

Yn = Ty * Ry 1= Z T - hp—g (262.1)

k=—o00

darstellen!

J

Die Reihensumme weist formale Ahnlichkeit mit dem Faltungsintegral
(68.2) auf. In der Tat handelt es sich um das diskrete Analogon.

Sind (zy)nez und (hy)nez zwei (reelle oder komplexe) Folgen. Dann
heifst

(@ * h)p =T x P = Y Tkhn_k (262.2)

k=—o00

die Faltung oder diskrete Faltung von (z,,),cz und (hy,)nez.

J

Das zweite wichtige, zu den Ergebnissen aus Abschnitt 2.3.4 analoge Resultat
ist, dass die in (262.1) angesprochene, fiir das System charakteristische Folge
(hn)nez nichts anderes ist als die Impulsantwort:

4 )
Sei & ein zeitdiskretes LTI-System. Dann heifit das diskrete Signal
(hn)nez mit der Eigenschaft

C0s) = @ = 0, = 0 (262.3)

die Impulsantwort des Systems.

- J
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Die Impulsantwort ist (in allen ,praxisrelevanten” Fillen) eine eindeutige
explizite Charakterisierung des Systems im Zeitbereich, da fiir alle Ein-
gangssignale (z,,)nez gilt:

Wir werden im Folgenden nur noch digitale LTI-Systeme betrachten, die in
der beschriebenen Weise durch ihre Impulsantwort bestimmt werden und
die angesprochenen theoretischen Spezialfélle aufier Acht lassen.

Eigenschaften von Faltungssumme und diskretem Impuls

Die Eigenschaften der diskreten Faltung und des diskreten Impulses sind
weitestgehend dhnlich zu denen ihrer zeitkontinuierlichen Versionen.

Ganz genau wie die kontinuierliche Faltung etwa, ist auch die diskrete Fal-
tung eine Art ,Multiplikation”, diesmal jedoch fiir Folgen.

Auch fiir diesen Faltungstyp kann, analog zu der entsprechenden Aussage
fiir Faltung zeitkontinuierlicher Signale (s. S. 68) nachgewiesen werden'®,
dass sie die wesentlichen Eigenschaften, die von der Multiplikation reeller
Zahlen bekannt sind, beziiglich Folgen besitzt.

Dies ist die Aussage des folgenden Resultats:

Die diskrete Faltungsoperation * ist assoziativ, distributiv (bez. der Ad-
dition von Folgen) und kommutativ! Fur drei diskrete Signale (z,)nez,

(Yn)nez und (zp, )nez gilt:

(Tn * Yn) * (2n) = (@) * (Yn * 2n), (263.2)
(Tn + yn) * (2n) = B * 2n + Yn * 20, (263.3)
T * Yn = Yn * Tny. (263.4)
- J

Im Gegensatz zum analogen Fall sollte allerdings festgehalten werden, dass
die diskrete Faltung eine wichtige Realisierungsform diskreter Systeme ist,
und zwar dann, wenn die Reihen endliche Summen sind. Beispiele dafiir ha-
ben wir bereits in Abschnitt 4.1 kennengelernt.

Die direkte analytische Berechnung einer Faltung ist sicher auf der Basis der
Formel (262.2) nur in wenigen Spezialfallen moglich. Diese Feststellung trifft
im Grunde fiir die diskrete Faltung noch mehr zu als fiir die zeitkontinuierli-
che, wo wir auf Stammfunktionen und Integrationstechniken zurtickgreifen
konnen. Wir werden daher, dhnlich wie im zeitkontinuierlichen Fall, nach
Moglichkeiten Ausschau halten, diese Rechenoperation génzlich zu umge-
hen (s. dazu Abschnitt 4.4.1).

10 was wir aber auch hier nicht explizit tun wollen.

Ubung 83
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Numerisch kann die Faltung zumindest approximativ!! leicht mit Hilfe von
MATLAB ausgewertet werden. Betrachten wir dazu ein schon bekanntes Bei-
spiel.

4.9 Beispiel (Gleitende gewichtete Mittelung - mit Faltung)

Das digitale System &, welches eine gleitende gewichtete Mittelung der Ein-
gangssignalwerte mit Hilfe der Koeffizienten

1 2
h()zg,hlzg,hQZ_,h3:_,h4:_ (2641)

durchfiihrt, haben wir in Beispiel 4.3 mit Hilfe des MATLAB-Programms Gl-
GewMittel.m simuliert. In diesem Programm ist die Systemwirkung mit Hil-
fe einer klassischen for-Schleife realisiert worden.

Auf der Grundlage von (263.1) konnen wir diese Simulation jedoch einfa-
cher mit Hilfe der MATLAB-Funktion conv realisieren (vgl. Programm GI-
GewMconv.m):

% Impulsantwort definieren

h=(1/9)+[1 23 2 1];

K = length(h);

% Frequenz des sinusfdérmigen Eingangssignals in Hz
frq = 2;

% Abtastrate fa festlegen

fa = 50; Ta = 1/fa;

% Sinusfdrmiges Eingangssignal abtasten
tn = (0:Ta:5);

xn sin (2xpisfrq=tn);

% Simulation der gleitenden gewichteten
% Mittelung mit Hilfe der FALTUNG
yn = conv(xn, h);

Q

% Grafische Darstellung der Simulation

% Zeitpunkte berechnen, an denen die
% Faltung ungleich 0 ist (beachten!!!!)
tfalt = (0:Ta:5+(K—1)+Ta);

stairs (tfalt ,yn, "b—’,’LineWidth” ,3);

11 Eine genaue numerische Berechnung ist nicht moglich, solange echte Reihensummen aus-
gewertet werden miissen. Man muss sich daher mit Naherungen durch endliche Summen
begniigen.
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Auf die Wiedergabe des Ausgangssignals in diesem Beispiel soll hier ver-
zichtet werden.

Die numerische Faltungsberechnung ist mit der MATLAB-Funktion conv
sehr einfach durchzufiihren. Zu beachten ist lediglich, dass die Vektorldn-
ge des Ergebnisses der Faltung der Summe der beiden Vektorlangen minus 1
entspricht! |

In Abschnitt 2.3.4, Gleichung (77.3) wurde gezeigt, dass der Dirac-Impuls
do(t) das ,Einselement” beziiglich der zeitkontinuierlichen Faltung darstellt.
Wir haben oben (vgl. (262.3)) bereits nachgewiesen, dass der diskrete Impuls
beziiglich der diskreten Faltung die gleiche Eigenschaft hat, d.h. dass fiir alle
diskreten Signale (z,, )nez gilt:

On * Ty = Ty, * Oy = Ty (265.1)

Auch beziiglich der Faltung mit einem zeitverschobenen diskreten Impuls
ergeben sich Gemeinsamkeiten (vgl. Beispiel 2.11, S. 78). Es gilt mit der Sub-
stitution j = k — ko fiir alle kg € Z:

On—ko * T = Z Ok—koTn—k = Z 0 Tn—(jt+ko) = Z 05T (n—ko)—j

k=—o00 j=—o00 j=—00
=+ 0 Tkg)+1 T 1 T—kg)—0 + 0 T(n_pe)—1 + -

= Tn—ko-

(265.2)

Damit ist das Ergebnis der Faltung eines diskreten Signals (2, )ncz mit ei-
nem um ko Takte zeitverschobenen diskreten Impuls das entsprechend zeit-
verschobene diskrete Signal (z,,—k, )nez-

Die beiden gerade besprochen Eigenschaften des diskreten Impulses sind
ein weiteres Indiz dafiir, dass die Definition (257.2) des diskreten Impulses
offenbar die richtige Ubertragung des Dirac-Funktionals in die diskrete Welt
war. Wir werden in den folgenden Abschnitten sehen, dass dies nicht die
einzigen Gemeinsamkeiten sind.

Die Sprungantwort eines digitalen LTI-Systems

Unter der Sprungantwort eines LTI-Systems wird auch im diskreten Fall wie-
der die Antwort auf einen diskreten Einheitssprung verstanden.

4 )
Sei 6 ein digitales LTI-System. Dann heif3t das Signal ') mit der Eigen-

schaft

Y9 = &(0y) (265.3)

die Sprungantwort des Systems.
\\ J
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Auch die Sprungantwort liefert eine eindeutige Charakterisierung des LTI-

Systems. Betrachten wir namlich die Differenz der Sprungantwort ¥ und

(@)

n—

der um einen Takt zeitverschobenen Sprungantwort y
Systems mit Impulsantwort (h,,)nez, so ergibt!? sich:

w =y D= Y ok — Y ko1

, eines digitalen LTI-

k=—oc0 k=—oc0
i i 266.1
= Z hi (On—k — O(n—(k41)) = Z hi0n—k ( )
k=—o00 k=—o00
= hy, * 0, = hy,.

Wir kénnen damit also die Impulsantwort bestimmen. Umgekehrt ergibt
sich durch Aufsummierung der Werte der Impulsantwort die Sprungant-
wort (s. Ubung 82).

Wir erhalten also einen Zusammenhang analog zu der distributionellen Ab-
leitungsbeziehung (84.3) zwischen Dirac-Impuls und zeitkontinuierlichem
Sprungsignal.

4.10 Beispiel (Beziehung zw. Impuls- u. Sprungantwort)

Wir konnen dieses Ergebnis mit Hilfe von MATLAB und der in den Beispie-
len 4.4, S. 243 und 4.8, S. 259 berechneten Sprung- und Impulsantworten ein-
mal tiberpriifen (vgl. das Aufrufscript Aufruf_rec_formel3.m).

T = 1; Tend = 40; % "Abtastintervall" und Endzeitpunkt

nT = (0:T:Tend); % Abtastzeitpunkte
impuls = zeros(size (nT)); % diskreter Impuls
impuls (1) = 1; sprung = nT>=0; % diskreter Einheitssprung

% Aufruf der Rekursionsformel fir Impuls und Sprung
[ydelta_n] = rec_formel(impuls);
[ysigma_n] = rec_formel(sprung);

% Berechnung des Differenzsignals derSprungantwort und der
% Summe der Impulsantwort

diffysigma = diff ([0,ysigma_n]);

sumydelta = cumsum(ydelta_n);

% Gegenliberstellung der Werte
[ysigma n’, sumydelta’, ydelta_n’, diffysigma’]

ans =

12 Wir setzen hier die absolute Konvergenz der Reihen voraus!
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1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
1.2500 1.2500 0.2500 0.2500

0.8056 0.8056 —0.4444 —0.4444
0.1875 0.1875 —0.6181 —0.6181
—0.1219 —0.1219 —0.3094 —0.3094
—0.0021 —0.0021 0.1198 0.1198

0.3325 0.3325 0.3347 0.3347
0.5840 0.5840 0.2515 0.2515
0.6031 0.6031 0.0191 0.0191

0.4475 0.4475 —0.1556 —0.1556
0.2787 0.2787 —0.1688 —0.1688
0.2179 0.2179 —0.0608 —0.0608

Die beiden linken Spalten enthalten die berechnete Sprungantwort und die
tiber die Aufsummierung der Impulsantwort gewonnene Sprungantwort.
Die beiden rechten Spalten enthalten die Impulsantwort und die nach (266.1)
aus der Sprungantwort gewonnene Impulsantwort. Man erkennt die perfek-
te Ubereinstimmung. n

4.3.5 Ubungsaufgaben
Ubung 80 (Losungsband Seite 192)

Zeigen Sie, dass das digitale System, welches auf dem Raum der kausalen
Folgen durch die Differenzengleichung

Yn = Yn-1+Tpn, y-1=1 (2671)

definiert ist, weder linear noch zeitinvariant ist.

Ubung 81 (Losungsband Seite 194)

Geben Sie zwei dquivalente Zustandsraumdarstellungen fiir das digitale Sys-

tem an, welches durch die Differenzengleichung .:
(267.2)

Yn =Yn—-1+ Yn—2+Upn, Y-1=y-—2=0

definiert ist.

Ubung 82 (Losungsband Seite 195)

Sei (hp)nez die Impulsantwort eines digitalen LTI-Systems.

Rechnen Sie nach, dass sich die Sprungantwort des Systems durch Aufsum-
mieren der Impulsantwort ergibt, d.h. dass
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u =Y (268.1)

k=—00

ist.

Ubung 83 (Losungsband Seite 196)

Rechnen Sie das Assoziativgesetz der diskreten Faltung (263.2) explizit nach,
d.h. zeigen Sie, dass fiir drei Folgen (2,.)nez, (Yn)nez und (2, )nez gilt:

Ubung 84 (Losungsband Seite 197)

Bestimmen Sie Impuls- und Sprungantwort des digitalen LTI-Systems &V,
welches durch die Vorschrift

1 N-—1
= kz_o T, (268.3)

definiert ist.

Uberlegen Sie sich, was dieses System mit einem ganz allgemeinen (kausa-
len) Eingangssignal x,, macht.

Ist dieses LTI-System BIBO-stabil?

Ubung 85 (Losungsband Seite 199)

Betrachten Sie ein digitales System, das durch folgende Differenzenglei-
chung beschrieben ist:
1

5
Yn = Tp—1 — 2Tn—2 + gUn—17 32, Y-1=y-2= 0. (268.4)

(a) Bestimmen Sie mit Hilfe von MATLAB die Impulsantwort (h,,),ez des
Systems.

(b) Bestimmen Sie mit Hilfe von MATLAB die Sprungantwort (y\”),cz des
Systems.

Ubung 86 (Losungsband Seite 200)

Entwerfen Sie zu dem System aus Ubung 85 ein Signalflussdiagramm
entsprechend Abbildung 4.5, S. 255 und entwerfen Sie anschliefend ein
Simulink-System dazu.

Uberpriifen Sie die Ergebnisse aus Ubung 85 mit Hilfe dieses Simulink-
Systems.
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Ubung 87 (Losungsband Seite 201)

Zeigen Sie, dass es sich bei einem digitalen System &, welches ein Signal
(n)nez in ein demgegeniiber um einen Takt verzogertes Signal vy, = 5,1
tiberfiihrt, um ein LTI-System handelt.

Bestimmen Sie anschliefSend die Impuls- und Sprungantwort dieses Systems
und entscheiden Sie, ob das System BIBO-stabil und kausal ist.

4.4 Signale und LTI-Systeme im Bildbereich

Die bislang entwickelten Beschreibungsformen fiir digitale LTI-Systeme im
Zeitbereich, also lineare Differenzengleichungen und Faltung mit der Im-
pulsantwort, teilen leider die Nachteile der entsprechenden Methoden im
zeitkontinuierlichen Fall.

Die Darstellung mit Differenzengleichungen ist nur implizit, d.h. das Aus-
gangssignal ldsst sich nicht direkt in Abhdngigkeit des Eingangssignals an-
geben, sondern die Differenzengleichung muss erst gelost werden. Die Dar-
stellung mit Hilfe der Impulsantwort ist zwar eine explizite Darstellung, hat
aber den Nachteil, dass sie kompliziert und im Allgemeinen nur approxima-
tiv zu berechnen ist.

Zudem sind, genau wie im zeitkontinuierlichen Fall, die Berechnung und die
Analyse von komplexeren digitalen Systemen, etwa eines mit einer Struk-
tur analog zu Abbildung 2.24, S. 97, mit Hilfe der Faltungsdarstellung nicht
moglich, da auch im diskreten Fall keine Division zur Faltungsoperation
zur Verfiigung steht. Die diesbeziiglichen Uberlegungen zu Beginn des Ab-
schnittes 2.4, S. 96 konnen eins zu eins auf den digitalen Fall iibertragen wer-
den, wie das folgende Beispiel zeigt.

4.11 Beispiel (Ubertragungsverh. eines digitalen LTI-Systems)

Zur lustration der Problematik betrachten wir ein zu Abbildung 2.24, S. 97
dquivalentes zeitdiskretes System, welches in Abbildung 4.10 in Form eines
Blockschaltbildes (Signalflussdiagramms) dargestellt ist.

Wir gehen dabei davon aus, dass samtliche Teilsysteme LTI-Systeme sind,
die durch ihre Impulsantwort beschrieben werden kénnen.

Mit Hilfe der in das Blockschaltbild eingetragenen Hilfssignale v,, und wy,
und der gegebenen Impulsantworten berechnen wir:

Wy = hfll) *Up, Yn = hg) * Wn,
(269.1)

3
Zn = hgz) *Yn, Un = Tn — Zn.

Durch riickwiértiges Einsetzen und Elimination aller Hilfssignale erhélt man
insgesamt unter Berticksichtigung aller Rechenregeln fiir die diskrete Fal-
tung:
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In Yn

Zn

Abb. 4.10: Blockschaltbild eines digitalen (LTI-)Systems &, bestehend aus
zeitdiskreten LTI-Teilsystemen

yn = 0B 5 (= B w0

( (270.1)
= —hM « kP 5« b3 5y, + B« BP 5z,
bzw.
Yo + 0D AP 5 B xy, = BD % AP 5 2. (270.2)

Berticksichtigt man noch, dass der diskrete Impuls das , Einselement” beziig-
lich der diskreten Faltungsoperation ist, so ergibt sich schlussendlich:

Yo [0+ B 5 B hD| = hD s« hD s . (270.3)

Damit sind die Moglichkeiten der Analyse des Ein-/ Ausgangsverhaltens des
Systems im Zeitbereich leider erschopft, da eine ,Division” fiir die Operation
,diskrete Faltung”, die fiir die Auflosung der Gleichung (270.3) nach y,, not-
wendig wire, genauso wie im analogen Fall, nicht existiert oder zumindest
nicht offensichtlich ist. [ |

Wir miissen daher auch im zeitdiskreten Fall nach Methoden Ausschau hal-
ten, die uns, dhnlich wie die Laplace-Transformation und die Fouriertrans-
formation im zeitkontinuierlichen Fall, in die Lage versetzen, diese Schwie-
rigkeiten zu umgehen.

4.4.1 Z-Transformation und Bildbereich

Wir beginnen zunéchst damit, nach einer Transformation zu suchen, die die
Laplace-Transformation im zeitdiskreten Fall ersetzen konnte. Dabei hilft
uns die folgende Uberlegung.

Zu () nez und (hy, )nez betrachte man die formalen Potenzreihen:
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(o)
X(z):= Z rpz
k=—oc0

- (271.1)
H(z):= Z hyz ",

k=—0o0

Wir kiimmern uns dabei zundchst nicht um Konvergenzfragen'®. Entschei-
dend sind eher die formalen Eigenschaften dieser Reihen.

So gilt etwa fiir die Multiplikation:

H(z) - X(z)=X(2) - H(2)

— f: ( Z xkhm> 27"

n=—oo \k+m=n (2712)
= Z ( Z fL'k:hnk) z "
k=—oc0 \k=—oc0

Die letzte Gleichung folgt dabei aus der Substitution:
k+m=n<=m=n—k.

Man erkennt an Gleichung (271.2) sofort, dass die innere Klammer, welche
den Koeffizienten von " der Produktreihe reprasentiert, genau mit der dis-
kreten Faltung der Koeffizientenfolgen (z,)nez und (hy)nez tibereinstimmt.
Die Faltung von Folgen ldsst sich also tiber ein Produkt von Reihen und Poly-
nomen bestimmen. Dies ist ein Pendent zu dem aus der zeitkontinuierlichen
Theorie bekannten Faltungssatz fiir die Laplace-Transformation!

In Analogie zur Laplace-Transformation definieren wir:

/Fiir ein diskretes Signal (2., )ncz (etwa z,, := z(nT,), Tq Abtastintervall—\
lange) heifst die Zuordnung

3 (Tn)nez — X(2) (271.3)
mit
X(z):= i xpz " (271.4)
k=—oc0

die (zweiseitige) Z-Transformation von (z, )ncz.

- )

13 Daher sprechen wir auch von formalen Potenzreihen.
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4 )
Im kausalen Fall, d.h., falls z,, = 0 Vn < 0ist, gilt
X(2)=> zpa* (272.1)
k=0
und man spricht von der (einseitigen) Z-Transformation.
- J

In der Praxis wird, dhnlich wie im Fall der Laplace-Transformation, die ein-
seitige Z-Transformation verwendet und tabelliert! Wir werden daher im
Folgenden immer nur die einseitige Z-Transformation betrachten.

Der Signalraum der Z-Transformierten wird ebenfalls wieder mit Bildbe-
reich bezeichnet. Wir sprechen daher von der (einseitigen) Z-Transformation
auch als einer Transformation in den Bildbereich.

Wir kennzeichnen im Folgenden die (einseitige) Z-Transformation mit der
Symbolik:

F(z) := 3(f)(2),

fn <2 F(2).

Die entscheidende Verbindung zwischen Faltung und Z-Transformation (und
damit zwischen LTI-Systemen und Z-Transformation) haben wir aus den
rein formalen Potenzreiheneigenschaften erhalten. Interessant wird die Z-
Transformationstechnik allerdings erst dann, wenn wir konvergente Reihen
erhalten, da dann das Ergebnis der Transformation als geschlossener alge-
braischer Ausdruck in z verwendet werden kann'*. Wir werden in den Bei-
spielen hierauf zurtickkommen.

Eigenschaften der Z-Transformation

Wie bei der Laplace-Transformation wollen wir die wichtigsten Eigenschaf-
ten der Z-Transformation wieder in einer Tabelle (Tabelle 4.1) zusammenfas-
sen.

Von entscheidender Bedeutung fiir die Verwendung der Z-Transformation
zur Beschreibung diskreter LTI-Systeme ist, wie bereits erwdhnt, der Fal-
tungssatz. Seine Bedeutung liegt in Zusammenhang mit dem Darstellungs-
satz (263.1) darin, dass die Z-Transformation Faltungsgleichungen, wel-
che diskrete LTI-Systeme beschreiben, in einfache Gleichungen mit ratio-
nalen Funktionen in z (algebraische Gleichungen) tiberfiihrt. Dies macht,

14 Wir bleiben bei der Laplace-Transformation ja auch nicht bei den formalen Integraleigen-
schaften stehen, sondern verwenden in der Praxis die geschlossenen algebraischen Aus-
driicke, die durch die (konvergenten) Integrale repréasentiert werden.
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Tabelle 4.1: Eigenschaften und Rechenregeln der Z-Transformation

Eigenschaft, Regel Zeitbereich ‘ Bildbereich ‘
Linearitat aTn + byn aX(z) +bY (2)
Differenzen 1. Ty — Tp—1 X(2) — 271X (2)
Ordnung =(1-2"HX(2)
Differenzen 2. (zn — Tn-1) (272 =227+ D)X (2)
Ordnung —(Tn-1 — Tn—2)
Differentiation im NTn —zL X ()
Bildbereich
Summe im > wg ZX(2)
Zeitbereich k=—o0
Verschiebung im Tn—ng "X (2)
Zeitbereich
Verschiebung im e, X (e77%2)
Bildbereich (£2 € [0,27])
Zeitumkehrung T_n X1
Faltungssatz > TrYn—k X(2)-Y(2)

k=—o0
Eindeutigkeitssatz Tn = Yn X(z) =Y(2)
Anfangswertsatz zo = lim X(z2)

zZ—00

wie wir alsbald sehen werden, den Umgang mit komplexeren diskreten LTI-

Systemen einfach.

Wir halten also!® fest:

Sind (2, )nez und (hy,

Signale. Dann gilt:

(B * Tn)nez 2 H(z) - X(2).

)nez zwel (reelle oder komplexe) diskrete (kausale)

(273.1)

Eine ebenso grofie Bedeutung wie der Faltungssatz hat der Verschiebungs-
satz im Zeitbereich. Mit Hilfe dieses Resultats ist es moglich, Differenzen-
gleichungen in algebraische Gleichungen umzuwandeln. Wir sind so in der
Lage, auch digitale LTI-Systeme, welche tiber lineare Differenzengleichun-
gen mit konstanten Koeffizienten definiert sind, mit der Z-Transformation

zu behandeln.

15 die Existenz der Transformationen voraussetzend
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Grundlegend fiir die praktische Verwendbarkeit der Z-Transformation ist
natiirlich die Tatsache, dass sie, wie die Laplace-Transformation, eine ein-
deutige Transformation ist. Dies ist die Aussage des Eindeutigkeitssatzes.
Die Formulierung der Eindeutigkeit gestaltet sich im diskreten Fall sogar et-
was einfacher als im zeitkontinuierlichen Fall, da wir keine Folgen zu Klas-
sen zusammenfassen miissen. Die eindeutige Zuordnung ergibt sich aus der
Tatsache, dass zwei Potenzreihen genau dann gleich sind, wenn ihre Koeffi-
zienten tibereinstimmen (Koeffizientenvergleich).

Zur Berechnung der inversen Z-Transformation, welche wir benétigen, um
vom Bild- in den Zeitbereich zurtickzukehren, gibt es zwar eine Integral-
formel, diese setzt aber ebenfalls wie die inverse Laplace-Transformation
Kenntnisse der Funktionentheorie voraus, sodass wir auf die Zitierung die-
ser Riicktransformationsformel verzichten wollen.

In der Praxis wird sie auch nicht benétigt, da man die Z-Transformations-
tabellen (vgl. Tabelle C.1 [47] in Anhang C) oder auch MATLAB verwenden
kann. Die Tabelle ist lediglich in der Gegenrichtung zu lesen. Zu beachten ist,
dass nattirlich nur gewisse grundlegende Transformationen tabelliert sind.
Allgemeine rationale Ausdriicke in z, welche man aus der Analyse von LTI-
Systemen im Bildbereich erhilt, konnen mit Hilfe geeigneter Techniken, die
wir auch schon von der Laplace-Transformation her kennen (d.h. i. Allg. mit
einer Partialbruchzerlegung) auf tabellierte Transformationen zuriickgefiihrt
werden.

Die Z-Transformationen der wichtigsten Signale sind der bereits erwdhnten
Tabelle C.1 aus Anhang C zu entnehmen. Aufgrund ihrer besonderen Bedeu-
tung und zur Vertiefung des Themas wollen wir an dieser Stelle jedoch die
Transformationen einiger wichtiger diskreter Signale explizit bestimmen.

Z-Transformationen einiger wichtiger diskreter Signale

Wir beginnen zunéchst mit Z-Transformation des diskreten Impulses.

4.12 Beispiel (Z-Transformation von §,,)
Fiir die Z-Transformierte dieses Signals gilt:
Ap(z) = Sp -2k
,; (274.1)
= 021200027 =1,

Die z-Transformierte des diskreten Impulses ist also die (auf ganz C) kon-
stante Funktion Ay(z) = 1! [ |

Wir erhalten eine weitere Ubereinstimmung der Eigenschaften des diskre-
ten Impulses und des Dirac-Funktionals, wie ein Blick auf Gleichung (103.3)
zeigt.
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Eine einfache, aber wichtige Folgerung ergibt sich fiir den um k Takte ver-
zdgerten Impuls.
4.13 Beispiel (Z-Transformation von §,,_y,)

Die Z-Transformierte von §,,— i, kann man analog zu (274.1) direkt berechnen
oder man kann den Verschiebungssatz im Zeitbereich heranziehen.

Mit diesem Satz und dem Resultat aus Beispiel 4.12 erhilt man:
Sy 2 2R L Ag(z) = 270, (275.1)

Speziell ist die Z-Transformierte des um einen Takt verzogerten diskreten
Impulses gleich z 1. |

In Ubung 87 wurde gezeigt, dass die Impulsantwort eines Verzégerungsglie-
des, welches das Signal um genau einen Takt verzogert, gleich d,,_; ist.

Wegen (vgl. Gleichung (265.2))
Yn = Tp—1 = 0p—1 % Tpn (275.2)
ergibt sich aus dem Faltungssatz, dass
Y(2) =271 X(2) (275.3)
ist (s. dazu auch den Verschiebungssatz). Das Verzogerungsglied um einen

Takt wurde daher in den Blockschaltbild-Darstellungen 4.5, S. 255 und 4.6,
S. 256 mit dem Symbol z~! bzw. 1 gekennzeichnet.

4.14 Beispiel (Z-Transformation von o,

Als néchstes betrachten den diskreten Einheitssprung o,.

Die Z-Transformierte dieses Signals ist nun nach (271.4): Ubung 88
D)= 1-27F=>"(z"")"
k=0 k=0 (275.4)
1

z

Die vorletzte Gleichung folgt dabei aus dem bekannten Konvergenzsatz fiir
geometrische Reihen, welcher besagt, dass fiir Zahlen g € C mit |¢| < 1 gilt:

D

k

= 1
¢ =— (275.5)
— l—gq
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In diesem ersten nichttrivialen Beispiel haben wir zum ersten Mal fiir die
Potenzreihe eine Konvergenzbetrachtung durchgefiihrt.

Es ist fuir die praktische Verwendbarkeit der Z-Transformation entscheidend,
dass wir fiir Z-Transformierte der zur analysierenden Signale einen geschlos-
senen Ausdruck, meist eine einfache rationale Funktion in z, erhalten. An-
sonsten konnten wir gegeniiber den Zeitbereichsdarstellungen keinen Vor-
teil erzielen! Auch die Vorteile der Laplace-Transformation beruhen ja dar-
auf, dass man die Integrale auswerten kann und geschlossene Funktionsaus-
driicke erhalt.

4.15 Beispiel (Z-Transformation von a™")

Als vorletztes Beispiel betrachten wir das exponentielle Signal

em=20 <0 R, (276.1)
a” ™ n>0.

Die Z-Transformierte errechnet sich zu:

X(z)= Za_kz_k = Z(az)_k
k=0 k=0 (276.2)
_ 1 _az PR 1
S 1—(a2)"t  az—1 “12 la|’

Man erhilt durch die zusatzliche Konvergenzbetrachtung als Z-Transfor-
mierte ebenfalls wieder einen geschlossenen Funktionsausdruck, im vorlie-
genden Fall eine einfach rationale Funktion in z. |

Von besonderem Interesse sind natiirlich auch im diskreten Fall die harmo-
nischen Schwingungen.

4.16 Beispiel (Z-Transformation von ¢/>"/"7, sin(2n fnT), cos(27 fnT))

Wir betrachten eine mit f, = 7. abgetastete komplexe harmonische Schwin-

gung der Frequenz f < & Hz, d.h. die komplexe Folge z,, := ¢/27/"7.

Die (einseitig) Z-Transformierte dieses Signals errechnet sich zu:

> )
X(z) = Zej%fszfk _ Z (€j27rfT2,’71)k
= h=0 (276.3)
1 z
R R G e B

Auch hierfiir wird wieder die Summenformel (275.5) der geometrischen Rei-
he verwendet.



4.4  Signale und LTI-Systeme im Bildbereich 277

Aufgrund der Linearitit der Z-Transformation und der Beziehungen (104.3)
lasst sich wiederum leicht ermitteln, welche Z-Transformierten die Abtastfol-
gen der reellen harmonischen Schwingungen haben:

X A 1 z z
sin(2w fnT) «— — (z YTy ej2’TfT)

2j
1 2jIm (e727IT)
2j 22 — 2Re (7271 T) 2 + 1
sin(2r fT)z
e 2cos(2nfT)z+ 1’

(277.1)
z 1 z “
cos(2mfnT) «— 3 (z — oi2n /T + o e—j27rfT>
1 2jJm (e727/7T)
= 522 — o%e (ejzwa)z+ 1
2?2 —cos(2nfT)z
22— 2cos(2nfT)z+ 1
[ |

Bestimmung der Z-Transformationen mit MATLAB

Statt mit Hilfe der Transformationstabelle C.1 der wichtigsten Z-Transfor-
mationen und der Rechenregeln aus Tabelle 4.1, S. 273 kann man auch Z-
Transformationen mit Hilfe der Symbolic Math Toolbox von MATLAB be-
stimmen.

Fiir die Illustration dieser Moglichkeiten wollen wir auch diesmal wieder
zum Vergleich die bereits berechneten Beispiele heranziehen.

4.17 Beispiel (Z-Transformationen mit MATLAB)

Die Berechnungen werden mit der MATLAB-Funktion ztrans durchge-
fithrt. Als Argumente benétigt diese Funktion symbolische Ausdriicke. Im-
plizit wird dabei davon ausgegangen, dass es sich um Folgen mit der un-
abhédngigen Variablen n handelt. Die Transformation liefert dann Funktions-
ausdriicke in der Variablen z als Z-Transformierte zurtick. Sollen die Varia-
blennamen anders sein, so muss dies explizit vereinbart werden.

Einige der oben berechneten Transformierten ergeben sich wie folgt (vgl. Da-
tei bsp_ztrans.m):

>> syms n z % Symbolische Variablen
>> % Z-Transformation des Einheitssprungs
>> Sigma = ztrans (heaviside(n))
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>> pretty (simplify (X))

—Z + a
>> % Z-Transformierte eines Cosinussignals
>> syms f T
>> x = cos(2xpixf*n«T);
>> Xcos = ztrans(x)

Xcos =

(2+cos(pix*f+T)N2—z—1)%z/(—1+4%zxcos (pix£+T)"2—2xz—z"2)

>> pretty (simplify(Xcos))

2
(2 cos(pi £T) —z— 1) z

2 2
-1+ 4z cos(pi £T) — 2z — z

Leider sind, wie immer bei der Benutzung von MATLABs Symbolic Math
Toolbox, mahnende Worte der Vorsicht angebracht. Die Ergebnisse sind
manches Mal sehr, sehr schwer zu interpretieren.

Das Ergebnis z/a/(z/a — 1) bzw. ——Z statt = fiir die Potenzfolge ist

natiirlich noch harmlos und leicht zu modifizieren.
Schwieriger wird es offenbar bei der Transformation des Cosinussignals. Das

Ergebnis

(2 cos(nfT)2—2—1)-z
—1+4zcos(mfT)? — 2z — 22

(279.1)
ist erst mit (277.1) in Einklang zu bringen, wenn man weif$ und berticksich-
tigt, dass

2cos(mfT)* =1+ cos(2-7fT) (279.2)
ist und in Zéhler

(2-cos(mfT)? —z—1)-2=(14cos(2-7fT)—2z—1)-z

= —(2% —cos(2-7fT)z) (279.3)

und Nenner
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—1+4zcos(mfT)? — 2z — 22 = =1+ 22(1 +cos(2 - 7fT)) — 22 — 22

= 7(22 —2cos(2-wfT)z+ 1) (280.1)

entsprechend einsetzt. |

4.4.2 Beschreibung von digitalen LTI-Systemen
im Bildbereich

Ahnlich wie bei der Laplace-Transformation ist auch im diskreten Fall der
Faltungssatz der Schliissel fiir eine Beschreibung von LTI-Systemen!®, mit
der die rechnerischen Probleme umgangen werden kénnen, die mit der Fal-
tungsdarstellung (262.1) verbunden sind.

Wir wollen dies zunichst wieder anhand von Beispielen illustrieren.

4.18 Beispiel (RC-Tiefpass-Simulation 0-ter Ordnung)

Wir betrachten einmal mehr die in Beispiel 4.1, S. 237 hergeleitete Beschrei-
bung der Simulation 0-ter Ordnung eines RC-Tiefpasses mit Zeitkonstante
T.

In Ubung 73, S. 245 wurde gezeigt, dass das Ubertragungsverhalten der
RC-Tiefpass-Simulation gemdfl dem ersten gewéhlten Diskretisierungsan-
satz durch die Rekursionsgleichung (Differenzengleichung)

To/ T

Yp —e TalTy = Taxn (280.2)

beschrieben wird.

Definieren wir nun zundchst X (z) und Y (z) als Z-Transformierte der dis-
kreten (kausalen) Ein- und Ausgangssignale (z,,)nez und (yn)nez des durch
diese Differenzengleichung beschriebenen LTI-Systems.

GemifS dem Verschiebungssatz im Zeitbereich (vgl. Tabelle 4.1) ergibt sich
aus (280.2) durch Transformation beider Seiten der Gleichung:

3 () — e T/ T3 (yns) = %3 (zn)

(280.3)
= Y@ —e TY(x) 2 l= %X(z).

Man beachte, dass sich die Koeffizienten dabei aufgrund der der Linearitit
der Z-Transformation vorziehen lassen.

Die so entstandene algebraische Gleichung in X (z) und Y () wird nach der
Transformation Y'(z) der (unbekannten) Ausgangsfolge y,, aufgelost. Dies
liefert eine Gleichung der Form:

16 Wir weisen ein letztes Mal darauf hin, dass wir nur solche LTI-Systeme betrachten, die durch
ihre Impulsantwort charakterisiert werden.
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1

T,
V()= -
) T _e syt

- X(2):=H(z)  X(2). (281.1)

Nach dem Faltungssatz entspricht dies andererseits im Zeitbereich der Glei-
chung

wobei (hy,)nez die Impulsantwort des diskreten LTI-Systems ist. Diese kann
nun auch aus (281.1) durch Z-Riicktransformation von

T, 1
ST et

H(z) (281.3)
etwa durch Ablesen aus der Z-Transformationstabelle, ermittelt werden.

Da die Tabellen meist in Abhingigkeit von z, statt von z~! wiedergegeben
sind, formen wir H(z) durch Multiplikation mit Z um auf:

T, z

H(z)= 2%~ _ 281.4
()= F— (2814
Tabelle C.1 in Anhang C entnehmen wir:
at/Te 2, 2 (281.5)
z—a

Ersetzen wir nun das zeitkontinuierliche Signal a'/7= durch das diskrete Si-
gnal, indem ¢ durch die Abtastzeitpunkte nT, substituiert wird, so erhalten
wir korrekter:

z z
a” &

(281.6)

zZ—a '
Im Beispiel ist nun a := e~ T Beriicksichtigt man noch, dass der Faktor L«
aufgrund der Linearitdt der Z-Transformation aus der Transformation her-
ausgezogen werden kann, so erhdlt man:

H(z) <2 hy = { 0 n<0, (281.7)

Ty ,—Ten
e T n > 0.

Die Riicktransformierte von H (z) und damit die Impulsantwort (4, ),z des
Systems ist also exakt die in (238.3) durch den ersten Modellierungsansatz
ermittelte Folge.

Die erarbeiteten Zusammenhinge koénnen wir in folgendem Diagramm zu-
sammenfassen:
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oo
Yn = Zxkhnfk

_Ta Ts k=0
Yn —€ T Yn—1 = 75Tn und
T " 0 m <0
%e_%m m >0
Z
Z—l
\ T, 1
sngin¥ (2) = 2 X(2)
T -~ T, Losung im —Ta
Y(Z)_e TY(Z)le? ZZ-BE:h Tlfe T 21
=H(z)
|

Wie das Beispiel zeigt, besteht offenbar eine direkte eindeutige Beziehung
zwischen der Impulsantwort eines digitalen LTI-Systems und dem Verhalt-
nis H(z) der Z-Transformierten des Ausgangssignals Y (z) und X (z).

Dieser Zusammenhang ist allgemein giiltig, denn er folgt direkt aus der Be-
ziehung (262.1) und dem Faltungssatz:

/Es sei (h,)nez die Impulsantwort eines zeitdiskreten (digitalen) LTI—\
Systems & : (Zn)nez — (Yn)nez. Dann wird das LTI-System im
Bildbereich durch Multiplikation mit der Ubertragungsfunktion (Z-
Ubertragungsfunktion, Ubertragungsfunktion im Bildbereich)

H(z) := 3(hy) (282.1)

beschrieben. Es gilt mit X (z) := 3(z,) und Y (2) := 3(yx):
Y(z)=H(z2)  X(2). (282.2)
- )

Zur Illustration der Vorteile der Beschreibung von LTI-Systemen im Bildbe-
reich greifen wir das System aus Beispiel 4.11 und Abbildung 4.10, S. 270
noch einmal auf.

4.19 Beispiel (LTI-System im Bildbereich)

Fiir das System aus Abbildung 4.10 erhielt man in Beispiel 4.11 mit Hilfe der
Impulsantworten hg: ) fiir die Beziehung zwischen Eingangssignal (z,)nez
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und Ausgangssignal (y,)nez des Gesamtsystems & den folgenden Zusam-
menhang (vgl. Gleichung (270.2)):

Yn + hg) * hf) * hsf) * Yy = hg) * hg) * Ty . (283.1)

Eine Auflosung der Gleichung nach dem Ausgangssignal y,, ist, wie bereits
angedeutet, im zeitdiskreten Fall nicht moglich, da die Faltungsoperation x
zwar multiplikative Eigenschaften hat, es aber keine dazu passende Division
zu geben scheint.

Mit Hilfe der Rechenregeln der Z-Transformation kénnen wir (283.1) jedoch
in eine dquivalente Gleichung im Bildbereich tiberfithren. Wir definieren wie-
der X(s) := £(z)(s), Y(s) := £(y)(s) und H;(s) := £(h;)(s). Aus der Linea-
ritdt der Laplace-Transformation und dem Faltungssatz folgt:

Y (z) + Hi(z) - Ha(z) - H3(2) - Y (2) = Hi(2) - H2(2) - X (2). (283.2)
Damit erhalt man:

Y(2)-[1+ Hi(z) - Ha(z) - H3(2)] = H1(2) - Ha(z) - X (2) (283.3)

und

X (2). (283.4)

Die Ubertragungsfunktion des Gesamtsystems & im Bildbereich ist damit:

B Hi(z) - Ha(2)

H(z) (283.5)

Mit Hilfe der Beziehung (282.1) lasst sich zudem (prinzipiell) die Impulsant-
wort h,, = 3*1(H )n bestimmen, wie wir im nichsten Beispiel sehen wer-
den. [ |

Ubertragungsfunktion im Bildbereich und Impulsantwort

Ist die Impulsantwort h,, eines LTI-Systems bekannt, so kann die Uibertra-
gungsfunktion H (z) im Bildbereich nach (282.1) durch Z-Transformation der
Impulsantwort bestimmt werden. Dies ist, wenn nicht durch elementare Be-
rechnung, beispielsweise durch Verwendung von Transformationstabellen
oder durch Finsatz der MATLAB-Funktion ztrans moglich (s.u.).

Von Interesse ist natiirlich auch wieder der umgekehrte Fall. Wir wollen dies

auch im diskreten Fall anhand der Ubertragungsfunktion (283.5) aus dem
vorangegangenen Beispiel illustrieren.

Ubung 91
Ubung 92

Ubung 93
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4.20 Beispiel (Bestimmung der Impulsantwort £, aus H(z))

Wir definieren dazu in (283.5) bzw. in dem dazugehorigen Blockschaltbild
4.10 konkrete Ubertragungsglieder.

Der erste Block im Vorwértszweig des Diagramms 4.10 sei ein System, wel-
ches die Werte der Eingangssignalfolge fortlaufend aufsummiert. Fiir das
Ausgangssignal (wy,)nen, ergibt sich also zum Zeitpunkt'” n € Ny:

Wy =Up +Vp—1+Up—2+Un_3+Upg+.... (2841)
Wir erhalten folglich:
Wy, = Zl Un—k L z Ok * Up—f = Op % Up,. (284.2)
k=0 k=—oc0

Die Impulsantwort des Blockes, welcher fiir eine fortlaufende Summation
der Eingangswerte sorgt, ist also der diskrete Einheitssprung. Fiir die Z-
Ubertragungsfunktion H(z) ergibt sich laut Beispiel 4.14:

Hi(z) = ) (284.3)

Der zweite Block im Vorwirtszweig sei ein einfacher Verstarkungsblock,
welcher die Signalwerte verdoppelt, d.h. es sei:

Yn =2 Wy (284.4)

Die Z-Transformation dieser Gleichung liefert die Ubertragungsfunktion
H,(z) des Verstarkungsblockes als:

Hy(z) = 2. (284.5)
Das System im Riickkopplungszweig sei durch die Differenzengleichung
Zn = Yn — Yn—-2 (2846)

beschrieben. Wir erhalten unmittelbar durch Z-Transformation der beiden
Seiten der Gleichung unter Anwendung des Verschiebungssatzes:

2:) =Y () -V ()= (1 -2 W () = 22V (). (@847)

Die Z-Ubertragungsfunktion H3(z) des Blockes ergibt sich also zu:

Hi(z) = Z-1 (284.8)

22

17 n € No, da wir von kausalen Signalen ausgehen.
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Aus (283.5) erhalten wir nun die Gesamtiibertragungsfunktion

Hi(2)Hs(2) 12 222
= = 285.1
e

H(z) =1 Y H (2 Ha(2)H3(2) 1+

des Systems.
Diese Z-Transformierte ist natiirlich nicht tabelliert, sodass wir die zugehori-
ge Impulsantwort nicht direkt ablesen konnen. Mit Hilfe einer Partialbruch-
zerlegung kommt man jedoch zum Ziel.
Man erhalt:

22 2 22
z—1 b5z—(—2/3)

(285.2)

oder

_ 2 z 2 z
2H(2) = 571 5. (23 (285.3)

Der Tabelle C.1 in Anhang C entnimmt man nun:

= (Un)nGZ (2854)

z z 1 fir n>0,
—>
z—1

0 fir n<oO
und
)" fur n >0,

(285.5)
fiir n<O0.

S win

2z ) (=
- —(—2/3)

Da z~! eine Verzégerung bedeutet, gilt fiir die um einen Takt verzdgerte Ver-
sion der Impulsantwort (h,,)nez des Gesamtsystems folglich:

hpor =1 ° _ furn <0, (285.6)
2(1—(-%)") furn>0.
Man beachte, dass dies nicht zu einer nichtkausalen Systemfolge fiihrt, wie
es auf den ersten Blick aussehen mag, da anscheinend der Wert h_; # 0 ist.

Tatsachlich gilt jedoch fiir n = 0:

2 2\ " 2 |
hoy= < (1 - <—§) ) - g(1 —1)=0. (285.7)

Somit gilt fiir die (kausale!) Impulsantwort selbst:

0 firn < 0,
2(1-(-1)"") furn>0

3

By = (285.8)
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Ubertragungsfunktionen im Bildbereich mit MATLAB

Wie bereits erwdhnt, kann die Bestimmung der Impulsantwort (h,,)nez aus
der Ubertragungsfunktion H(z) im Bildbereich im Allgemeinen schneller
und bequemer mit MATLAB durchgefiihrt werden.

Eine Moglichkeit besteht darin, die Funktionen ztrans und iztrans der
Symbolic Math Toolbox zu nutzen, mit denen Z-Transformation und In-
verse Z-Transformation analytisch bestimmt werden konnen. Allerdings gilt
fur diese MATLAB-Funktionen die gleiche Bemerkung, die wir in Kapitel 2
schon beziiglich der Funktionen laplace und ilaplace gemacht haben.
Die Ergebnisse sind oft schwer interpretierbar oder gar praktisch unbrauch-
bar. Benotigt man jedoch nicht unbedingt exakte algebraische Formulierun-
gen der Losungen, so bietet MATLAB eine andere Moglichkeit der Analyse
digitaler LTI-Systeme.

Die Control Systems Toolbox stellt hervorragende Werkzeuge zur numeri-
schen Berechnung der Ubertragungsfunktionen und anderer relevanter Gro-
Ben, wie der Impulsantwort und der Sprungantwort, zur Verfiigung. Wir
wollen dies anhand der folgenden Beispiele demonstrieren.

4.21 Beispiel (Digitale LTI-Systeme mit MATLAB)

Zuerst soll das System aus Abbildung 4.10 mit den konkreten LTI-Teilsyste-
men aus Beispiel 4.20 noch einmal analysiert werden.

Die schon in Abschnitt 2.4.2 verwendete Funktion tf (transfer function)
kann auch genutzt werden, um zeitdiskrete LTI-Systeme zu definieren.

Wir verwenden die Funktion zunéchst, um die Teilsysteme festzulegen. Die
Definition beruht dabei auf den Koeffizienten der in Beispiel 4.20 ermittelten
Ubertragungsfunktionen im Bildbereich (vgl. Datei bspUebFunkt_tf.m):

>> % Definition des Systems H1 (z)
>> H1 = tf([1 O0],[1 -—-1],1)

Transfer function:
z

z — 1

Sampling time: 1

Die Koeffizienten der Zahler- und Nennerpolynome der Z-Ubertragungs-
funktion H,(z) werden dabei in absteigender Ordnung der Potenzen von
z angegeben. Der zusitzliche Parameter bestimmt die Abtastrate und zeigt
der Funktion t £ zugleich an, dass es sich um ein digitales System handelt.
Da im vorliegenden Fall keine Abtastrate vorgegeben ist, wéhlen wir fiir die-
sen Parameter 1.
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In dhnlicher Weise werden nun die anderen Teilsysteme bestimmt:

Alternativ konnen die tf-Objekte auch auf folgende Weise erzeugt werden
(vgl. Datei bsp2UebFunkt_tf.m):
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zN2

Fiir die Erzeugung der Ubertragungsfunktion von Verkniipfungen (Parallel-
schaltung, Hintereinanderschaltung und Riickkopplung) dieser Systeme ste-
hen auch im zeitdiskreten Fall wieder die Funktionen parallel, series
und feedback zur Verfiigung. Dabei kann abermals angegeben werden,
welche Aus- und Eingénge jeweils miteinander verkniipft werden. Da es sich
im vorliegenden Beispiel jedoch um SISO (Single-Input-Single-Output) Sys-
teme handelt, kann diese Angabe entfallen. Die Ubertragungsfunktion des
digitalen Systems aus Beispiel 4.20 kann damit auf folgende Weise bestimmt
werden (vgl. Datei bspUebFunkt_tf.m):

Vv

> % Berechnung der Ubertragungsfunktion des
> % Vorwdrtszweiges
Hvor = series (H1,H2)

VvV V
\Y

Transfer function:
2 z

z — 1

>> % Berechnung der Ubertragungsfunktion Systems
>> H = feedback (Hvor, H3)

Transfer function:
2 zN3

3 z"3 — z"2 — 2 z

>> % Bereinigung um eventuell gleiche Pol-Nullstellenpaare
>> H = minreal (H)

Transfer function:
0.6667 zN2

z"2 — 0.3333 z — 0.6667

Man vergleiche das Ergebnis mit (285.1). Da offenbar

2 2,2
2z £z

322-2-2 22-1lz-

H(z) = (288.1)

win

ist, wird die analytische Berechnung bestatigt.
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Eine Alternative zur Verwendung der Verkniipfungsfunktionen wi-
re wieder die direkte Umsetzung der Gleichung (285.1) (vgl. Datei
bsp2UebFunkt_tf.m):

>> H = H1+H2/(1+H1+H2+H3)

Transfer function:
2 zNM — 2 zM3

3 zM — 4 zN3 — z"N2 + 2 z
>> H = minreal (H)

Transfer function:
0.6667 z"2

z"2 — 0.3333 z — 0.6667

Die Impulsantwort kann nun numerisch mit Hilfe der Funktion impulse be-
stimmt werden:

>> % Zeitpunkte definieren (hier ganzzahlig)
> n = (0:1:20);

>> % Impulsantwort bestimmen
>> [imant, time] = impulse(H,n);

Durch einen Vergleich mit der exakten Formel (285.8) fiir die Impulsantwort
soll nun die Berechnung iiberpriift werden:

>> % Impulsantwort nach der exakten Formel
>> % (man beachte die FELDoperation . (n+1))!!
>> h = (2/5)%(1—(—2/3).A(n+1));

>> % Vergleich der numerischen Werte
>> >> [n’, h’, imant]

ans =

0 0.6667 0.6667
1.0000 0.2222 0.2222
2.0000 0.5185 0.5185
3.0000 0.3210 0.3210
4.0000 0.4527 0.4527
5.0000 0.3649 0.3649
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6.0000 0.4234 0.4234
7.0000 0.3844 0.3844
8.0000 0.4104 0.4104
9.0000 0.3931 0.3931

Die gefundenen Impulsantworten stimmen tiberein. |

In einem weiteren Beispiel wollen wir das Systemverhalten des digitalen Sys-
tems untersuchen, welches in Beispiel 4.4, S. 243 durch die Differenzenglei-
chung
25 3
Yn = Yn—1 — %ynf2 +x, — anfl (2901)
definiert wurde.

4.22 Beispiel (Rekursionsformel - mit MATLAB)

Um dieses System mit MATLAB auf die oben beschriebene Weise zu ana-

lysieren, muss zundchst die Ubertragungsfunktion im Bildbereich ermittelt
werden.

Die Z-Transformation der Gleichung (290.1) auf beiden Seiten liefert mit Hil-
fe des Verschiebungssatzes

V() = 2 V() — %ﬁwz) +X(2) - %z*X(z) (290.2)

und somit die Ubertragungsfunktion (vgl. dazu (282.2)):

Y(2) Ll GOy LI (290.3)

H(z) = =
(2) X(z) 1-2z14222 222-2+2

Mit Hilfe von MATLAB bestimmen wir nun numerisch Impulsantwort und
Sprungantwort des Systems (vgl. Datei bsp3UebFunkt_tf.m):

>> % z-Ubertragungsfunktion definieren
> H = tf([1 -3/4 0],[1 -1 25/36],1)

Transfer function:
z"N2 — 0.75 z

z"2 — z + 0.6944
Sampling time: 1

>> % Zeitpunkte definieren (hier ganzzahlig)
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> n = (0:1:40);

>> % Impulsantwort bestimmen
>> [imant, tn] = impulse(H,n);

>> % Sprungantwort bestimmen
>> [stepant, tn] = step(H,n);

Die Sprungantwort konnen wir direkt grafisch (oder anhand der berechneten
Werte) mit der entsprechenden Berechnung aus Beispiel 4.4 vergleichen, wo
die Rekursionsgleichung ganz klassisch mit Hilfe einer Schleifenprogram-
mierung realisiert wurde:

>> % Sprungantwort plotten

>> stem (tn,stepant,’b’, ’LineWidth’ ,3)
>> grid

>> xlabel (’Zeitindex/n”’)

>> ylabel ("y~A{(\sigma)}_n")

Beide Ergebnisse!® stimmen offenbar iiberein. [

4.4.3 Transformation von Differenzengleichungen

Die fiir die programmiertechnische Umsetzung von digitalen LTI-Systemen
wichtigste Darstellungsform im Zeitbereich ist sicherlich die der linearen
Differenzengleichung mit konstanten Koeffizienten. In der allgemeinen Form
ist diese laut (251.1) durch

N M
S aknok = bjzaj, arbjeC (291.1)
k=0 §=0

definiert.

Im letzten Beispiel 4.22 des vorangegangenen Abschnitts wurde gezeigt, wie
ein System, welches durch eine solche Differenzengleichung definiert ist, mit
Hilfe der Z-Transformation unter Verwendung der Rechenregeln aus Tabel-
le 4.1 in eine Ubertragungsgleichung im Bildbereich transformiert werden
kann.

Diese Technik, die im Wesentlichen auf der Linearitit der Z-Transformation
und auf dem Verschiebungssatz beruht, kann ganz generell auf jede Glei-
chung der Form (291.1) angewandt werden.

Man erhilt:

18 Wir verzichten hier auf eine Darstellung und verweisen auf Abbildung 4.3.
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N M
Y arzTFY(z) =) bz X(2). (292.1)
k=0 7=0

Durch Umstellung der Gleichung erhilt man die Ubertragungsfunktion:

M iy M _

I(s) — > =00z 2N > =0 bz

G=v T ey v
Y ko k2 2N o Gk

Die Ubertragungsfunktion im Bildbereich kann also direkt aus den Koeffizi-
enten der Differenzengleichung abgeleitet werden.

Umgekehrt kann aber auch jede rationale Z-Ubertragungsfunktion H (z) mit
Hilfe der Beziehungen (291.1) bis (292.2) in eine lineare Differenzengleichung
mit konstanten Koeffizienten tiberfiihrt werden, um z.B. eine programmier-
technisch umsetzbare Zeitbereichsbeschreibung des Systems zu erhalten.
Hierzu ein Beispiel:

(292.2)

4.23 Beispiel (Ermittlung der Differenzengleichung aus H(z))

Wir greifen Beispiel 4.20 aus Abschnitt 4.4.2 erneut auf und versuchen statt
der Impulsantwort eine das System im Zeitbereich beschreibende Differen-
zengleichung zu ermitteln.

Laut (285.1) hatte das Gesamtsystem die Z-Ubertragungsfunktion:

222
322 -2 -2

Durch Multiplikation von Zahler und Nenner mit dem Faktor »~2 erhilt
man:

H(z) = (292.3)

2
33—zl =272
Damit folgt fiir die Z-Transformierten Y (z) und X (z) der Ausgangs- und
Eingangssignale des Systems

Y(z) = H(z)- X(2)
2

T3 l_92 X(2)

H(z) = (292.4)

i} ) (292.5)
—  3Y(2) —27'Y(2) - 227%Y(2) = 2X(2)
—  Y()- éz‘lY(z) - gz_QY(z) - §X(z),

woraus sich mit dem Verschiebungssatz unmittelbar folgende Differenzen-
gleichung ermitteln lasst:

1 2 2
n — 5 Yn— 5 Yn— S dn-. 292.
Yy 3Yn-1 + 3Yn—2 + 37 (292.6)
Diese Differenzengleichung kann nun wieder in Form einer Schleife pro-

grammiert oder in ein Simulink-Blockschaltbild umgesetzt werden. W
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4.4.4 BIBO-Stabilitat

Ahnlich wie im zeitkontinuierlichen Fall kénnen auch fiir digitale Systeme
aus der Pol-/Nullstellen-Konstellation der Ubertragungsfunktion im Bildbe-
reich wichtige Riickschliisse auf das Systemverhalten gezogen werden.

Ist H(z) durch die rationale Funktion (292.2) gegeben, so kann der Faktor
1

Zszo apzN=F

von H (z) wieder mittels einer Partialbruchzerlegung in die Form
N
1 N A
=2 ) s Am€eC (293.1)

tiberfiihrt' werden.
Insgesamt ist dann H (z) eine Linearkombination von Produkten von Termen
der Form:

Ti(2) = - _Zpk. (293.2)

Aufgrund der Linearitdt der Z-Riicktransformation und des Faltungssatzes
besteht die Impulsantwort (h,)nez aus einer Linearkombination von diskre-
ten Faltungen von Anteilen der Form:

R{TeD) — pn. (293.3)
Sobald auch nur eine Polstelle p;, einen Betrag |pi| > 1 hat, wichst p} und
damit (hy,)nez Uber alle Grenzen und das System kann daher nicht BIBO-

stabil sein! Eine dhnliche Uberlegung gilt fiir eine Polstelle, welche genau
Betrag 1 hat.

Hat dagegen eine rationale Ubertragungsfunktion H(z) eines digitalen LTI-
Systems nur Polstellen py, deren Betrag |p| < 1 ist, so sind alle Anteile der
Impulsantwort (h,,)necz gemas (293.3) abklingende Potenzfolgen.

Die Faltung mit einem beschrinkten Eingangssignal ergibt also ein be-
schrinktes Signal und das System ist BIBO-stabil!

Ub 96
Insgesamt erhdlt man das zu (127.1) im zeitdiskreten Fall korrespondierende -

Stabilititskriterium?® fiir digitale LTI-Systeme: Ubung 97

19 Dabei ist wieder die Vielfachheit k., der k-ten Polstelle py, beriicksichtigt.
20 Die rationale Ubertragungsfunktion H (z) sollte dabei ausgekiirzt sein, d.h. Zahler und Nen-
ner diirfen keine identischen Linearfaktoren mehr enthalten.



Ubung 94

294 Kapitel 4: Digitale Signale und Systeme

/Ist G ein zeitdiskretes LTI-System, welches sich durch eine lineare Diffe—\
renzengleichungen mit konstanten Koeffizienten der allgemeinen Form

N M
> akyn—k = bign_j, akb; €C (294.1)
k=0 =0

oder dquivalent durch eine rationale Ubertragungsfunktion H(z) im
Bildbereich beschreiben ldsst, so ist das System genau dann BIBO-stabil,
wenn fiir alle (echten) Polstellen p; von H (z) gilt:

(294.2)
o )

Die Stabilitdt eines solchen LTI-Systems lasst sich also sofort an dem so ge-
nannten Pol-Nullstellen-Diagramm des Systems ablesen.

Abbildung 4.11 zeigt exemplarisch die Pol-Nullstellen-Diagramme eines sta-
bilen und eines instabilen digitalen LTI-Systems. Die Pole sind dabei wieder
mit Kreuzen, die Nullstellen mit Kreisen bezeichnet.

\\

Ipk| < 1.

_

E

-

-

7

)

2

/
-
e

o

2

i

Abb. 4.11: Pol-Nullstellen-Diagramm eines stabilen (links) und eines instabilen
(rechts) digitalen LTI-Systems mit rationaler Ubertragungsfunktion H (z)

_

Y

Neben den Pol- und Nullstellen ist auch der Definitionsbereich der Ubertra-
gungsfunktion H(z) eingezeichnet.
Dieser ist (bei Verwendung der einseitigen Z-Transformation zu Berechnung

von H(z)) immer das Komplement eines Kreises um den Nullpunkt der
Gaufschen Zahlenebene C.

~—
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Dies ergibt sich aufgrund folgender Uberlegung.

Fur (kausale) Signale (hy)nez liefert die (einseitige) Z-Transformation die
Reihe:

> hiz (295.1)
k=0

Nach Substitution z~! = y erhilt man die gewohnliche Potenzreihe

> hy” (295.2)
k=0
mit Konvergenz in
K.={yeC|lyl<r} (Konvergenzkreis), (295.3)

wobei 7 sich etwa aus dem Wurzelkriterium o.A. ergibt.
Damit konvergiert die Z-Transformierte in

Gipr={2€C||z| >1/r}, (295.4)

d.h. auflerhalb eines Kreises mit Radius 1/r.

Ist also (hy,)nez die Impulsantwort eines kausalen LTI-Systems, so ist der
Definitionsbereich von H(z) das durch (295.4) definierte Gebiet (wobei ggf.
noch Punkte auf dem Kreis dazukommen).

Die innere Grenze des Konvergenzgebietes wird dabei durch den Pol
mit dem grofiten Betrag markiert. Auf dieser Grenzlinie kann die Z-
Transformierte und damit H(z) existieren, auSerhalb davon ist H(z) in je-
dem Fall definiert, im Inneren des Kreises ist H(z) (als Z-Transformierte!!)
nicht definiert.

Aufgrund dieser Zusammenhidnge kann man nun das Stabilitdtskriterium
(294.2) auch so formulieren:

Ist & ein digitales LTI-System, welches sich durch eine lineare Differen-
zengleichungen mit konstanten Koeffizienten oder dquivalent durch eine
rationale Ubertragungsfunktion im Bildbereich beschreiben lésst, so ist
das System genau dann BIBO-stabil, wenn das Konvergenzgebiet von
H(z) den komplexen Einheitskreis enthilt!

Exemplarisch wollen wir die Stabilitdt des Systems aus Beispiel 4.23 mit
MATLAB untersuchen.

Ubung 89

Ubung 90
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4.24 Beispiel (Stabilititsuntersuchung mit MATLAB)
Die Z-Ubertragungsfunktion

222

O =52

(296.1)

definieren wir zundchst mit der transfer-function-Funktion t£ der Control
Systems Toolbox (vgl. Datei bspStabil_tf.m):

>> % Definition des Systems H(z)
> H = tf([2 0 0],[3 -1 —-2],1)

Transfer function:
2 zN2

3 zN2 —z — 2
Sampling time: 1
Die Pol-/Nulstellenanalyse kann mit den Funktionen pole und zero

durchgefithrt werden. Eine grafische Darstellung des Pol-Nullstellen-
Diagramms ist mit pzmap moglich:

>> pole (H)
ans =

1.0000

—0.6667

>> zero (H)

ans =

o

Die Berechnung liefert einen Pol p = 1 auf dem Einheitskreis. Das Stabili-
tatskriterium ist also nicht erfiillt.

Betrachten wir in der Tat die Sprungantwort des Systems, so sehen wir, dass
diese tiber alle Grenzen wichst:

>> % Berechnung der ersten 30 Werte der Sprungantwort
[spantw ,n] = step(H,30);
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>> spantw
spantw =

0.6667
0.8889
1.4074

11.7600
12.1600
12.5600

>> % Berechnung der ersten 100 Werte der Sprungantwort
[spantw,n] = step(H,100);

>> spantw
spantw =

0.6667
0.8889
1.4074
39.7600
40.1600
40.5600

Dies kann nattirlich auch analytisch nachgerechnet werden, was wir an die-
ser Stelle aber nicht tun wollen. Die Berechnung zeigt jedoch, dass das digi-
tale System aus Beispiel 4.20 instabil ist! ||

4.4.5 Zustandsraumdarstellung im Bildbereich

In Abschnitt 4.3.2 wurde die Zustandsraumdarstellung im Zeitbereich fiir
zeitdiskrete LTI-Systeme definiert und es wurde anhand des Beispiels 4.5 er-
lautert, wie ein digitales LTI-System, welches mit einer Differenzengleichung
gegeben ist, mit Hilfe eines Standardverfahrens in ein Zustandsraummodell
im Zeitbereich tiberfiihrt werden kann.

Es lassen sich jedoch auch die zeitdiskreten Zustandsgleichungen (252.2) mit
Hilfe der Z-Transformation ohne weiteres in den Bildbereich transformieren
und man gelangt auf diese Weise zu einer weiteren Darstellung von LTI-Sys-
temen?! im Bildbereich.

Aus (252.2) ergibt sich mit Hilfe des Verschiebungssatzes? der Z-Transfor-
mation:

21 Es sei nochmals festgehalten, dass wir nur LTI-Systeme ,,in Ruhe” betrachten, d.h. alle An-
fangszustdnde haben den Wert null!
22 Bei vektoriellen Grolen wird die Transformation komponentenweise durchgefiihrt!
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~

/Sei Uy das Eingangssignal (der Eingangssignalvektor) eines digitalen
LTI-Systems &, ¢, das Ausgangssignal (der Ausgangssignalvektor). Sei
%, ein Signalvektor von inneren Zustinden des Systems (der Vektor
der Zustandsvariablen). Seien A, B, C, D (komplexe oder reelle) Matri-
zen. Dann heif3t eine Darstellung des Ein-/ Ausgangsverhaltens des LTI-
Systems & der Form

z-X(z)=A-X(2)+B-U(2),

y By g (298.1)
Y(2)=C-X(2)+D-U(z)

eine Zustandsraumdarstellung im Bildbereich des LTI-Systems.

- )

Die Gleichungen (298.1) lassen sich sehr leicht in eine Form bringen, die die
Beziehung zwischen Eingangssignal(vektor) und Ausgangssignal(vektor)
des Systems und damit das Ubertragungsverhalten im Bildbereich wieder-
gibt.

Aus (298.1) folgt:

X(z)=(z-A)""-B-U(z)
Y(2)=C-(z—A)"-B-U(z)+D-U(z)

. (298.2)
=(C-(2—A)"'-B+D)-U2)
= 9(2) - U(2)
mit der Ubertragungsmatrix
9(z)=(C-(z—A)~'-B+D). (298.3)

Im Falle eines SISO-Systems (also eines Eingangssignals u,, und eines Aus-
gangssignals y,,) erhalten wir offenbar die bekannte Ubertragungsfunktion
H(z) im Bildbereich. Die Ubertragungsmatrix $(z) stellt also die Verallge-
meinerung des Konzepts der Ubertragungsfunktion im Bildbereich dar.
Betrachten wir die Folgerungen fiir das (SISO-)Beispiel 4.5, S. 253.

4.25 Beispiel (Zustandsraumdarstellung im Bildbereich)

Die Differenzengleichung

aoYn + @1Yn+1 + a2yn+2 = boun + b1unt1 (298.4)

wurde in Beispiel 4.5 in die Zustandsgleichungen

(1) 1 )
(x?;)_( aO . ><f”(2)>+( 10>~un (298.5)
‘rn-‘rl _i _é In az



4.4  Signale und LTI-Systeme im Bildbereich 299

und

(1)
Tn

n

umgesetzt.
Aus (298.3) folgt fiir die Ubertragungsmatrix (hier Ubertragungsfunktion):

H(z)=(C-(z—A)™'-B+D)

(o) 1\ [ o o (299.2)
BRI S =

Die inverse Matrix ist analytisch einfach zu berechnen. Es gilt bekanntlich:

-1
—1 1 a1
( 2 ) _ . ( ”am ) L (299.3)
ag a a a
2oers) s (rm)re \ -w o

Damit folgt:

— 1 ’ ’ %
m”‘ﬁ@+%%ﬁs<%bﬁ (%> (2994

_ L (b_o bl_Z)
Z.(z+a_1)+a_o az  az )’
az

az

Klammert man aus dem Nenner den Faktor % aus, so erhilt man:

H(z) = bo + by - 2 _ bo + b1z (299.5)
z-(agz+a1) +ap az?+aiz+ao ’

Dies ist genau die Ubertragungsfunktion, die man durch die direkte Z-Trans-
formation der Differenzengleichung (298.4) erhilt, denn man bekommt mit
Hilfe des Verschiebungssatzes

aoY (2) + a12Y (2) + a22%Y (2) = boU (2) + b1 2U (2) (299.6)

und damit

Y(Z) . bo + b1z
o U(z) T a0+ aiz + agz?’

(299.7)

das heif3t die Ubertragungsfunktion (299.5). |

Das Beispiel bestitigt die obige Behauptung, dass Ubertragungsmatrix ()
und Ubertragungsfunktion H (z) fiir SISO-Systeme {ibereinstimmen.
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Berechnungen mit MATLAB

Mit Hilfe von MATLAB und der Funktionalitdt der Control Systems Toolbox
konnen wir bequem zwischen den verschiedenen Darstellungsformen um-
rechnen.

4.26 Beispiel (Zustandsraumdarstellung mit MATLAB)

Fiir die Demonstration dieser Techniken verwenden wir die Ubertragungs-
funktion (299.7) mit den konkreten Zahlenwerten: ag = 1/2,a1 = —1,a2 =
1,b9 = 3,b; = 1. Mit Hilfe der MATLAB- Funktion ss erhalten wir eine Zu-
standsraumdarstellung (vgl. Datei bspZRDdiskret.m):

> a0 =1/2; a1 = —-1; a_ 2 = 1;

> b 0= 3; b_.1=1;

> z = tf(’z’ ,1);

> H= (b_0 + b_1%z)/(a_2%z"2 + a_l1lxz + a_0)

Transfer function:
z + 3

z"2 — z + 0.5
Sampling time: 1

>> 7ZRD = ss(H);
>> A =7RD.a, B = ZRD.b, C = ZRD.c, D = ZRD.d

A =
1.0000 —0.5000
1.0000 0
B =
2
0
C =
0.5000 1.5000
D=
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Ist umgekehrt eine Zustandsraumdarstellung gegeben, so konnen wir mit
dieser Funktion auch die Ubertragungsmatrix berechnen. Wir demonstrieren
dies fiir die in (298.5) und (299.1) definierte Zustandsraumdarstellung und
die obigen numerischen Werte:
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d =
ul
yl 0

Sampling time: unspecified
Discrete—time model.

>> % Umwandlung in eine Ubertragungsfunktion
>> H = tf (LTISys)

Transfer function:
z + 3

z"2 — z + 0.5

Wir erhalten die Z-Ubertragungsfunktion H () aus (299.7) mit den oben de-
finierten numerischen Koeffizienten. n

4.4.6 Signalflussdiagramme und Simulink-Simulationen

Wie im Falle zeitkontinuierlicher Systeme konnen auch zeitdiskrete LTI-
Systeme aus einem Signalflussdiagramm (Blockschaltbild) heraus unmittel-
bar in eine Simulink-Simulation umgesetzt werden.

Die LTI-Teilsysteme, welche in der Simulink-Bibliothek vorgegeben sind,
sind dabei ebenfalls wieder mit ihrer Bildbereichsdarstellung, d.h. mit ihrer
Z-Ubertragungsfunktion gekennzeichnet.

Abbildung 4.12 zeigt einige der zur Verfiigung stehenden Simulink-Blocke.
Natiirlich kénnen auch digitale LTI-Systeme in Simulink wieder durch
Verwendung von Einzelkomponenten, wie Additionsknoten, Verstarkungs-
und Verzogerungsblocken etc., definiert werden.

Zu beachten ist in jedem Fall jedoch, dass in den Simulationsparametern
statt der quasi-kontinuierlichen variable-step-Verfahren ein diskretes
fixed-step-Verfahren verwendet wird.

4.4.7 Ubungsaufgaben

Ubung 88 (Losungsband Seite 203)

Betrachten Sie die Folge

By = (%) (On —On_s) Vnez. (302.1)

(a) Bestimmen Sie auf direktem Wege mit Hilfe der Definition der Z-
Transformation die Z-Transformierte der Folge (in geschlossener Form).
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Abb. 4.12: Einige Simulink-Blocke zur Simulation von zeitdiskreten LTI-Systemen

(b) Bestimmen Sie die Z-Transformierte der Folge mit Hilfe von MATLAB.

(c) Bestimmen Sie den Konvergenzbereich der Z-Transformierten und skiz-
zieren Sie mit Hilfe von MATLAB ein Pol-Nullstellen-Diagramm.

Ubung 89 (Losungsband Seite 205)

Betrachten Sie ein zeitdiskretes LTI-System, welches durch folgende Diffe-
renzengleichung beschrieben ist:

5
Yn = Tp — 2Tp_1 + §yn,1 — Yn_2. (303.1)

(a) Bestimmen Sie analytisch die Ubertragungsfunktion im Bildbereich des
Systems.

(b) Bestimmen Sie mit Hilfe von MATLAB die Ubertragungsfunktion im
Bildbereich des Systems.

(c) Bestimmen Sie analytisch die Impulsantwort (h,,),ez des Systems.

(d) Bestimmen Sie mit Hilfe von MATLAB Impulsantwort und Sprungant-
wort des Systems.
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(e) Untersuchen Sie, ob das System stabil ist.

(f) Bestimmen Sie mit Hilfe von MATLAB eine dquivalente Zustandsraum-
darstellung des Systems.

Ubung 90 (Losungsband Seite 209)

Betrachten Sie das fiir einen Parameter 0 < T < % durch die Differenzen-
gleichung

Yn —Yn—1+TYn—2 =12, (3041)
beschriebene zeitdiskrete LTI-System.

(a) Bestimmen Sie die Z-Ubertragungsfunktion des Systems.

(b) Bestimmen Sie die ersten 5 Werte der Impulsantwort des Systems.
(c) Entscheiden Sie, ob das System stabil ist.

Ubung 91 (Losungsband Seite 211)

Betrachten Sie die in Abbildung 4.13 dargestellten Blockschaltbilder zweier
zeitdiskreter LTI-Systeme.

Tn N Yn Tn b Yn
+ + +
/ ° _/

>

Abb. 4.13: Blockschaltbilder zweier zeitdiskreter LTI-Systeme

(a) Weisen Sie mit Hilfe der Z-Transformation nach, dass beide Blockschalt-
bilder ein und dasselbe LTI-System beschreiben.

(b) Geben Sie eine Beschreibung des Systemverhaltens in Form einer Diffe-
renzengleichung an.

Hinweis: Definieren Sie in beiden Blockschaltbildern jeweils ein Zwischensi-
gnal in der Mitte des obersten Signalpfades!
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Ubung 92 (Losungsband Seite 214)

Betrachten Sie das in Abbildung 4.14 dargestellte Blockschaltbild eines wei-
teren zeitdiskreten LTI-Systems.

Tn Un

ST

J N AN

<l

Abb. 4.14: Blockschaltbild eines zeitdiskreten LTI-Systemes

A\

(a) Bestimmen Sie mit Hilfe des Ergebnisses von Ubung 91 die Z-Ubertra-
gungsfunktion des Systems.

(b) Bestimmen Sie die Differenzengleichung, die dieses System beschreibt.

(c) Entwerfen Sie ein Simulink-Modell zur Simulation des Systems.

(d) Bestimmen Sie die Impulsantwort des Systems und iiberpriifen Sie Ihr
Ergebnis mit Hilfe des Simulink-Systems.

(e) Bestimmen Sie zum Vergleich (numerisch) die Impulsantwort des Sys-
tems mit Hilfe von MATLAB.

Ubung 93 (Losungsband Seite 219)

Betrachten Sie das in Abbildung 4.15 dargestellte Simulink-Blockschaltbild
eines diskreten LTI-Systems (vgl. Datei s_uebZTfunkt2.mdl):

(a) Bestimmen Sie die Ubertragungsfunktion H(z) des Systems.

(b) Bestimmen Sie (am besten mit dem in Teil (a) bestimmten H (z)) die Diffe-
renzengleichung, die das Ein-/Ausgangsverhalten des Systems im Zeit-
bereich beschreibt.

(c) Bestimmen Sie die ersten vier Werte der Impulsantwort.

(d) Entscheiden Sie, ob das System stabil ist.

Ubung 94 (Losungsband Seite 221)

Die Abbildung 4.16 zeigt das Pol-Nullstellen-Diagramm eines zeitdiskreten
Filters (LTI-Systems).
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Abb. 4.16: Pol-Nullstellen-Diagramm eines digitalen Filters (LTI-Systems)

(a) Bestimmen Sie die Z-Ubertragungsfunktion des Filters.

(b) Bestimmen Sie mit Hilfe der Transformationstabellen aus der Z-Ubertra-
gungsfunktion des Filters dessen Impulsantwort.

(c) Bestimmen Sie mit Hilfe von MATLAB numerisch die Impulsantwort des
Filters.

(d) Ist das Filter stabil?

(e) Entwerfen Sie ein Simulink-Blockschaltbild des Filters.
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Ubung 95 (Losungsband Seite 224)

Betrachten Sie nochmals die Folge

1 n
h, = (§> (0n — on—s) VYn € Z (307.1)

aus Ubung 88, S. 302.

(a) Fassen Sie (hn)nez als Impulsantwort eines zeitdiskreten LTI-Systems
auf und geben Sie fiir ein (kausales) Eingangssignal (z,)nez eine Be-
schreibung des Ausgangssignals (y» )nez im Zeitbereich an.

(b) Bestimmen Sie mit Hilfe von MATLAB eine dquivalente Zustandsraum-
darstellung des Systems.

Ubung 96 (Losungsband Seite 225)

Ein zeitdiskretes System sei durch die Z-Ubertragungsfunktion

1
H(z) = bt | (307.2)

bestimmt.

(a) Bestimmen Sie die Impulsantwort des Systems. Bestdtigen Sie Thr Er-
gebnis mit der MATLAB-Funktion impz und numerisch mit Hilfe der
MATLAB-Funktion impulse.

(b) Bestimmen Sie die Sprungantwort des Systems
(i) ohne Verwendung der Impulsantwort,
(if) mit Verwendung der Impulsantwort.

(c) Entscheiden Sie, ob das System stabil ist.

Ubung 97 (Losungsband Seite 227)
Betrachten Sie das digitale LTI-System mit der Impulsantwort

5 /2\
I = { w far n =0, (307.3)‘

0 fur n<O0.

(a) Bestimmen Sie die Z-Ubertragungsfunktion H(z) des Systems!
(b) Weisen Sie nach, dass das LTI-System stabil ist!

(c) Untersuchen Sie, ob das LTI-System in Form einer Differenzengleichung
geschrieben werden kann.
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Ubung 98 (Losungsband Seite 228)

Zeigen Sie, dass ein digitales LTI-System, welches auf dem Signalraum aller
beschrénkten zeitdiskreten Signale durch eine kausale Impulsantwort &, de-

A finiert ist, genau dann stabil ist, wenn h,, absolut summierbar ist, d.h. wenn
die Reihe

> b (308.1)
n=0
absolut konvergent ist!

Ubung 99 (Losungsband Seite 230)

Betrachten Sie ein digitales LTI-System, welches in der Zustandsraumdar-
stellung mit Hilfe der Zustandsmatrizen

0 10 -1
A= 0o 01|, B= 1| 082
2 -1 1 1 (308.2)

gegeben ist.

(a) Bestimmen Sie mit MATLAB die Ubertragungsfunktion im Bildbereich
des Systems.

(b) Bestimmen Sie mit MATLAB die Impulsantwort des Systems.

(c) Untersuchen Sie, ob das System stabil ist.

Ubung 100 (Losungsband Seite 234)

Greifen Sie die Ubung 81 noch einmal auf und geben Sie, diesmal mit Hilfe
von MATLAB, zwei dquivalente Zustandsraumdarstellungen fiir das digitale
System an, welches durch die Differenzengleichung

Yn =Yn-14Uno+Un, Y 1=y 2=0 (308.3)

definiert ist.

4.5 Digitale Signale und LTI-Systeme im
Frequenzbereich

Neben den Zeit- und Bildbereichsdarstellungen wurde in Kapitel 2 eine wei-
tere Moglichkeit der Charakterisierung zeitkontinuierlicher Signale und Sys-
teme vorgestellt, welche tiefe Einblicke in die Natur der Signale und die
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Funktionsweise von LTI-Systemen gewéhrt, namlich die Beschreibung und
Darstellung im Frequenzbereich.

Es liegt daher nahe zu fragen, ob ein entsprechender Methodenapparat auch
fur digitale Signale und Systeme entwickelt werden kann und inwieweit sich
Charakterisierungen im Frequenzbereich aus der analogen in die digitale
Welt tibertragen lassen.

Da zeitdiskrete Signale stets als Abtastwerte von zeitkontinuierlichen
Signalen aufgefasst werden konnen, sollte dariiber hinaus die Frage be-
antwortet werden, in welchem Zusammenhang die Frequenzbereichs-
Charakterisierungen der zeitkontinuierlichen und der zeitdiskreten Versi-
on(en) stehen.

Der vorliegende Abschnitt beschiftigt sich mit der Beantwortung dieser Fra-
gen.

Spektrum eines zeitdiskreten Signals

Bereits in Kapitel 3 wurden im Zusammenhang mit der Diskussion des Ab-
tasttheorems Uberlegungen angestellt, wie das Konzept des Spektrums eines
Signals auf Abtastfolgen tibertragen werden konnte.

Dies gelang tiber den Umweg, das zeitdiskrete Signal (x,),cz mit einem
dquivalenten zeitkontinuierlichen Signal der Form

oo

z(t) := Z T - O(t —nTy) = x(t) - i 0t —nTy) (309.1)

n=—oo n=-—oo

zu identifizieren!

Zwar fiihrt dieser Ansatz zu einer erfolgreichen Definition des Spektrums
von (xp)nez, welches einfach mit dem Fourierspektrum des Signals Z(¢)
identifiziert wird, jedoch ist der Umweg tiber solche dquivalente Dirac-
Impulsfolgen theoretisch unbefriedigend und unpraktisch.

Wesentlich angenehmer wire eine Transformation, die ohne Riickgriff auf
verallgemeinerte Funktionen ein Spektrum direkt aus den Werten der Folge
(Zn)nez berechnet.

Da die Fouriertransformation im zeitkontinuierlichen Fall aus einer Betrach-
tung der Reaktion von analogen LTI-Systemen auf Schwingungserregungen
gewonnen wurde (vgl. Abschnitt 2.5, S. 140ff), greifen wir diese Idee auch im
digitalen Fall erneut auf.

Antwort eines digitalen LTI-Systems auf Schwingungen

Als ,,Schwingungen” kommen im zeitdiskreten Fall naturgemaf$ nur die dis-
kretisierten Versionen der zeitkontinuierlichen harmonischen Schwingun-
genin Frage. Dabei beschranken wir uns aus Griinden der rechnerischen Ver-
einfachung wieder auf die Diskretisierung komplexer harmonischer Schwin-
gungen ¢/** der Frequenz w rad/s, da damit iiber die Euler-Beziehung (141.1)
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auch die reellen harmonischen Schwingungen cos(wt) und sin(wt) abgedeckt
sind.
Die Diskretisierung von z(t) = ¢/“! mit Abtastrate f, := - an den dquidi-
stanten Abtastzeitpunkten nT" liefert

Ty = ejwnTa = ejn'2ﬂ'% = ean, n e Z’ (3101)

wobei {2 € [0, 27| die so genannte (auf die Abtastrate f,) normierte Kreisfre-
quenz ist, welche wie folgt definiert ist:

4 )
Sei f, = 7 Hz eine Abtastrate, f Hz eine Frequenz und wrad/s die zuge-

horige Krelsfrequenz Dann heifst die Grofie
w _ 2w f
fo  fa
die (auf die Abtastrate) normierte Kreisfrequenz.

(N J

2 :=wl, =

rad (310.2)

Das Signal kann durch diesen Bezug auf die normierte Kreisfrequenz als
unabhéngig von der zur Diskretisierung verwendeten Abtastrate angesehen
werden. In der Tat geht die Information iiber die Abtastrate nach dem Ab-
tastvorgang ja verloren! An den Abtastwerten selbst ist die Abtastrate nicht
erkennbar! Man vergleiche dazu insbesondere auch die Aussage des Abtast-
theorems.

Eine Folgerung des Abtasttheorems ist auch, dass harmonische Signale (Si-
gnalanteile) innerhalb des Nyquist-Bandes [— f—; ,+ f—;] nach Abtastung offen-
bar zu diskreten harmonischen Signalen (Signalanteilen) innerhalb des Inter-
valls [—, +] fithren. Frequenzen f Hz innerhalb des Nyquist-Bandes kon-
nen somit {iber (310.2) eindeutig normierten Frequenzen (2rad in [—m, +]
zugeordnet werden.

Man betrachte nun als Erregungssignale die oben definierten diskreten kom-
plexen Schwingungen

Ty = el n e Z. (310.3)

Dann folgt fiir ein LTI-System mit Impulsantwort (h,)ncz gemafs (262.1):

S(an) =hpran =Y hped?" = N eI (310.4)

k=—o0 k=—0o0

Existiert die Reihensumme H({2) := Z hipe=7%, so ist das Ausgangs-

k=
signal des LTI-Systems offenbar die Zeltdlskrete komplexe Schwingung am
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Eingang multipliziert mit einem, von der normierten Frequenz (2 abhangi-
gen, komplexen Wert. Anders ausgedriickt: e/" ist Eigenfolge von & mit
komplexem Eigenwert H({2)!

Man entnimmt der Gleichung (310.4) durch einen Blick auf (271.4) so-

fort, dass der Wert von > hie 7 formal aus der (zweiseitigen) Z-
k=—o0

Transformation?® der Folge (hy,)nez durch Substitution mit
z = el? (311.1)

gewonnen werden kann.

Handelt es sich also um die Impulsantwort eines stabilen Systems, d.h. exis-
tiert die Z-Transformation auf dem komplexen Einheitskreis, so ist dies sogar
mehr als eine nur rein formale Ersetzung. Die Ersetzung ist dann auch in
der Reihensumme erlaubt, d.h. in dem durch die Summation entstehenden
rationalen Ausdruck in z.

In Anlehnung an die Bezeichnungsweise fiir die Z-Transformation bezeich-
nen wir daher den in (310.4) erhaltenen Eigenwert mit H({2).

4.5.1 Die zeitdiskrete Fouriertransformation (DTFT)

H((2) ibernimmt damit eine dhnliche Rolle wie H(jw) im analogen Fall. Es
beschreibt Frequenz- und Phasengang von LTI-Systemen und spektrale In-
halte zeitdiskreter Signale. Wir definieren analog zur Definition der zeitkon-
tinuierlichen Fouriertransformation:

\

Die Zuordnung

(@n)nez — Xprer(2) = Y zpe %, Qe[-ma] (3112)

k=—o0

heifit die zeitdiskrete Fouriertransformation oder auch die DTFT von
(Tn)nez-
Xprer(12) heiit das DTFT-Spektrum des zeitdiskreten Signals (., )nez.

Die DTFT?* wird auch mit der folgenden, schon von den zeitkontinuierlichen
Transformationen bekannten Symbolik dargestellt:

(fr)nez o — @ Xprer(£2). (311.3)

23 Ist die Impulsantwort (hy ), ez kausal, so entspricht dies der in diesem Buch tiblicherweise
verwendeten einseitigen Z-Transformation.

24 Wir iibernehmen hier die Abkiirzung fiir die englische Bezeichnung , Discrete Time Fourier
Transform”, die sich auch in der deutschsprachigen Literatur eingebiirgert hat.
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Da es sich bei der rechten Seite von Gleichung (311.2) um eine Reihe handelt,
sollte noch ein Wort iiber Existenzbedingungen verloren werden.

Xprrr(§2) existiert zumindest immer dann, wenn fiir die Folge (25, )nez

oo

> Jan| < 00 (312.1)
oder

i |zn|? < 00 (312.2)
gilt.

Die Bedingung (312.2) ist etwa fiir diskretisierte Energiesignale erfiillt.
Gelten diese Existenzbedingungen nicht, so kann den Reihensummen (311.2)
ggf. nur noch im distributionellen Sinne ein Wert zugewiesen werden. Wir
wollen jedoch auf solche Betrachtungen hier verzichten und verweisen fiir
den Bedarfsfall auf entsprechende mathematische Literatur, etwa [53].

Beispiele zur DTFT

In der obigen Herleitung der DTFT wurde gezeigt, dass die DTFT einer Folge
(2n)nez rein formal aus der Z-Transformation durch Substitution z = e/
gewonnen werden kann.

Speziell sollte festgehalten werden:

Ist (z)nez ein zeitdiskretes Signal (eine Folge) und existiert die Z-
Transformierte X (z) des Signals auf dem Einheitskreis, so gilt:

H(Q) = H(2),—eic V2el|-n,mn. (312.3)

Die Berechnung der DTFT ladsst sich folglich auf die der Z-Transformation
zurlickfiihren und das DTFT-Spektrum ldsst sich i.Allg. unmittelbar durch
Auswertung der Z-Transformation bestimmen.

4.27 Beispiel (DTFT der Potenzfolge a™")

Man betrachte die kausale Exponentialfolge

=1 Y =<0 mita € C, |a| > 1. (312.4)
a” n>0

In Beispiel 4.15, S. 276 wurde dazu
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1
a

als Z-Transformierte errechnet.

Die Z-Transformierte konvergiert also fiir |a| > 1 und damit auch auf dem
Einheitskreis. Folglich ist der Ausdruck

az ael?
Xprrr(2) = = —F (313.2)

az—1|,_ 0 ael? — 1

sinnvoll.

Man beachte, dass eine - durchaus mogliche - rein formale Ersetzung von

z = ¢/ in dem Ausdruc la| < 1 nicht sinnvoll ware, da dieser fiir
o0
diese z dann nicht mehr der Reihensumme von ) x,2~" entspriache. Somit
n=0

reprasentierte in diesem Falle JQ 7 auch nicht die DTFT von (z,,)nez. — B

4.28 Beispiel (DTFT der Sprungfolge o,,)

Noch kritischer muss die Situation fiir den Einheitssprung o,, betrachtet wer-
den.

Die Z-Transformierte dieses Signals ist nach (275.4)

X(z) = — Vz:l|z| >1, (313.3)

existiert also nicht auf dem komplexen Einheitskreis.
In der Tat divergiert insbesondere

2(0) = £(2)smeio =y 1-eF0 =3 1 (313.4)
=0 =0
Aber auch
S(m) = 2(2)smerr = 2(2).__, =Y _1-(=DF =) (-1)* (313.5)
k=0 k=0

konvergiert nicht. Die DTFT existiert nicht®. Die formale Ersetzung

z 1
2(m) = 2(2)ymein = FET =3 (313.6)

ist also falsch! [

25 zumindest nicht im Sinne der iiblichen Reihenkonvergenz!
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Die inverse zeitdiskrete Fouriertransformation

Auch die zeitdiskrete Fouriertransformation (DTFT) ist eine eindeutige
Transformation und besitzt folglich eine Riicktransformation. Es gilt?:

4 )\
Ist Xprrr(§2) die DTFT einer Folge z,,, so gilt:

1/ .
T = oo / Xprer(2)e™?ds. (314.1)
s

—T

- J

Interpretation der zeitdiskreten Fouriertransformation

Ahnlich wie im zeitkontinuierlichen Fall kann die Riicktransformationsfor-
mel (314.1) ebenfalls wieder fiir eine Interpretation der neu definierten zeit-
diskreten Fouriertransformation DTFT herangezogen werden.

Auch ein digitales Signal (x,,),cz kann als Uberlagerung zeitdiskreter kom-
plexer harmonischer Schwingungen aufgefasst werden.

Das DTFI-Spektrum Xprpr(£2) gibt die”(komplexen) Koeffizienten von
e/™? zu dieser (frequenzkontinuierlichen) Uberlagerung an. Diese Koeffizi-
enten konnen wiederum als Amplituden- und Phasenparameter interpretiert
werden.

In der Praxis werden wir jedoch, dhnlich wie bei den anderen bislang behan-
delten Transformationen, von der Inversionsformel (314.1) keinen Gebrauch
machen.

Dariiberhinaus ist die DTFT ohnehin hauptsdchlich von theoretischer und
von untergeordneter praktischer Bedeutung, da praktische Berechnungen
auf der spéter zu besprechenden, so genannten Diskreten Fouriertransformati-
on (DFT) beruhen. Die DTFT ist jedoch ein wichtiger theoretischer Schritt hin
zu dieser Transformation.

Eigenschaften der zeitdiskreten Fouriertransformation (DTFT)

Die wesentlichen Eigenschaften der DTFT lassen sich aufgrund der Ahnlich-
keit zur Z-Transformation i.W. aus deren Eigenschaften ableiten. Die wich-
tigsten dieser Eigenschaften sind in Tabelle 4.2 zusammengefasst.

Speziell erwdhnenswert ist vielleicht die 2m-Periodizitit, die sich nicht un-

mittelbar durch Ubertragung der Eigenschaften der Z-Transformation ergibt,

sondern direkt aus der Definition (311.2) und der Tatsache dass
e—j(Q+27r~7n).k’ — e—jQ~k’ . e—j27rmk — e—j.Q'k v k, me7Z (3142)

26 Wir zitieren hier ohne Nachweis.
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Tabelle 4.2: Einige Eigenschaften und Rechenregeln der DTFT

Eigenschaft, Regel Zeitbereich ‘ Bildbereich ‘
Linearitat azn + byn aX(£2) +bY(£2)

2m-Periodizitat — X2)=X(N2+2w-m), meZ
Verschiebung im Tn—ng e Mo X ()

Zeitbereich

Faltungssatz . § TrYn—k X(2)-Y(2)

Eindeutigkeitssatz Tn = Yn X(2)=Y(N2)

ist. Die DTFT kann also prinzipiell fiir alle {2 € R definiert werden, ist
aber periodisch, sodass die Definition auf einem Intervall der Lange 2w, et-
wa [—, 7] wie in Definition (311.2) oder auch auf [0, 27|, ausreicht.

Berechnung der DTFT mit MATLAB

Die Berechnung der DTFT kann mit MATLAB eigentlich nur auf dem Um-
wege iiber die Z-Transformierte erfolgen, sofern diese auf dem Einheitskreis
definiert und die Ersetzung (312.3) sinnvoll und zuldssig ist. Es ist damit
auch moglich, Betrags- und Phasenspektrum des digitalen Signals grafisch
darzustellen.

4.29 Beispiel (DTFT einer Potenzfolge mit MATLAB)

Wir wollen dies am Beispiel 4.27 fiir den Parameter a = § kurz demonstrie-
ren (vgl. Datei DTFTBsp.m):.

>> syms z

>> a = 1/2;

>> % Definition der Z-Transformierten als symbolischer
>> % Ausdruck

>> H = axz/(axz—1)

H =

1/2+z/(1/2%xz—1)

>> % Definition des normierten Frequenzbereiches
>> Omega = (—pi:0.01:pi);

>> % Substitution von z = exp (j*Omega)

>> Hnum = subs (H,z,exp (j*Omega));

>> % Grafische Darstellung der DTFT

>> subplot(211)

Ubung 102
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>> plot (Omega, abs (Hnum) , ‘b’ , "Linewidth” ,3);
>> grid
>> xlabel(’Normierte Frequenz/rad’)
>> ylabel (" IHI ")
>> subplot(212)
>> plot(Omega, angle (Hnum) , 'k’ , "Linewidth” ,3);
>> grid
>> xlabel(’Normierte Frequenz/rad”)
>> ylabel ("arg(H) ")

In Abbildung 4.17 ist der berechnete Amplituden- und Phasengang der
DTFT des Signals® a™ dargestellt.

0.2 i i i i i i
-3 -2 -1 0 1 2 3
Normierte Frequenz/rad

-3 -2 -1 0 1 2 3
Normierte Frequenz/rad

Abb. 4.17: Amplituden- und Phasengang der DTFT der Potenzfolge a™ - o, fiir den

Parameter a = 1

Ein exakte Bestimmung der DTFT auf Basis der Definition (311.2) mit Hilfe
von MATLAB ist natiirlich nur fiir Folgen moglich, welche bis auf endlich
viele Folgenglieder 0 sind. Gegebenenfalls kann man fiir geniigend stark ge-
gen 0 konvergierende Folgen, etwa Impulsantworten stabiler LTI-Systeme

27 Genauer, des kausalen Signals o, - a™.
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(vgl. Ubung 98), die DTFT an ausgewdéhlten Frequenzen (2 approximativ be-
stimmen. Dies zeigt das folgende Beispiel:

4.30 Beispiel (Approximative DTFT mit MATLAB)

Fiir die kausale Folge

1 fir n=0,
zn=1{ U g nso, (317.1)

n2

0 fir n<0

kann die DTFT zumindest approximativ berechnet werden. Dazu werden die
Folgenglieder ab einem gewissen Index aufgrund ihres sehr kleinen Betrages
einfach vernachlassigt (vgl. Datei DTFTBsp2.m):

% Abbruch der Folge x n fir n=100

n= (1:1:100);
xn = [1, cos(pi*n/5)./(n."2)];
n = [0,n];

% Definition des normierten Frequenzbereiches

Omega = (—pi:0.01:pi);

% Realisierung der DTFT-"Reihe" fir jedes Omega
% des Frequenzrasters

DTFT = []; % Vorinitialisierung der DTFT-Werte

for k = 1:length (Omega)
expOmegk = exp(—j*Omega(k)*n);
% Reihensumme fiir Frequenz Omega (k)
DTFT = [DTFT, xnxexpOmegk’];
end

% Grafische Darstellung der DTFT
subplot(211)

plot (Omega, abs (DTFT) , b’ , 'Linewidth” ,3);
grid

xlabel ("Normierte Frequenz/rad’)

ylabel (" IDTFTI ")

axis([—pi, pi, 0, max(abs(DTFT))])

subplot(212)

plot (Omega, angle (DTFT) , 'k’ , "Linewidth’ ,3);
grid

xlabel ("Normierte Frequenz/rad”)
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ylabel (“arg (DTFT) ")
axis([—pi, pi, min(angle (DTFT)), max(angle (DTFT))])

In Abbildung 4.18 ist der berechnete Amplituden- und Phasengang der
DTFT des Signals dargestellt. |

IDTFT|

o L L L L L L L
-3 -2 -1 0 1 2 3
Normierte Frequenz/rad

0.5

arg(DTFT)
S
[3,] o

-3 -2 -1 0 1 2 3
Normierte Frequenz/rad

Abb. 4.18: (Approximativer) Amplituden- und Phasengang der DTFT der kausalen
Folge (317.1).

Zugegebenermafien sind wir aber mit dieser Berechnung schon sehr nahe
bei der im Folgenden (s. Abschnitt 4.5.3) zu besprechenden, so genannten
Diskreten Fouriertransformation, welche im Wesentlichen aus der DTFT durch
Anwendung der im Beispiel verwendeten Techniken,

Verwendung endlich vieler Signalwerte und
Diskretisierung des normierten Frequenzbereiches,

entwickelt wird.

4.5.2 Der Zusammenhang zwischen DTFT und FT

Die DTFT und die bereits angesprochene und im néchsten Abschnitt
einzufithrende diskrete Fouriertransformation (DFT) messen den Fre-
quenz, inhalt” digitaler Signale. Dabei ist zu beobachten, dass die in Defini-
tion (311.2) eingefiihrte DTFT allein auf der diskreten Folge und nicht auf
einer (zeitkontinuierlichen) Impulsabtastung beruht. Andererseits wurde
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aber, wie eingangs des Abschnittes bereits erwdhnt, auf diesem Wege in
Kapitel 3 das Spektrum eines zeitdiskreten Signals definiert und untersucht.
Die nachfolgende Uberlegung zeigt, dass die mit beiden Ansitzen gewonne-
ne Spektralinformation identisch ist.

Wir betrachten dazu zeitdiskretes Signal z,, := z(nT,), welches durch Ab-
tastung mit Abtastfrequenz f, := T% Hz aus dem zeitkontinuierlichen Signal
z(t) entstanden sei. '

Wir definieren, wie gewohnt, die Frequenzen w, = QT—:, 2 = wT, und setzen
voraus, dass das Spektrum X (jw) des Signals x(t) bandbegrenzt im Frequen-
zintervall [*;’ @ “’2—“] ist.

Das Signal z(t) und die gewdhlte Abtastrate f, gentigen damit den Voraus-
setzungen des Abtasttheorems!

Nach Gleichung (219.4) ist

X (jw) = Ti X(j(w — kwa)) (319.1)

k=—oc0
das Spektrum der Impulsabtastung
E(t)= > an-do(t —nT,) (319.2)

des Signals z(t).

Nach dem Abtasttheorem findet keine spektrale Uberlappung statt und wir
erhalten:

oy 1. —Wa Wa
X(jw) = T_uX(jw) Vwe [ 5 ,7} . (319.3)
Wegen
So(t —nTy) o — e e 1 ag () (jw)) = e 7% (319.4)

folgt jedoch unmittelbar durch direkte Fouriertransformation der Impulsab-
tastung (319.2):

F@EM) = > wae e = Xpppr(R2). (319.5)

n—=—oo

Man erhélt aus den Gleichungen (319.1) und (319.5) insgesamt den nachfol-
genden Zusammenhang zwischen der DTFT und der zeitkontinuierlichen
Fouriertransformation einer Impulsabtastung;:



320 Kapitel 4: Digitale Signale und Systeme

Ist &, := x(nT,) ein zeitdiskretes Signal, welches unter Einhaltung der
Voraussetzungen des Abtasttheorems durch Abtastung mit Abtastfre-
quenz f, = Tia Hz aus dem zeitkontinuierlichen Signal x(¢) entstanden
sei. Dann gilt:

1 — Wa a
XDTFT(Q) = TX(juJ) Vwe |: ;u ,w—:| ,.Q = wTy. (3201)

- J

Erfiillen also z(t) und f, das Abtasttheorem, d.h. ist x(t) ideal bandbegrenzt

im Nyquistintervall =g+, %], so stimmen X (jw) und Xprpr(£2) bis auf

den Faktor f, = - iiberein!!

Ist das Signal nicht ideal bandbegrenzt, so ldsst sich diese Aussage natiirlich
aufgrund der entstehenden spektralen Uberlappungen u.U. nur noch appro-
ximativ aufrecht erhalten.

4.5.3 Die diskrete Fouriertransformation (DFT)

Dem Leser wird nicht entgangen sein, dass die Diskussion der DTFT im vor-
angegangenen Abschnitt nur auf das Notigste beschrankt gehalten wurde.
Dies ist im Wesentlichen eine Konsequenz aus der problematischen Bere-
chenbarkeit der DTFT und der daraus resultierenden sehr eingeschrankten
praktischen Verwendbarkeit. Die DTFT ist wie die zeitkontinuierliche Fou-
riertransformation nur fiir wenige Signale konkret berechenbar, da zu ihrer
Berechnung prinzipiell alle (Abtast-)Werte (x,,)nez notig sind und das Er-
gebnis frequenzkontinuierlich ist. Dies bewirkt insbesondere, dass die DTFT
nicht rechnerfihig ist!

Die logische Konsequenz ist, dass man versucht, eine Spektralinformation
tiber das diskrete Signal mit endlich vielen Abtastwerten zu bekommen und
diese dann im Frequenzbereich nochmals an endlich vielen Stellen zu diskre-
tisieren. Das Ergebnis, dessen Eigenschaften wir nun studieren wollen, ist
die diskrete Fouriertransformation (DFT).

Wir betrachten im Folgenden eine endliche Anzahl von Abtastwerten

(zx)h=', N die Zahl der Abtastwerte. (320.2)

Einen direkten Bezug zur bisherigen Betrachtungsweise fiir diskrete Signale
erhalten wir, wenn alle anderen Abtastwerte (also diejenigen fiir alle anderen
denkbaren Abtastzeitpunkte) als null angenommen werden.

Insgesamt betrachten wir somit also das Signal:

P Tk fur k €{0,...,N —1}, (320.3)
0 fur k ¢{0,...,N—1}.
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Man spricht in diesem Zusammenhang auch wieder von einem gefens-
terten Signal, da man sozusagen nur Abtastwerte innerhalb eines durch
{0,..., N —1} und damit durch [0, N - T;,) definierten Zeitfensters betrachtet
und die anderen Werte ,ausblendet” (vgl. Abbildung 4.19).

Zeit/s
N T,
-recty.r, (1)
O—
Zelt s
0 Ta /

Abb. 4.19: Implizite Fensterung durch Berticksichtigung von nur endlich vielen
Abtastwerten

Wir werden sehen, dass diese Sichtweise weitreichende Konsequenzen fiir
die Spektralanalyse endlicher diskreter Signale und damit der gesamten
praktischen Signalanalyse hat.

Betrachtet man nun zu diesem gefensterten Signal die DTFT, so ergibt sich
nach Definition der DTFT:

N-1
Xorpr(2) = 3" e ™2 e 0,21]. (321.1)
k=0

Aus Griinden der vereinfachten Darstellung der folgenden Sachverhalte be-
trachten wir dabei das normierte Frequenzintervall [0, 27] statt [—m, 7], was
nattirlich aufgrund der 27-Periodizitdt der DTFT prinzipiell keinen Unter-
schied macht.

Da X I(DI\QFT(Q) auf dem Periodizitatsintervall [0, 27] vollstandig definiert ist,
gentigt es nun im zweiten Schritt, diese DTFT in [0, 27] zu diskretisieren. Falls
man hier ebenfalls wieder N (dquidistante) Stellen verwendet?, ergibt sich:

28 Die Verwendung der gleichen Anzahl von Werten ist nicht zwingend, hat aber, wie sich bei
niheren Betrachtung dann herausstellt, erhebliche rechnerische Vorteile.
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N-1
X (92 eIk m (322.1)
k=0
mit
2Tm

Diese Uberlegung fiihrt nun auf folgende Definition:

b

~

ie Zuordnung

N—-1
@)y — Xprr(m e~ IEn (322.3)
k=0
mit
2
O ;:%, m=0,...N—1 (322.4)

heifit diskrete Fouriertransformation (DFT) (der Liange N) des Signals

\(xn)neZ' /

Beispiele zur diskreten Fouriertransformation (DFT)

Um ein Gefiihl fiir die Eigenschaften dieser neuen Transformation zu erhal-
ten und um gegebenenfalls einen Eindruck zu bekommen, welcher Art die
Spektralinformation ist, die man damit gewinnen kann, betrachten wir zu-
néichst einige einfache Berechnungsbeispiele.

4.31 Beispiel (DFT des Signals z(t) = cos(27t))

Wir betrachten zu einem Cosinussignal z(t) = cos(2nt) der Frequenz 1 Hz
und der Abtastintervalllinge T;, = % s (Abtastrate 8 Hz) genau acht Abtast-
werte der folgenden Form:

= cos(2nkT,) = cos (k%) Vk=0,...,T. (322.5)

Fiir die Abtastwerte ergibt sich somit:

1 1

To =1, T = —, 20=0, x3=——,

0 1 \/5 2 3 \/5
1 1

LL'4:—17 Iy = ——F—=, {L‘GZO, Ty = —=. (3226)
V2 V2
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Fiir die ersten beiden DFT-Werte erhilt man:

N1
Xprr(0) = Z zp-1=0,
k=0

1 ;I
XDFT(l) =14+ ﬁe_Jz (3231)

=2+1+1=4.

In analoger Weise berechnet man:

Xprr(2) =0, Xprr(3)=0, Xprr(4) =0,
Xprr(5) =0, Xppr(6) =0, Xppr(7)=4. (323.2)

Natiirlich kann diese Berechnung leichter?’ mit Hilfe von MATLAB durch-
gefiihrt werden, etwa wie folgt (vgl. Datei DFTBsp1.m):

T=1/8;

N = §;

t (0:T:(N=1)+T);
fn = cos(2+pixt);

o

Abtastintervall festlegen
Zahl der Abtastwerte festl.
Abtastzeitpunkte festlegen
Abtastwerte einer Cosinus-
schwingung mit

Frequenz 1 Hz bestimmen

A0 o° of of o°

n = (0:1:N-1); % Indexvektor von 0 bis N-1
for m=0:N-1 % DFT an N Frequenzpunkten
% berechnen

o°

Werte der Exponentialfunkt.
expWerte = exp(—j*2+pi*m+n/N);
% DFT-Summe an den Stellen
% 0 bis N-1
% Da MATLAB ab 1 indiziert,
% Index um 1 erhohen.
F_DFT(m+1) = sum(fn.+expWerte);
end

29 Im Grunde ist eine analytische Berechnung der DFT wenig sinnvoll, da diese schon fiir ein-
fache Beispiele, wie etwa 4.31, sehr aufwéndig ist. Im Folgenden werden wir DFTs daher
ausschliefSlich mit MATLAB berechnen!
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In diesem Programm wurde die Formel (322.3) der DFT in Form einer Schlei-
fe realisiert. Es sei jedoch an dieser Stelle schon angemerkt, dass dies nicht
die optimale Berechnungsmethode darstellt. Wir werden auf diesen Aspekt
spéater zurlickkommen. [ |

Abbildung 4.20 zeigt eine grafische Darstellung der berechneten DFT-Werte.

4.5

o0 0 0 0 ;
0 1 2 3 4 5 6
Normierte Frequenz / rad

Abb. 4.20: DFT eines 1 Hz-Cosinussignals fiir f, = 8Hzund N =8

Aufgrund der gewdahlten Parameter erhalten wir nach (322.4) Spektralwerte
an den normierten Frequenzen

2mm 2mm ™
2, =— =— = — =0,...7. 24.1
m ~ 3 1 rad m=0,...7 (3 )

Der Wert 4 = X ppr(1) entspricht damit dem Wert des (DFT-)Spektrums bei
der normierten Frequenz

rad. (324.2)

Weitere Werte der DFT erhalten wir an dquidistanten Stiitzstellen mit einem
Stiitzstellenabstand von

_ 27

T
AS2 N 1 rad. (324.3)

Es ist fiir die Interpretation dieses Ergebnisses natiirlich interessant, das er-
haltene DFT-Spektrum mit dem Fourierspektrum des Signals x(t) = cos(2nt)
zu vergleichen. Nach Tabelle 2.3, S. 158 hat z(t) das Fourierspektrum
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X(jw) = ’/T(S()(W - wo) + 7r50(w + WO) (3251)

mit wy = 27 - fo = 27 - 1 = 27w rad/s.
Das Fourierspektrum besteht also aus einem Dirac-Impuls bei +-27 rad /s ent-
sprechend +1 Hz.

Um dieses Spektrum besser mit der DFT vergleichen zu koénnen, beziehen
wir auch das DFT-Spektrum auf die Kreisfrequenz-Skala.

Aufgrund der Definition (310.2) der normierten Frequenz entspricht das nor-
mierte Frequenzintervall [0, 27| auf der Kreisfrequenz-Skala dem Frequenz-
intervall:

[wy =0,wo = wy] rad/s. (entspr. [0, f,] Hz). (325.2)

Der Frequenzabstand Af? entspricht auf der Kreisfrequenz-Skala dem Fre-
quenzintervall:

Aw = A2 fo = N rad/s (entspr. Af = %

Hz).  (325.3)

Der Wert 4 = Xppr(1) im Beispiel entspricht damit dem Wert des DFT-
Spektrums bei der Frequenz 27 rad/s (1 Hz) und kann dem Dirac-Impuls bei
dieser Frequenz leicht zugeordnet werden.

Der Wert 4 = X ppr(7) im Beispiel entspricht allerdings dem Wert des DFT-
Spektrums bei der Frequenz 147 rad/s (7 Hz) und bedarf einer Interpretati-
on, da ein Spektralanteil bei 147 rad/s im Fourierspektrum nicht vorkommt!
Allerdings ist zu bedenken, dass die Berechnung des DFT-Spektrums auf ei-
nem abgetasteten Signal beruht. Das DFT-Spektrum muss also eigentlich mit
dem Abtastspektrum des Signals verglichen werden, welches nach (219.4) eine
periodische Wiederholung des Fourierspektrums auflerhalb des Nyquistbandes
[— %, +%+] rad /s vorsieht.

Abbildung 4.21 skizziert das Abtastspektrum X (jw) fiir das Beispielsignal
x(t) = cos(27t).

Man erkennt innerhalb des durch die DFT reprasentierten Frequenzbandes
[0,167] rad/s ([0, 8] Hz) eine weitere Dirac-Spektrallinie, welche offensicht-
lich von der periodischen Wiederholung der Spektrallinie bei —27 rad/s
(=1 Hz) herriihrt.

Das DFT-Spektrum liefert somit im vorliegenden Fall offensichtlich eine ver-
niinftige Spektralinformation, welche Riickschliisse auf das Spektrum des
zugehorigen zeitkontinuierlichen Signals zulésst!

Einer weiteren Untersuchung bedarf jedoch der Wert 4 als Hohe der DFT-
Spektrallinie. Wir wollen diese Diskussion vorerst einmal zurtickstellen und
zundchst weitere Beispiele untersuchen, um ein etwas vollstindigeres Bild
der Eigenschaften der DFT zu bekommen.

Ubung 110

Ubung 111
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Fourierspektrum: ™ .
T X(jw)
1 1
La W'Q Frequenz/rad/s
2 2
Abtastspektrum: /T

]

[ALL

1N

1
1
1
w = 14x rad/s (f —7HZ)

Frequenz /rad/s

Wa

3wa —
) =

2

Abb. 4.21: Abtastspektrum des Beispielsignals z(t) = cos(2wt) fiir die gewéhlte

Abtastrate f, = 8 Hz

4.32 Beispiel (DFT des Signals z(t) = cos(27t))

Wir betrachten jetzt zum Cosinussignal x(t) = cos(2nt) der Frequenz 1Hz
eine Abtastung der Abtastintervalllinge 7, = # s (Abtastrate 9 Hz). Wir ver-
wenden zur Bestimmung der DFT dabei weiterhin V = 8 Abtastwerte und
fiihren die Berechnung mit MATLAB durch (vgl. Datei DFTBsp2.m).

T=1/9;
N = 8;

t = (0:T:(N—1)+T);
fn = cos(2+pixt);

F_DFT’
ans =

—0.7660
3.6222
0.3867
0.2572
0.2340
0.2572
0.3867
3.6222

+ + + +

1.4034 i
0.15271i
0.05611
0.0000 1
0.05611
0.15271
1.4034 i

o° 0P o0 o°

o°

Abtastintervall festlegen
Zahl der Abtastwerte festl.
Abtastzeitpunkte festlegen
Abtastwerte des Cosinus

DFT-Werte berechnen und
im Command-Window anzeigen
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Im Gegensatz zu Beispiel 4.31 sind die Werte der DFT nun komplex, sodass
eine direkte grafische Darstellung nicht moglich ist. Wir kénnen allerdings
die Betragsspektren miteinander vergleichen. Durch Betragsbildung erhalt
man:

| Xprr(0)] = 0.7660, |Xppr(1)] = 3.8846,
| Xprr(2)| = 0.4157, | Xprr(3)] = 0.2633,
| Xprr(4)] = 0.2340, |Xprr(5)] = 0.2633,
| Xprr(6)] = 0.4157, |Xprr(7)| = 3.8846.

Abbildung 4.22 zeigt eine grafische Darstellung dieser Werte. ___ W

4.5

1l 7T ee9ef
2 4 6
Frequenz / Hz

Abb. 4.22: DFT eines 1 Hz Cosinussignals fiir fo = 9Hzund N = 8

Zur Vereinfachung des Vergleichs mit dem Fourierspektrum bzw. mit dem
Abtastspektrum ist das berechnete DFT-Spektrum diesmal tiber der Hertz-
Skala dargestellt.
Wie zu sehen ist, weicht das DFT-Spektrum von dem aus Abbildung 4.20
deutlich ab!
Die Werte der DFT werden, wie wir gesehen haben, an den ganzzahligen
Vielfachen der Frequenzen

9

fa
¥ = g Hz (327.1)

berechnet!

Die Frequenz des Cosinussignals wird somit von DFT-Frequenzraster ,nicht
getroffen” und wir erhalten in der Nihe der Signalfrequenz offenbar eine (et-
was kleinere) Spektrallinie. Dariiber hinaus erhalten wir allerdings auch bei
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anderen Frequenzen Spektrallinien, bei denen aufgrund der Signalstruktur
keine zu erwarten sind.

Wir werden weiter unten sehen, dass dies eine Folge der impliziten Zeitfens-
terung des Signals ist. Wir wollen die genauere Untersuchung dieses Phino-
mens aber vorerst noch einmal zurtickstellen und zunéchst weitere Beispiele
diskutieren.

4.33 Beispiel (DFT des Signals z(t) = cos(27t))

Wir betrachten ein weiteres Mal das Cosinussignal z(t) = cos(2nt) der Fre-
quenz 27 rad/s (entsprechend 1 Hz) und die in Beispiel 4.31 und 4.32 verwen-
deten Abtastraten von 8 Hz bzw. 9 Hz, sodass in allen Féllen die Bedingungen
des Abtasttheorems eingehalten sind.

Lediglich die Zahl N der Abtastwerte soll nun variiert werden.

Mit Hilfe von MATLAB (vgl. Datei DFTBsp3.m) werden die Amplituden-
spektren (Betrag der DFT) fiir die Parameter NV = 16 und IV = 32 berechnet.
Abbildung 4.23 zeigt eine grafische Darstellung des Ergebnisses. W

15 15
E 10 E 10
a a
5 5
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
Frequenz / Hz Frequenz / Hz
15
=10
=}
5
. -. v )
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8

Frequenz / Hz Frequenz / Hz

Abb. 4.23: DFT eines 1 Hz Cosinussignals fiir f, = 8 Hz und N = 16, 32 (links) und
fir fo = 9Hz und N = 16, 32 (rechts)

Man erkennt, dass die Linien ndher aneinanderriicken (dies ist klar, da das
Frequenzintervall gleich bleibt und sich die Zahl der Stiitzstellen N erhoht)
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und dass die Hauptlinien, welche in einem Fall direkt im anderen Fall zu-
mindest approximativ den Signalfrequenzen +1 Hz zugeordnet werden kon-
nen, offenbar zu N proportional wachsen. Auch diesen Effekt werden wir im
Folgenden eingehender zu untersuchen haben.

Zum Abschluss dieser ersten experimentellen Erkundung der DFT soll in
einem weiteren Beispiel noch ein nicht-periodisches Signal untersucht wer-
den.

4.34 Beispiel (DFT eines nicht-periodischen Signals)
Das Signal

7t . .. >
o(t) = e~ 'sin(4t) fur t>0, (329.1)
0 fur t<0

besitzt ein Fourierspektrum, welches wir mit Hilfe von MATLAB wie folgt
berechnen konnen (vgl. Datei bspFTnperiod.m):

>> syms t omega
>> x = exp(—t)*sin(4xt)+heaviside(t)

X =
exp(—t)*sin(4xt)+heaviside(t)

>> X = fourier(x,omega)

X =
4/(omegaxi+1+4xi)/(omegaxi+1—4xi)
>> X = simple (X)

X =

—4/(omega”2—2+i*omega—17)

Die Fouriertransformierte ist also

4

X0w) =~ 5517

(329.2)
und das Amplitudenspektrum berechnet sich mit

>> Xquad = (—4/(omega”2—2+ixomega—17))=*...
(—4/(omega”2+2+i+omega—17))



330 Kapitel 4: Digitale Signale und Systeme

Xquad =

16/ (omega”2—2+i+omega—17)/(omega”2+2+i+omega—17)
>> AspQ = simple (Xquad)

AspQ =

16/(—30+omega’2+omega”4+289)

zu

4
Vet —30w2 + 289

Mit Hilfe der folgenden Anweisungen kann dieses Amplitudenspektrum
grafisch dargestellt werden (s. Abbildung 4.24):

(X (jw)| = (330.1)

>> f = (—20:0.05:20); % Hertz-Frequenzen
>> om = 2+pixf; % in rad/s

>> ¢ Numerische Werte durch Substitution
>> AspNum = subs(sqrt(AspQ), omega, om);
>> % Plot des Amplitudenspektrums

>> plot(f,AspNum, ‘b’ , "LineWidth " ,3)

>> grid

>> axis ([ —-10,10,0,0.6])

>> xlabel(’Frequenz/Hz")

>> ylabel (" IXI")

Man erhalt ein stark abfallendes Amplitudenspektrum mit zwei ausgeprag-
ten Spitzen bei +0.6366 Hz, was der Frequenz des sinusoidalen Anteils von
z(t) entspricht®.

Das Signal ist zwar nicht im strengen Sinne bandbegrenzt, wie man an (329.2)
bzw. an (330.1) erkennt, da das Spektrum aufierhalb eines endlichen Fre-
quenzintervalls nie vollstandig verschwindet, jedoch zeigt Abbildung 4.24,
dass das Signal in guter Ndherung zumindest approximativ bandbegrenzt
ist, da das Spektrum auflerhalb des Frequenzbandes [—10, 10] Hz vernach-
lassigt werden kann.

Fiir eine Abtastrate von f, = 20 Hz ist also das Abtasttheorem zumindest ap-
proximativ eingehalten und es sind keine nennenswerten spektralen Uber-
lappungseffekte zu erwarten.

Mit Hilfe von MATLAB (vgl. Datei DFTBsp4.m) werden die Amplituden-
spektren fiir die Parameter NV = 64 und N = 256 berechnet.

30 da 5= = 0.6366!
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Abb. 4.24: Amplitudenspektrum des Signals (329.1)

Abbildung 4.25 zeigt eine grafische Darstellung des Ergebnisses®. W

Ein Vergleich mit dem in Abbildung 4.24 dargestellten Amplitudenspektrum
zeigt, dass das DFT-Spektrum offenbar dem Verlauf des Fourierspektrums
folgt, allerdings sind alle Spektralwerte um einen Faktor (etwa 20) erhoht.

Die Ubereinstimmung ist umso besser, je mehr Abtastwerte man bei gleicher
Abtastrate zur Analyse heranzieht, also je langer das Beobachtungszeitfens-
ter ist.

Bevor wir auf die Analyse der in den Beispielen beobachteten Effekte einge-
hen, wollen wir uns, wie bei den anderen Fouriertransformationen auch, mit
einigen grundlegenden Eigenschaften der DFT befassen.

Die inverse DFT

Ein ganz wesentlicher Aspekt bei allen bisher betrachteten Transformationen
war die Eigenschaft, dass die im Signal enthaltene Information nicht (teil-
weise) verloren geht. Aquivalent dazu ist die Eigenschaft der Eindeutigkeit
der Transformation, welche mit der Existenz einer inversen Transformation
einhergeht.

31 Aus Griinden der besseren Darstellbarkeit wurde das plot-Kommando statt des stem-
Kommandos verwendet. Natiirlich ist das DFT-Spektrum weiterhin nur an den Vielfachen

von Af = fﬁa definiert. Das plot-Kommando interpoliert dazwischen linear.
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Abb. 4.25: DFT des Signals (329.1) fiir eine Abtastrate von f, = 20Hz und N = 64
bzw. N = 256 Abtastwerten

Auch die DFT ist natiirlich, wie die anderen bislang behandelten Zeit-
Frequenz-Transformationen, eindeutig. Sie besitzt eine Umkehrtransforma-
tion, die wir (ohne Nachweis) an dieser Stelle angeben wollen:

C A

€1

Xprr(m Z zpe *m M =0,...N—1 (332.1)
die DFT der Werte (z1), ;. Dann gilt:

N—
1
= ZXDFT )edkom  k=0,...,N—1. (332.2)
m=0

- J

Interpretation der DFT

Bei der Betrachtung der bisher besprochenen Fouriertransformationen wur-
de die jeweilige Inversionsformel (Riicktransformation) dazu heran gezogen,
die Fouriertransformierte eines Signals als Darstellung der Dekomposition
des Signals in harmonische Schwingungsanteile zu interpretieren.

Im vorliegenden Fall ist es jedoch von untergeordneter Bedeutung, ob ein
(endliches) diskretes Signal als Uberlagerung von komplexen harmonischen
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Schwingungen geschrieben werden kann. Es ist fiir die praktische Bedeu-
tung der DFT um ein Vielfaches wichtiger, eine Beziehung der berechneten
Werte zu spektralen Eigenschaften des zu Grunde liegenden zeitkontinuierli-
chen Signals herzustellen. Dieser Aspekt wurde auch bei der Diskussion der
Beispiele 4.31 bis 4.34 schon angesprochen.

Wir werden uns dieser besonderen Fragestellung im Abschnitt 4.5.6, S. 358tf
zuwenden.

Die Dualititseigenschaft der DFT

Gleichung (332.2) zeigt, dass die inverse DFT eine sehr dhnliche Form hat
wie die DFT selbst.

In der Tat ist fiirjedes k =0,...,N — 1

N-1
Nz = Z Xppr(m) (e¥9m)" Z X (m)e 75 R (333.1)

m=0

und somit ist:

(@e)nsyt 25 (Xprr(m)N 2,
(333.2)

" N—1 DFT N1
(XDFT(m))m:O — N - (xk)k:O :

Die Zeitsignalwerte (xk)i\;—ol kénnen wieder zuriickgewonnen werden, in-
dem die konjugiert komplexen Werte der DFT wiederum selbst mit einer
DFT transformiert werden. Anschlieflend ist das Ergebnis lediglich zu kon-
jugieren und geeignet zu skalieren (vgl. Ubung 112).

Dies hat in der Tat rechnerische Vorteile, da man fiir Hin- und Riicktransfor-
mation denselben (schnellen) Algorithmus, die so genannte schnelle Fourier-
transformation (FFT) (s. Abschnitt 4.5.4, S. 337ff) verwenden kann. Da solche
Berechnungen in praktischen Anwendungen oft massenweise und vielfach
in Echtzeit durchgefiihrt werden miissen, ist dies von enormer Bedeutung.

Eigenschaften der DFT

Die wesentlichen Eigenschaften der DFT sind in Tabelle 4.3 zusammenge-
fasst®.

Einige der Eigenschaften, die in den vorangegangenen Abschnitten zum Teil
schon angesprochen worden sind, sind insbesondere im Zusammenhang mit
der Beurteilung von Spektralplots wesentlich.

32 Damit die Notation nicht zu schwerfallig ausfallt, ist der Wertebereich fiir n, m und k in der
Tabelle nicht weiter spezifiziert. Dafiir sei auf die Formeln im Text verwiesen.
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Tabelle 4.3: Einige Eigenschaften und Rechenregeln der DFT

Eigenschaft, Regel | Zeitbereich Bildbereich

Linearitat axn + byn aXprr(2m) + bYDrr(£2m)
27r-Peri0dizit5t — XDFT(Qm) = XDFT(Qm + k- 271')
0-Betrags- — | Xprr(2m)| = | Xprr(—2m)|
Symmetrie

7r—Betrags— — |XDFT (7T—|—Qm)| = |XDFT (7T—|—Qm)|
Symmetrie

Dualitatseigenschaft | P xp rr(m) | Xppr(m) LNy Y

Auflésunginrad/s | — Aw = 2% = %2
Auflésung in Hz - Af = fﬁa
N—1
Faltungssatz > TkYn—k Xprr(2m) - Yorr (2m)
k=0
Eindeutigkeitssatz | .., = yn Xprr(2m) = Yorr (2m)

Periodizitit: Die DFT ist 2m-periodisch, d.h.:

XDFT(Qm) :XDFT(Qm-i-k'Qﬂ') Vvm=0,....N—1,VkeZ (334.1)

Die Periodizitdt kann dabei bezogen auf den Index der Werte auch so ausge-
driickt werden:

XDFT(m) :XDFT(m+I<:N) VkelZ. (3342)

Betrags-Symmetrieum 0: Die DFT reeller Signale ist (betrags-)spiegelsym-
metrisch um 0 in [—7, 7] d.h.:

N N
‘XDFT(TTL)| :|XDFT(7TTL)| Vm:fg,...,g. (3343)
Genauer gilt:
N-1 o N-1 ‘
Xprr(—m) = rpe IR = R’ R = X5 p(m).  (334.4)
k=0 k=0

Betragsspektren werden daher auch oft symmetrisch um 0 und im Intervall
[—, 7] dargestellt!
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Betrags-Symmetrieum 7: Die DFT reeller Signale ist (betrags-)spiegelsym-

metrisch um 7 in [0,27], d.h. fiirallem =0, ..., [§] gilt:
N N
‘XDFT <?+m)‘ = ’XDFT (5 —m)‘ (335.1)
In der Tat ist nach Definition der DFT:
Nm Nl . .
Xprr ( ) Z zpe 92k A Z zpe IR L eimk (335.2)
k=0
und
N—

Xprr (— - m) Z xke_ﬂ”k

Da fiir alle k € Z stets e 7™ = +1 und damit reell ist und da et7276% =
(e=92mk %) " ist, folgt

Z eTI2hR eIk (335.3)
k=

XprrT (%_m> = Xprr (%—i—m) (335.4)
und damit die Gleichheit der Betrége!

DFT-Amplitudenspektren reeller Signale, welche tiber dem normierten Fre-
quenzintervall [0, 27| berechnet werden, weisen also stets um w eine Sym-
metrie beztiglich der Amplitudenachse auf. Aufgrund der Beziehungen zwi-
schen normierter Frequenz und Frequenz in Hertz (s.u.) entspricht dies einer
Achsensymmetrie beziiglich der Amplitudenachse tiber der Frequenz %"!

Auflésung im Frequenzbereich: Die DFT ist frequenzdiskret, d.h. liefert im
Frequenzbereich nur Spektralinformation an bestimmten Stellen:

Ubung 107
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2
AN = Nﬂ rad. (335.5)

Dies entspricht auf der Kreisfrequenzskala wegen {2 = wT = Q}Tf einer Auf-

16sung von:

21 _ Wq

= NT- N rad/s. (335.6)
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Dies wiederum entspricht auf der Hertz-Frequenzskala wegen w = 27 f einer
Auflésung von:

Af =— =22  m (336.1)

Faltungssatz: Die Faltungseigenschaft der DFT bedarf zum Verstiandnis
der sehr verkiirzten Darstellung von Tabelle 4.3 noch einiger Erlduterungen.

Ausgehend von zwei endlichen Folgen
Zo,T1,22,--- , TN-1, Yo, Y1,Y25- - s YM—1 (3362)

der Lange N und M betrachten wir zunédchst die unendlichen Folgen (), ¢,
und (), ¢z, welche durch Erweiterung der Folgen x, und y, mit Nullen
entstehen.

Fiir das Produkt der DTFT dieser Folgen erhilt man dann:

XDTFT(Q)'XDTFT(Q) = Z Fpe k. Z gee I

k=—o0 s§=—00

oo (336.3)
= Z g - e IRHR),
k,s=—00
Mit der Substitution n = s + k folgt:
XDTFT(Q) . XDTFT(-Q) = Z ( Z ik . gnk) e—an
T (336.4)
- Z (jn * :lj"> e_jQ".
n=-—oo

Das Produkt X pr rr(02) - Xpr rr(£2) entspricht also der DTFT der Faltungs-
summe der mit Null erweiterten Folgen (#,),,., und (7,)

Wegen

nez”

=

o0
E Tk Yn—k = Tk * Yn—k

k=—o0

~
I
=

(336.5)

=
L

Tk Yn—ks Yn—k :=0flirn—k <0,

~
I
=
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entspricht die Faltungssumme der erweiterten Folgen (Z,,),,c, und (9n),cz
andenStellenn =0,... ,M + N — 2 der Faltungssumme

N-1
zn::ka-yn_k, n=0,... N+ M-2 (337.1)
k=0
der endlichen Folgen aus (336.2).
Eine DFT der Folge z, entspricht damit der Auswertung der DTFT von
(336.5) an den Stellen:
2m
N+ M’
Die DFT ergibt sich daher gemif3 (336.3) auch als Produkt der Auswertung

von Xpr rr(2)und Xpr rr(£2) an diesen Frequenzen, also aus dem Produkt
aus

Qm =m m=0,...,N+M-2. (337.2)

M+N-2
D> dpe ik (337.3)
k=0
und
M+N-—-2
> geeI Ok (337.4)
k=0

Die Ausdriicke (337.3) und (337.4) reprasentieren jedoch nichts weiter als die
Diskreten Fouriertransformationen der um Nullen bis zum Index N + M — 2
erweiterten endlichen Folgen aus (336.2).

Um eine Faltungssumme zu berechnen (s. Beispiel 4.36 im nachfolgenden
Abschnitt), muss man also lediglich die beteiligten Folgen auf die gleiche
Lange mit 0 erweitern, die DFIen berechnen und multiplizieren sowie an-
schlielend das Ergebnis mit der inversen DFT riicktransformieren.

Der Sinn dieser Vorgehensweise wird im folgenden Abschnitt deutlich. Die
Tatsache, dass fiir die DFT ein sehr effektiver Algorithmus existiert, macht
diesen ,,Umweg”, der auch als schnelle Faltung bezeichnet wird, ckono-
misch!

Die schnelle Faltung wird insbesondere in Echtzeitanwendungen zu Berech-
nung der Korrelation zweier (abgetasteter) Signale eingesetzt. Auf dieses An-
wendungsgebiet werden wir in Kapitel 5 zurtickkommen.

4.5.4 Die schnelle Fouriertransformation (FFT)

Auf die Herleitung der FFT® kann und soll im Rahmen dieses Buches nicht
eingegangen werden, da der Algorithmus selbst wenig zum systemtheoreti-
schen Verstdandnis beitrdgt. Der an den Details interessierte Leser sei hierfiir
auf andere Quellen, etwa auf [47], verwiesen.

33 engl.: Fast Fourier Transform
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Bei der so genannten schnellen Fouriertransformation (FFT) handelt es sich
um einen genialen Algorithmus zur Berechnung der DFT, welcher (in seiner
urspriinglichsten und auch am hédufigsten verwendeten Form) fiir Abtastlan-
gen N = 2* gewisse Redundanzeigenschaften der DTFT (und der beteiligten
Exponentialfunktionen) zur schnelleren Berechnung der DFT ausnutzt.

Konkret gilt:

Ist N = 25, k € N, so gibt es einen Algorithmus, die so genann-
te schnelle Fouriertransformation (FFT), welcher eine N-Punkt-DFT in
O(N -log, N) Schritten statt in O(N?) Schritten berechnet.

Mit dem so genannten Landau-Symbol O(f(N)) wird dabei gekennzeich-
net, dass die Berechnungsdauer eines Algorithmus der Grofie N kleiner
oder gleich einer (algorithmus- und implementierungsabhingigen) Konstan-
ten K mal der angegebenen Funktion f(N) ist. So bedeutet O(N?), dass
fiir ein Problem der GroBe N prinzipiell N? Rechenschritte bendtigt wer-
den. O(N - log, N) bedeutet, dass fiir ein Problem der Groie N prinzipiell
N -log, N Rechenschritte benétigt werden.

Zur Illustration ein kleines Zahlenbeispiel:

4.35 Beispiel (Komplexitit einer 1 -FFT)

Unter einer Datenmenge von 1 K versteht* man N = 2! Werte. Nach dem
obigen Resultat werden dafiir bei einer DFT O(10°) und bei einer FFT O(10%)
Rechenoperationen benétigt.

Bis auf eine (rechner- und implementierungsabhingige) Konstante sind al-
so fiir eine solche DFT 1000000 Rechenoperationen notwendig. Bei Verwen-
dung einer FFT werden jedoch lediglich ca. 10000 Rechenoperationen beno-
tigt! |

Der FFT-Algorithmus ist ein fundamentaler Baustein der Digitalen Signal-
verarbeitung. MATLAB stellt diesen Algorithmus und die zugehorige inver-
se Transformation tiber die Kommandos £ft und ifft zur Verfiigung,.

Die Berechnung des Spektrums aus Beispiel 4.34 etwa konnte mit Hilfe des
f ft-Kommandos wie folgt durchgefiihrt werden:

>> % Parameter festlegen

>> fa = 20; T = 1/fa;

>> % Zahl der Abtastwerte (z.B.\ 2 K Punkte)
>> N = 2/7(11);

>> % Signal abtasten

>> t = (0:T:(N-1)+T);

34 1 K Daten gleich ein ,Kilo” Daten, konkret 1024!
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>> fn = exp(—t).xsin(4=t);

>> % FFT berechnen

>> Spec = fft(fn N);

>> % Amplitudenspektrum plotten

>> nfreq = (0:fa/N:(N-1)+xfa/N); % Frequenzvektor in Hz
>> plot(nfreq, abs(Spec), ’b’, ’LineWidth’,k3)

Die Zahl der Abtastwerte muss nicht unbedingt eine Zweierpotenz sein, je-
doch sind Vielfache von 1 K tiblicherweise verwendete Werte fiir die Anzahl
der Datenpunkte. Fiir Zweierpotenzen wird auch der maximale Geschwin-
digkeitsvorteil gegeniiber der gewthnlichen DFT-Berechnung erreicht.

Auf die Effektivitdt der FFT wurde bereits im vorangegangenen Abschnitt
im Zusammenhang mit der schnellen Faltung hingewiesen. Wir wollen den
Algorithmus nun nutzen, um ein Beispiel fiir eine Faltung zu berechnen.

4.36 Beispiel (Schnelle Faltung)

Die nachfolgenden MATLAB-Anweisungen (vgl. Datei schnellFaltl.m) be-
rechnet die Faltung zweier endlicher Folgen auf direktem Wege (iiber ein
entsprechendes Schleifenkonstrukt) und mit Hilfe der FFT. Mit Hilfe des
Schleifenkonstrukts, welches einer direkten Umsetzung der Faltungssumme
entspricht, erhdlt man:

Definition zweier endlicher Folgen
=[12321];
=[ -113 1];

< X oe

% Lange der Folgen
N = length(x); M = length(y);
% Vorinitialisierung der Faltung
Fxy = zeros (1 MeN—1);

% Berechnung der Faltung mit einem
% Schleifenkonstrukt (ineffektiv)
for n = 0:N+M-2
for k = 0:N-1
s= n-k;
if s>=0 & sM
% beachte: Indizierung in MATLAB ab 1
Fxy (n+1) = Fxy(n+1)+x(k+1)*y(s+1);
end
end
end

Das Ergebnis
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lasst sich fiir diese einfachen Folgen auch von Hand recht schnell verifizie-
ren.

Eine schnelle Faltung erhilt man mit folgenden Anweisungen:

Das Ergebnis

stimmt selbstverstdandlich mit dem obigen tiberein.

MATLAB bietet natiirlich die schnelle Faltung auch direkt in Form einer
Funktion an, im vorliegenden Fall der Funktion conv:
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Der Geschwindigkeitsvorteil der schnellen Faltung (und damit des FFT-Al-
gorithmus) macht sich verstandlicherweise in dem obigen einfachen Beispiel
nicht bemerkbar. Der Leser moge hierfiir das Programm schnellFalt2.m des
Begleitmaterials ausprobieren, in dem zwei Folgen der Lange 65536 und
32768 gefaltet werden. Dies kann mit dem direkten Algorithmus je nach Leis-
tung des Rechners mehrere Minuten in Anspruch nehmen. Mit der schnellen
Faltung erhilt man das Ergebnis in Sekunden.

Spektralanalyse: Zum Abschluss sollte jedoch darauf hingewiesen wer-
den, dass die FFT ihre eigentliche Bedeutung natiirlich innerhalb der Spek-
tralanalyse von Signalen hat. Durch die FFT sind sehr rechenintensive Spek-
tralanalysen, oft in Echtzeit, moglich geworden.

Aus diesem Grunde ist der Rest des Kapitels diesem Thema gewidmet und
es wird die schon angesprochene Frage geklart, welche Riickschliisse mit ei-
ner DFT/FFT-Analyse auf das Spektrum des zu Grunde liegenden zeitkon-
tinuierlichen Signals gezogen werden kénnen.

4.5.5 Fourierspektren und DFT-Spektren

Ziel der Berechnungen von DFT-Spektren ist es, wie gesagt, eigentlich im-
mer, Informationen tiber die Natur des zeitkontinuierlichen Signals zu be-
kommen, aus dem die zeitdiskreten Werte durch Abtastung gewonnen wur-
den.
Es ist daher von fundamentaler Bedeutung, zu wissen, in welchem Zusam-
menhang die berechneten DFT-Spektren mit dem Fourierspektrum des zu
Grunde liegenden zeitkontinuierlichen Signals stehen.
An Hand der Beispiele 4.31 bis 4.34 konnten wir bereits erkennen, dass DFT-
Spektren natiirlich Riickschliisse auf das zeitkontinuierliche Signal zulassen,
jedoch traten einige Phanomene auf, die nicht auf den ersten Blick mit be-
kannten Eigenschaften der Fourierspektren in Einklang zu bringen waren.
Der Zusammenhang zwischen Fourierspektren, DTFT-Spektren und DFI-
Spektren soll deshalb noch etwas genauer untersucht werden.
In Abschnitt 4.5.1 haben wir bereits gezeigt, dass das DTFT-Spektrum nichts
weiter als das im Kapitel 3 entwickelte Abtastspektrum, d.h. das Spektrum
der Impulsabtastung, reprasentiert. Der Zusammenhang zwischen Fourier-
und DTFT-Spektren wird daher durch die Beziehungen (219.4) bzw. (320.1)
hergestellt.
Insbesondere kénnen wir nochmals festhalten, dass bei Einhaltung der Bedin-
gungen des Abtasttheorems die Beziehung

—Wq Wq

1
XDTFT(Q) = TX(‘]LU) Vwe |:T, 7:| 2 =wT, (3411)

gilt. Die DTFT spiegelt also im Nyquistband bis auf den Faktor f, = 1/T,
(Abtastrate) genau das Fourierspektrum wieder.
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In Abschnitt 4.5.3 wurde die DFT als frequenzdiskretisierte Version der DTFT
eingefiihrt. Die DFT entspricht somit prinzipiell der Auswertung der DTFT
an bestimmten Frequenzen im Nyquistband.

Dabei ist allerdings ein ganz wesentlicher Aspekt zu beachten. Aufgrund der
Tatsache, dass nicht alle denkbaren Abtastwerte (z,,)nez verwendet werden
(konnen), sondern nur endlich viele (N), wird durch die DFT nicht die DTFT
des Signals z(t) diskretisiert, sondern die DTFT einer gefensterten Version
von z(t) (vgl. Abbildung 4.19, S. 321)! Ein DFT-Spektrum steht damit auch
nicht direkt mit dem Fourierspektrum von z(t) im Zusammenhang, sondern
mit dem eines entsprechenden gefensterten Signals.

Den Aspekt der Zeitfensterung bei der Fouriertransformation haben wir be-
reits in Abschnitt 2.5.2, S. 162ff untersucht, sodass wir auf die Ergebnisse
dieser Betrachtungen zurtickgreifen konnen.

Wenn wir also eine DFT des Signals z(t) auf der Grundlage von N Abtast-
werten

20=2(0-T,), x1 =2(1-T,), ..., an—1 =x((N — 1) -T,) (342.1)

berechnen, so bestimmen wir in Wahrheit N Werte der DTFT des Signals
(vgl. (320.3))

y(t) := z(t) - rectyr, (1), (342.2)

denn fiir alle m < N ist:

N—-1
XDFT(m) = XDFT(Qm) = Z xkefjkﬂm
k=0
o ’ (342.3)
= Z yke—.'lk-om :YDTFT(‘Q"L)'

k=—o0

Letztendlich liefert die DFT daher nicht, wie gewtinscht, Informationen tiber
das Spektrum X (jw) von z(t), sondern tiber das von y(t), also gemaf3 Glei-
chung® (163.3) von

1 . NTq NT,
Y(jw) = %X(jw) * <NTaej“’2 sinc (MQW )> (342.4)

an den Stellen w,, = mAw = m 27 rad/s !
Betrachten wir unter diesem Aspekt das Beispiel 4.32, S. 326 erneut.

4.37 Beispiel (DFT des Signals z(t) = cos(27t))
Im Beispiel 4.32 wurde die DFT des Cosinussignals x(t) = cos(27t) der Fre-

35 Man beachte, dass in Gleichung (163.3) T die Dauer des Zeitfensters bezeichnet. Im vorlie-
genden Fall ergibt sich fiir N Abtastwerte eine Dauer des Zeitfensters von N - T,, welche
stattdessen in Gleichung (163.3) einzusetzen ist!
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quenz 2w rad/s (1 Hz) auf der Basis von N = 8 Abtastwerten bei einer Abta-
strate von 9 Hz bestimmt.

Das Fourierspektrum des Signals ist nach Gleichung (156.3)
X (jw) = mdo(w — wo) + 7o (w + wop), (343.1)
wobei
wo=2mw-1=27 (343.2)

die Signalfrequenz in rad/s ist.
Nach Gleichung (342.4) gilt dann fiir das Fourierspektrum des im Intervall

[0, NT,] = [0,81] - [0’§

5 5 o (343.3)

gefensterten Signals y(¢):

1 ; a NT,
Y(jw) = 5= X (jw) * (NT&ﬂw% sinc <w2 a))

2 —
. ' . —wo)NT,
T2 (NT“E_M_“"”N?T sine (%) (343.4)
2 2
VI g (VT )
27
Dies liefert mit den gewdhlten Parametern
1 , \ omE
Y(jw) == (§6—J(w—2n)§ sinc <u>
2\9 2
8 (343.5)
+ §67j(w+27r)% sinc (w+2m)g
9 2
und weiter
4 4 . Al —
Y(jw) = ge e 1% sine M
) 9
(343.6)
+e 7% sinc Aw +2m)
97 )

Fiir das Amplitudenspektrum, welches wir dann mit dem Betrag der DFT
grafisch vergleichen wollen, ergibt sich damit:

4| sx 4(w—2 i8x
Y (jw)| = 9 /5 sine (%) + ¢ 7% sinc (W) ’ . (343.7)
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Wir erhalten im Wesentlichen die Uberlagerung von zwei auf +wgrad/s
und —wg rad/s verschobenen sinc —Funktionen. Dies kommt durch die Fal-
tung der zwei Dirac-Stofse mit der sinc —férmigen Fouriertransformierten
des rechteckigen Zeitfensters zustande.

Die Abbildung 4.26, welche mit den MATLAB-Anweisungen (vgl. vglDFT-
vsFT.m)

t = (0:T:(N—1)+T);
fa = 1/T;

o

Abtastzeitpunkte festlegen
Abtastrate definieren

oe

fn = cos(2+pixt); % Abtastwerte einer Cosinus-
% schwingung mit
% Frequenz 1 Hz bestimmen
Spec = fft(fn,N); % fft berechnen
Spec = fftshift(Spec); % Spektrum liber [-fa/2,fa/2]

o

darstellen

% Frequenzvektor in Hz def.

nfreq = (—fa/2:fa/N:—fa/2+(N-1)=fa/N);

% Betrag der DFT in Form eines
% Stabdiagramms darstellen
stem (nfreq, abs(Spec), ’b’, ’‘LineWidth” ,k3)

hold % Plot einfrieren

% Fourierspektrum berechnen
cfreq = (—fa/2:0.01:fa/2); % Frequenzvektor in Hz
omega = 2+pixcfreq;

omegal= 2:pi;
FSpec = (1/2)+(NxTxexp(—j *(omega—omega0)*N+T /2).x...
sinc ((omega—omega0)*N+T/(2+pi)) +...
N=Txexp(—j *(omega+omegal )*N+T /2).%...
sinc ((omega+omega0)+N+T/(2+pi)));

% und plotten
plot(cfreq, faxabs(FSpec), 'k’, ’LineWidth’ ,62)
grid
axis([—fa/2,fa/2,0,max ([ faxabs(FSpec),babs(Spec)])+1])
xlabel ("Frequenz / Hz")
ylabel ('FT/DFT")

durch Aufruf von

vglDFTvsFT(1/9,8)
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berechnet wurde, zeigt das Amplitudenspektrum nach (343.7) des gefens-
terten Signals und das schon in Beispiel 4.32 berechnete 8-Punkt-DFI-
Spektrum?®. ||

[FT| und |DFT]

[

Frequenz /| Hz

Abb. 4.26: Fourierspektrum des gefensterten 1 Hz Cosinussignals aus Beispiel 4.32

(die DTFT-Amplitude ist mit dem Faktor f, angeglichen) und

8-Punkt-DFT-Spektrum iiber dem Nyquistintervall [— £z, o]

Offenbar stimmen Fourierspektrum und DFT-Spektrum entgegen den obi-
gen theoretischen Uberlegungen nicht genau iiberein. Der Grund ist, dass
die in Gleichung (341.1) vorausgesetzte Bandbegrenztheit fiir das gefensterte
Signal y(t) nicht mehr gegeben ist! Dadurch entstehen spektrale Uberlappun-
gen, die sich im vorliegenden Beispiel auswirken.

Aliasing und Leakage

In den vorangegangenen Beispielen wurde gezeigt, dass bei der Berechnung
von DFT-Spektren spezielle Effekte auftreten, deren genaue Kenntnis fiir die
Beurteilung der Spektren und die daraus zu ziehenden Riickschliisse auf die
spektralen Eigenschaften des zu Grunde liegenden analogen Signals uner-
lasslich ist.

Es sind dies einmal das so genannte Aliasing37, welches durch spektrale
Uberlappungen aufgrund von (manchmal unvermeidbaren) Verletzungen
der Voraussetzungen des Abtasttheorems entsteht, und zum anderen das

36 Die Werte sind dabei wegen der besseren Vergleichbarkeit mit den Signalfrequenzen auf die
Hertz-Skala bezogen.
37 alius: lat. fir , fremd, andersartig, verschieden”
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Auftreten von Spektrallinien, welche auf die implizite Fensterung des ab-
getasteten Signals zuriickzufiihren sind. Da es in diesem Fall, wie etwa in
Abbildung 4.23, S. 328, den Anschein hat, als ob die Hauptlinien ,auslau-
fen” oder ,lecken”, wird im Zusammenhang mit diesem Phdnomen auch
von Leakage® gesprochen.

Aliasing:

Unter Aliasing versteht man das Auftreten so genannter Fremdspektren
im Nyquist-Frequenzintervall, welches durch die Verletzung des Abtast-
theorems entsteht.

Verantwortlich dafiir ist die durch die Abtastung hervorgerufene Periodisie-
rung des Spektrums entsprechend dem in Gleichung (219.4) aus Kapitel 3
niedergelegten fundamentalen Zusammenhang.

Da das entstehende Spektrum durch die DTFT représentiert wird und die
DFT i.W. lediglich dieses Spektrum diskretisiert, gilt dieses Uberlappungs-
phanomen auch fiir DFT-Spektren.

Der Effekt ist, dass im Falle der Verletzung des Abtasttheorems ein (dann ja

vorhandener) Spektralanteil bei
Wq fa T
w> - rad/s f> 5 Hz, 2> 3 rad (346.1)
(ftir ein k € N) eine Spektrallinie bei
w—k-wgrad/s (bzw. f —k- f, Hz) (346.2)

im Nyquistband erzeugt! Man vergleiche dazu das Schaubild 3.5, S. 221.

Leakage:

Unter Leakage versteht man den Effekt der Spektralverbreiterung oder
auch Spektralverschmierung, welcher durch eine implizite Zeitfenste-
rung hervorgerufen wird.

Der Leser wird sich vielleicht gefragt haben, warum in Beispiel 4.33, Abbil-
dung 4.23, S. 328 bei Verwendung von N = 8,16 Abtastwerten und einer
Abtastrate von f, = 9Hz Leakage auftritt, bei Verwendung von N = 8,16
Abtastwerten und einer Abtastrate von f, = 8 Hz jedoch nicht, da man nur
eine Spektrallinie und somit eine scharfe Spektralschitzung erhilt. Nach der

38 Jeak: eng. fiir ,Leck”



4.5 Digitale Signale und LTI-Systeme im Frequenzbereich 347

bisherigen Argumentation erfahrt das Signal doch auch im letzteren Fall eine
implizite Zeitfensterung.

Betrachten wir daher das Beispiel unter dieser Fragestellung ein weiteres
Mal.

4.38 Beispiel (Kein Leakage trotz Fensterung)

Wir greifen also erneut auf das Beispiel 4.33, S. 328 zurtick und betrachten
die DFT des Cosinussignals x(t) = cos(2nt) der Frequenz 2w rad/s fur die
Abtastintervalllinge T, = £ s (Abtastrate 8 Hz) und N = 16 Abtastwerte.
Die zugehorige DFT wurde bereits in Abbildung 4.23 dargestellt.

Zur Untersuchung des Fenstereffekts greifen wir auf Gleichung (343.4) zu-
riick und setzen in diese Gleichung die Parameter N7, = 2 und wy = 27
ein.

Wir erhalten:

Y(jw) = %X(jw) * (Qe*j“’ sinc (£)>

™

347.1)
, -9 , 2 (
= e @2 ginc (W ﬂ-) + e77(@2m) gine <w i ﬂ-) .
m m
Wegen
efj(w727r) _ e*jw€j27r _ efjw’
e—i(wt2m) _ —jw,—i2m _ ,—jw (347.2)
folgt:
; -2 2
Y (jw) = eI (sinc (“’ ”) + sinc (“’ + ”)) . (347.3)
s s
Fiir das Betragsspektrum erhilt man demnach:
Y (jw)| = |sinc(w/m — 2) + sinc(w/7 + 2)|. (347.4)
Dieses Spektrum wird durch die DFT an den Stellen
wm =mAwrad/s mit Aw = 27rfa m=20,...,N—1 (347.5)

N 9
diskretisiert.

Wegen 27 f, /N = 278/16 = mrad/s gilt nach Einsetzen von w,, in Gleichung
(347.4):

|Y (jwm )| = [sinc(m — 2) +sinc(m + 2)|, m=0,...,N —1. (347.6)

Da nach Definition

Ubung 108

Ubung 111
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sinc(k) = sin(kr) _ ] 0 far k70, (348.1)
km 1 fir k=0
ist, verschwinden alle Terme, bis auf die fiir m = —2 und m = 2 und man

erhalt:

|Y.(jW2)‘ = |s%nc(0) + sin.c(4)| =1, (348.2)
Y (jw—2)| = |sinc(—4) 4 sinc(0)| = 1.

Diese Werte mal f, = 8 sind genau die Linienhthen, die wir in Abbildung

4.23 an den Frequenzen f> = 52 = 1Hz und f> = 7Hz entsprechend f_» =

“’2;2 = —1 Hz ablesen.

Dies bedeutet, dass in dem vorliegenden Fall die Werte des Spektrums des
gefensterten Signals an den Auswertestellen der DFT, ausgenommen die Si-
gnalfrequenz, ,zufillig”?’ null werden und so kein Leakage-Effekt zu Tage
tritt. Abbildung 4.27 illustriert dies grafisch. |

|FT| und |DFT]|

N
I

1}
Frequenz /| Hz

Abb. 4.27: Fourierspektrum und DFT-Spektrum des gefensterten 1 Hz
Cosinussignals aus Beispiel 4.37 (FT and DTFT-Amplitude angeglichen)

Es sollte vielleicht noch erwédhnt werden, dass die im obigen Beispiel be-
schriebene Situation im Zeitbereich dadurch hervorgerufen wird, dass die
N Abtastwerte in einem ganzzahligen Vielfachen des Periodizitdtsintervalls
des Signals genommen werden. Im vorliegenden Fall ist das resultierende
Zeitfenster N1, = 2s lang und umfasst somit genau 2 Perioden des 1 Hz

39 Natiirlich ist das kein Zufall!
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Cosinussignals. Das Signal kann daher periodisch richtig fortgesetzt werden
und es ist kein Abschneideeffekt (harter Ubergang im Zeitsignal, welcher
hochfrequente Anteile im Spektrum erzeugen konnte) durch die Fensterung
zu bemerken!

Ist umgekehrt das Zeitfenster der Lange N7, ein ganzzahliges Vielfaches der
Periodendauer eines harmonischen Signals (Signalanteils)der Frequenz f Hz,
so gilt flir ein k € N:

1 1
k-—=NIT,=N- -—. 349.1
7 I (34.1)
Damit ist
f:k-%:lvAf (bzw. w = k - Aw) (349.2)

und die Frequenz des Signals trifft das Frequenzraster der DFT! Es tritt kein
Leakage auf!

DFT-basierte Schitzung von Fourierspektren

Wie wir bereits gesehen haben, sind Spektren gefensterter Signale aufgrund
der unendlichen Ausdehnung des Rechteckfenster-Spektrums nie wirklich
exakt bandbegrenzt, sodass die Berechnung des Fourierspektrums X (jw) ei-
nes bandbegrenzten®® zeitkontinuierlichen Signals x(t) auf der Basis der Be-
ziehung

—Wq Wq
2 72

a

1
XDTFT(-Q) = FX(]LU) YVwe |: :| ,_Q =wT, (3493)
i.Allg. mit Fehlern behaftet ist.

Da der Fehler von der impliziten Fensterung herriihrt, ldsst sich dieser, wie
Beispiel 2.36, S. 163 zeigt, nur verringern, indem man die Fensterbreite ver-
groflert.

Zur Analyse des Sachverhalts gehen wir im Folgenden von N Abtastwerten
eines Signals z(t) der Form

zo=2(0-Tg), 21 =201 -Ty), ..., en—1 =2 (N —1)-Ty) (349.4)

aus.
Somit betrachten wir (implizit) Abtastwerte des gefensterten Signals

y(t) := x(t) - rectyr, (). (349.5)

40 Die Bandbegrenztheit kann ggf. durch Filterung, z.B. die Anti-Aliasing-Filterung, erzwungen
werden.
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Das Fourierspektrum ist nach dem Multiplikationssatz der zeitkontinuierli-
chen Fouriertransformation und nach Tabelle 2.3, S. 158:

1 ; o NT,
Y(jw) = Q—X(jw) * (NTa Ce IR sine <w2 a)) . (350.1)
71' 71'
Da jedoch
lim N, IO T3 | gine (WJQV;T“) = 278 (w) (350.2)

ist, ndhert sich das Spektrum Y (jw) des gefensterten Signals fiir wachsende
N und damit fiir eine immer grofiere Anzahl von Abtastpunkten dem Spek-
trum X (jw) an.

Bei dieser Approximation miissen wir allerdings zwei Fille unterscheiden.
Entweder hat das Fourierspektrum X (jw) an einer Stelle wrad/s (bzw. f Hz)
des Nyquistbandes einen endlichen Wert oder das Spektrum hat dort einen
Dirac-Impulsanteil.

Approximation bei endlichen Werten von X (jw):
Natiirlich kann im gewohnlichen Konvergenzsinn nur dann

Xprr(m) = Xprrr(£2y) = Xprrr(mAf)

L.
= XDTFT(mAw) = T—X(]mAw)

a

(350.3)

sein, wenn X (jw) an der Stelle mAw einen endlichen Wert hat.

In diesem Fall kénnen wir die obigen Uberlegungen wie folgt zusammenfas-
sen:

Hat das Spektrum X (jw) des (bandbegrenzten) Signals x(t) an einer Stelle
mAw des Frequenzrasters einer N-Punkt-DFT einen endlichen Wert und
ist die Abtastwertezahl N grof3, so stimmen DFT-Spektrum und Fourier-
spektrum an dieser Stelle ungefdhr bis auf den Faktor T% tiberein, d.h. es
gilt:

N gro8 1

Xprr(m) = T (JmAw). (350.4)

- J

Dieses Verhalten wurde bereits in Beispiel 4.34, S. 329 demonstriert. Das
Spektrum des Signals (329.1) ist tiberall endlich und Abbildung 4.24, S. 331
zeigt schon fiir eine relativ moderate Abtastwertezahl N eine gute Uberein-
stimmung zwischen T%X (jw) und dem DFT-Spektrum im Nyquist-Band.
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Approximation bei Dirac-Impulsanteilen von X (jw):

Hat X (jw) einen Dirac-Impuls-Anteil bei einer Frequenz wy — etwa weil
x(t) ein periodisches Signal ist und gemas (178.3) ausschliefSlich ein Dirac-
Impuls-Spektrum hat —, so kann eine DFT-Spektrallinie nie ndherungsweise
gleich dem Wert des Fourierspektrums an dieser Stelle sein.

Gemaf (350.1) erhalten wir jedoch fiir einen Anteil « - §o(w — wp) des Spek-
trums X (jw) bei einer Frequenz wy fiir den entsprechenden Anteil des Spek-
trums Y (jw) des durch die endliche Abtastung gefensterten Signals:

1 i NTg NT,
2—a~6o(w—wo)* (NTmej“’% - sinc (W >)

™ 2

(351.1)
= NTCLg sinc (7(“ — wO)NTa) e Iwmwo) Ty
2 2
An der Stelle wq selbst erhilt man dann:
Y (jwo) = NT,— 1 (351.2)
27

Da ein Dirac-Impuls-Anteil - 6o (w —wyp) im Zeitbereich einem harmonischen
Anteil £ ¢/« entspricht (vgl. Tabelle 2.3, S. 158) und somit der Amplituden-
faktor 5 dem komplexen Fourierkoeffizienten c. dieses Signalanteils, folgt
aus (351.2):

Y (jwo) = NT,c. = NT, - Fourierkoeffizient. (351.3)

Dies hat folgende Konsequenz*!:

(. )
Hat das Spektrum X (jw) des (bandbegrenzten) Signals x(t) an einer Stelle
wo (nur) einen Dirac-Impuls-Anteil und stimmt wy mit einer Stelle mAw
des Frequenzrasters einer N-Punkt-DFT {iberein, so gilt:

1
XDFT(TTL) = T_ . ]\/VTLIC#< = N * Cx. (3514)

Dabei ist ¢, der komplexe Fourierkoeffizient des harmonischen Anteils
der Frequenz wy = mAw des Signals z(t). y

Ist x(t) speziell ein (bandbegrenztes) periodisches Signal, so besteht das
Spektrum nur aus Impulsanteilen, wie etwa in den Beispielen 4.31, S. 322
bis 4.33, S. 328. Treten nun keine Leakage-Fehler auf, so hat X p pr(m), wie in
(351.4) angegeben, genau den Wert N - c,!

41 Wir betrachten nur Spektren, die bei der Frequenz mAw ausschliefSlich einen Impulsanteil
haben. Nattirlich konnten sich Impulsanteile und endliche Anteile tiberlagern. Wir schlieflen
diesen Fall in der Betrachtung zunéchst aus.
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Am DFT-Amplitudenspektrum kann somit anhand der Linienhohe der Be-
trag des entsprechenden Fourierkoeffizienten abgelesen werden. In Beispiel
4.32, Abbildung 4.23, S. 328 etwa lesen wir eine Linienhthe von 8 und 16 fiir
die vom DFT-Frequenzraster getroffene Signalfrequenz 1 Hz des Cosinussi-
gnals ab. Die verwendete Abtastwertezahl war N = 16 und N = 32. Der
Fourierkoeffizient hat demnach den Betrag |c,| = 1. Dies ist genau der Fou-
rierkoeffizient des verwendeten Cosinus der Amplitude 1 bei der Grundfre-
quenz.

Der Zusammenhang (351.4) erklédrt somit auch die in den Beispielen 4.31 bis
4.33 beobachtete Abhingigkeit der Linienhche von der Anzahl der Werte N.

Wird die Frequenz des harmonischen Anteils durch das Frequenzraster der
DFT nicht getroffen, treten also Leakage-Fehler auf, so stimmt auch in die-
sem Fall die Beziehung (351.4) nicht mehr.

Die Linienhohe im Amplitudenspektrum ist zudem durch den Wert von

sine ((.L) — (.L)())NTG ) efj(wfwo) N2Ta, — |sine (w - LU())NTa
27 27

> ’ (352.1)

in (351.1) offensichtlich verfélscht!
Betrachten wir hierzu ein weiteres Beispiel.

4.39 Beispiel (DFT-Spektallinien-Hohe bei Leakage)

Wir greifen das Beispiel 4.33, S. 328 noch einmal auf und betrachten abermals
das Cosinussignal z(t) = cos(27t) der Frequenz 27 rad/s (entsprechend 1 Hz)
und eine Abtastrate 9 Hz.

Dariiber hinaus wéhlen wir die Zahl N = 2" der Abtastwerte angemessen
hoch, um das Fensterspektrum in (351.1) so schmalbandig werden zu lassen,
dass Aliasing-Fehler aufgrund der Verletzung des Abtasttheorems durch das
gefensterte Signal vernachldssigt werden konnen.

Wir haben also lediglich Leakage-Fehler zu vergegenwartigen, da die Signal-
frequenz 1 Hz kein Vielfaches von Af = 2 sein kann.

Mit Hilfe der MATLAB-Anweisungen (vgl. Datei DFTBsp5.m)

clear all

T=1/9; % Abtastintervall festlegen
fa = 9;

N = 128; Zahl der Abtastwerte festl.

o0 o°

t = (0:T:(N—-1)+T);
fn = cos(2+pixt);

Abtastzeitpunkte festlegen
Abtastwerte einer Cosinus-

o

% schwingung mit
% Frequenz 1 Hz bestimmen
F DFT = fft(fn,N); % DFT-Spektrum berechnen
F DFT = fftshift (F_DFT); % Spektrum um 0 Hz darstellen
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% Frequenzvektor in Hz def.
nfreq = (—fa/2:fa/N:—fa/2+(N—1)=fa/N);
% Betrag der DFT in Form eines
% Stabdiagramms darstellen
stem (nfreq, abs(F_DFT), 'k’, ’"LineWidth’ ,3)
grid
axis([—-1.1,1.1,0,1.1+max(abs(F_DFT))])
xlabel (’Frequenz / Hz’)
ylabel (’ IDFTI ")

berechnen wird den in Abbildung 4.28 dargestellten Ausschnitt des DFT-
Amplituden-Spektrums.

-1 -0.5 0 0.5 1
Frequenz / Hz

Abb. 4.28: DFT-Amplituden-Spektrum von z(t) = cos(2xt) fiir N = 1024 und
« = 9 Hz (Ausschnitt)

Deutlich ist der Leakage-Effekt zu erkennen. Fiir die der Signalfrequenz
néchstgelegene Spektrallinie errechnet man:

>> fr0ind = find(nfreq==0); % Finde Index flr Freqguenz 0
>> % Finde Index der grofdten Spektrallinie (oberhalb 0 Hz)
>> [mx, indx] = max(abs(F_DFT(fr0ind:end)));

>> indxmx = frO0ind+indx—1;

>> % Berechne zugehoérige Frequenz

>> frmax = nfreq (indxmx)

frmax =
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1.0020
>> % Berechne Frequenz in rad
>> omega = frmax=+2xpi;
>> % Signalfrequenz in rad
>> omega_0 = 2:pi;
>> % Linienhbhe gemdf theoetischer Herleitung
>> ¢l = 1/2; % Fourierkoeffizient
>> sinc ((omega—omega_0)=N=T /(2xpi))+N=cl
ans =

471.4114

>> % gemessene Linienhohe
>> abs (F_DFT (indxmx))

ans =
471.6615

>> % zum Vergleich
>> N=cl

ans =

512

Man erkennt, dass die Hohe der Hauptlinie den Wert N - |c.| im Leakage-
Fall nicht erreicht. Der Effekt kann auch durch Erhtéhung der Zahl der Ab-
tastwerte N und damit durch Verkleinerung des Frequenzabstands Aw nicht
abgemildert werden, da sich auch (352.1) entsprechend dndert.

Zum genauen Ablesen der Amplituden der beteiligten harmonischen Signa-
le eignet sich die DFT also nur bedingt, da man i.Allg. nicht weifs, wie weit
die Signalfrequenz von einem Punkt des DFT-Frequenzrasters entfernt liegt
(andernfalls brauchte man keine Spektralanalyse) und wie sich der Leakage-
Effekt auswirkt.

Nach (351.1) ,verteilt” sich die Amplitude des harmonischen Anteils auch
auf die Nebenlinien, sodass allenfalls qualitative Aussagen moglich sind, die
fur die Praxis allerdings oft ausreichen.

Meist ist man in der Spektralanalyse, speziell in der Schwingungsanalyse,
mehr daran interessiert zu wissen, in welchem Frequenzband Signalenergie
ist und in welchem nicht. Wir werden auf diese Aspekte im Kapitel 5 noch
zurtickkommen.
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Berechnung von Fourierkoeffizienten

Aufgrund der Erkenntnisse des vorangegangenen Abschnittes ist klar, dass
die Berechnung von Fourierkoeffizienten eines periodischen Signals z(t) mit
Hilfe einer DFT prinzipiell moglich ist, aber nur dann, wenn Leakage-Fehler
vermieden werden kénnen.

Dazu ist die Kenntnis der Grundschwingung wo notwendig und zumindest
eine Vorstellung bis zu welcher Frequenz die harmonischen vernachléssig-
bar abgeklungen sind, damit Abtastfrequenz und Anzahl der Abtastwerte
so eingestellt werden kénnen, dass Aliasing- und Leakage-Fehler vermieden
werden.

Eine solche Berechnung kann in der Praxis durchaus sinnvoll sein, wenn
beispielsweise bekannt ist, dass ein untersuchtes Schwingungssignal im We-
sentlichen von einer Frequenz abhiangt, etwa der Motordrehzahl bei akusti-
schen Untersuchungen in einem Fahrzeug.

Zur Illustration dieser Berechnungen betrachten wir ein Beispiel:

4.40 Beispiel (Fourierkoeffizienten ein. Dreiecksschwingung)

Wir betrachten exemplarisch eine Dreiecksschwingung der Grundfrequenz
wo = 27 - 10 rad/s entsprechend f; = 10 Hz mit einer Amplitude von A = 1.

Einer Formelsammlung ([9]) entnimmt man die Fourierreihe dieses Signals:

o(t) = % + 4, (cos(Zﬁfot) + 3%008(2773]‘00—1—
m (355.1)

1
= cos(275 fot) + - - - > .

Die Amplituden der Harmonischenschwingungen klingen sehr schnell ab,
sodass im Folgenden Frequenzen oberhalb von fp,., = 10 - fo Hz vernach-
lassigt werden sollen.

Wir versuchen nun, die Fourierkoeffizienten mit Hilfe einer DFT zu bestim-

men. Dazu wihlen wir eine Abtastrate f, > 2 - fiae = 200 Hz und eine
Abtastwertezahl N so, dass fj ein Vielfaches von Af = fw‘l ist, etwa:

fo=256Hz, N =128. (355.2)

Mit diesen Parametern berechnen wir mit den folgenden MATLAB-
Anweisungen (vgl. Dateien FT_DFTBsp.m und dreieck.m) eine DFT:

clear all
To = 1/10; % Periodendauer des
% Dreieckssignals
fa = 256; % gewahlte Abtastrate
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T =1/fa; % und zugehoriges

% Abtastintervall
N = 128; % gewdhlte Zzahl der Abtastw.
t = (0:T:(N-1)+T); % Abtastzeitpunkte festlegen

o

Abtastwerte der Dreiecksschwingung berechnen
Die Dreieckschwingung wird im Intervall [0,NT]
mit den gewdhlten Parametern 5 Mal wiederholt.
n = dreieck(TO0,t)+dreieck(TO,t—TO0)+...
dreieck (TO, t —2+T0)+dreieck (TO, t —3+T0) +...
dreieck (TO, t—4+xT0);

o

=~ o

% Grafische Darstellung des abgetasteten Signals
plot(t, fn, ’“r’, ’LineWidth’ ,63);

xlabel (’Zeit/t")

ylabel ("Ampl. ")

grid

o

F DFT = fft(fn,N); DFT-Spektrum berechnen

Frequenzvektor in Hz defin.

o°

nfreq = (0:fa/N:(N—1)+fa/N);

% Betrag der DFT in Form eines
% Stabdiagramms darstellen
figure
stem (nfreq, abs(F_DFT) , ‘k’, ’LineWidth’, 3)
grid

axis ([0, fa/2, —0.1, 1.1+max(abs(F_DFT))])
xlabel (’Frequenz / Hz")
ylabel (" IDFTI ")

% Werte der geschédtzten Fourierkoeffizienten
% auf dem Bildschirm ausgeben

Fcoeffs = F_DFT(1:N/2)/N;
Fcoeffs = Fcoeffs (:); % Spaltenvektor
Fcoeffs (1) % Gleichwert

Fcoeffs (6:5:end)

oe

DFT-Werte bei den
Harmomischenfrequenzen

o

Wie man am Code erkennen kann, wurde dabei darauf geachtet, mindestens
ein Dreieck (im vorliegenden Fall sind es fiinf) abzutasten.
Die Harmonischenfrequenzen befinden sich wegen

256 fa

= = . = ¢ _ = ¢ — = . 356-1

0=fo=52=5 =5 =5 Af ( )

an den Vielfachen von 5- A f. Daher werden fiir die Schédtzung der Fourierko-
effizienten die Komponenten 1 (Frequenz 0), 6, 11,... des Vektors Fcoeffs

ausgegeben.
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Die Berechnung liefert:

>> FT_DFTBsp

ans

ans

—0.2027
—0.0000
—0.0226
—0.0000
—0.0081
—0.0000
—0.0042
—0.0000
—0.0025
—0.0000
—0.0017
—0.0000

+ 1+ o+ o+

4L

0.00001
0.00001
0.0000 i
0.0000 1
0.00001
0.00001
0.00001
0.00001
0.00001
0.00001
0.0000 1
0.00001

Dabei handelt es sich jedoch um die komplexen Fourierkoeffizienten.
Aus (355.1) ergibt sich fiir die reellen Fourierkoeffizienten:

a _ 1
2 2
4 1
-1 = S TREN (357.1)
as, =0, VEkeN,
b =0, YkeN.

Aus der Beziehung (176.2) folgt fiir die komplexen Fourierkoeffizienten (mit
positivem Index):

1
00257
14 1 2 1
14 _ VEeN (357.2)
LTS RE 12 Rk—12 e
cor, = 0, VkeN

Wir berechnen zur Kontrolle die ersten nicht-verschwindenden Koeffizien-
ten mit MATLAB:
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>> k = 1;
>> (2/pin2)+1/(2xk—1)"2
ans =

0.2026
> k = 2;
>> (2/pin2)=1/(2xk—1)"2
ans =

0.0225
>> k = 3;
>> (2/pin2)*1/(2xk—1)"2
ans =

0.0081

Offensichtlich wurden die Koeffizienten durch die DFT-Berechnung richtig
bestimmt. |

4.5.6 Spezielle DFT/FFI-Techniken

Tritt Leakage aufgrund unpassender Fensterlinge auf — und dies kann
man, da die Signalspektren i.Allg. ja unbekannt sind, nicht vermeiden —
so kann der Effekt nach Abschnitt 4.5.4 durch Wahl groerer Datenmengen*?
(d.h. durch Erzeugen von mehr Abtastwerten) unter Umstdnden abgemil-
dert werden!

Ist die Erhohung der Abtastwertezahl nicht moglich, so kann man die vor-
handenen Daten zumindest so gewichten, dass sich Fenstereffekt weniger
stark auswirkt.

Diese Mafinahme ist unter dem Begriff der Fensterung der Daten bekannt
und soll im folgenden Unterabschnitt noch ndher untersucht werden. Die
zentrale Idee ist dabei, statt eines Rechteckfensters ein ,,runderes” Fenster zu
wahlen, dessen Spektrum nicht so breitbandig ist. Dadurch reduziert sich der
durch die Faltung mit dem Signalspektrum hervorgerufene spektrale Ver-
schmierungseffekt.

42 Was aber in manchen Anwendungsfallen nicht moglich ist, etwa weil die Daten sehr schwer
zu erhalten sind oder keine neue Messung gemacht werden kann.
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Fensterung der Abtastwerte

Unter einem Fenster versteht man dabei eine Folge von Gewichten, mit de-
nen die Daten beaufschlagt werden. Die Idee ist, wie oben erwahnt, klar:
scharfkantige Fenster, wie das Rechteckfenster verursachen breitbandige
Verschmierungen. Von glatten Fenstern kann man eine Verringerung dieses
Effekts erhoffen. Man vergleiche dazu noch einmal die in Kapitel 2 diskutier-
ten Eigenschaften der Fouriertransformation.

Fiir die ,normale” Zeitfensterung der Lénge NN, also das Rechteckfenster, ist
die Folge der ,Gewichte”:

(359.1)
0 sonst.

Die Folge x,, der Abtastwerte kann unter diesem Gesichtspunkt als ,,gewich-
tete” Folge

Ty, - W, n=0,---,N—1 (359.2)

aufgefasst werden. Im Falle des Rechteckfensters werden Daten dadurch na-
turlich nicht verandert, wohl aber im Falle der nachfolgend beschriebenen
,glatteren” Fenster.

Zu Fensterfolgen sind in der Literatur verschiedene Vorschlige gemacht
worden, die entsprechend unterschiedlichen Bewertungskriterien unter-
schiedliche Vor- und Nachteile haben.

In Tabelle 4.4 sind die géngigsten Fensterfolgen® einschlieBlich des Recht-
eckfensters aufgelistet .

Neben der Formel zur Berechnung der Fensterfolge ist dabei jeweils auch
ein entsprechendes MATLAB-Kommando aufgelistet, mit der diese Folge be-
quem generiert werden kann. Man benétigt fiir diese Kommandos allerdings
die Signal-Processing Toolbox von MATLAB.

In Abbildungen 4.29 sind exemplarisch die Fensterfolgen von Rechteck-,
Hanning- und Blackman-Fenster im Zeit- und im Frequenzbereich darge-
stellt (vgl. Datei fensterDFT.m).

Der Frequenzbereich ist zur besseren Verdeutlichung der Fensterwirkung in
dB dargestellt. Alle Fensterspektren (Betragsspektren) sind aus Griinden der
besseren Vergleichbarkeit fiir die Frequenz 0 rad auf 1, entsprechend 0 dB
normiert und zwischen den Stiitzstellen interpoliert.

Vergleicht man die Betragsspektren in der Abbildung 4.29, so ist sehr schon
zu sehen, dass die Hohe der Nebenzipfel des Rechteckfensters, welche ja

43 Die Formeln kénnen von Fall zu Fall etwas anders aussehen, je nachdem, ob die Indizierung
bei 0 oder bei 1 beginnt oder ob das Fenster symmetrisch zum Nullpunkt dargestellt wird
(nichtkausale Darstellung). In der Tabelle 4.4 wurde eine Darstellung beginnend mit Index
0 gewahlt. MATLAB verwendet eine Darstellung beginnend mit 1, entsprechend MATLABs
Indizierungskonvention fiir Vektoren. Der Leser moge dies von Fall zu Fall beachten.
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Tabelle 4.4: Géngige Fenstertypen fiir die DFT-Berechnung

Fenster Formel fiir Gewicht w,, MATLAB-
Kommando
Rechteckfenster 1 rectwin
2Antl) fir 0<n< it
Dreiecks-Fenster N -0 triang
N ungerade
(N ung ) 2 fir Yl<n<N-1
el fir 0<n<3 -1
Dreiecks-Fenster triang
N gerade
Ng ) A_n)-1 fir ¥ -1<n<N-1
Hanning-Fenster 3 (1 — cos (%ﬁl))) hanning
Hamming-Fenster | 0.54 — 0.46 cos <%) hamming
Blackman-Fenster 0.42 — 0.5 cos (%) + 0.08 cos (%) blackman

wesentlich zur spektralen Verschmierung der gefensterten Signale beitragen,
durch die Wahl eines anderen Fensters drastisch reduziert werden kénnen.
So sind beispielsweise die Nebenzipfel des Blackmanfensters um etwa
—40 dB entsprechend einem Faktor 100 gegeniiber denen des Rechteckfens-
ters abgesenkt.

Allerdings erkennt man an diesem Fall auch sehr deutlich, welcher Preis
dafiir zu zahlen ist. Der Hauptzipfel des Blackmanfensters ist wesentlich
breiter, was zu einer Verbreiterung der grofsen Anteile des Signalspektrums
fiihrt. In Beispiel 4.41 wird gezeigt, wie sich dies fiir ein sinusférmiges Signal
auswirkt.

4.41 Beispiel (Spektren gefensterter Signale)
Wir betrachten das Signal
x(t) = cos(2w3.71), (360.1)

welches mit einer Abtastfrequenz entsprechend f, = 16 Hz diskretisiert sei.
Der Berechnung liegen N = 32 Abtastwerte zu Grunde (vgl. Datei fens-
terDFTbsp.m).

Da NT kein Vielfaches der Periodendauer ist, ist mit Leakage zu rechnen.
Dies ist im oberen Teil von Abbildung 4.30 deutlich zu sehen. Hier wurde
das Rechteckfenster, d.h. keine spezielle Fensterung der Daten, verwendet.
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Abb. 4.29: Von oben nach unten: Rechteck-, Hanning- und Blackmanfenster fiir 16
Werte im Zeit- und Frequenzbereich (Betragsspektren sind interpoliert)

Der untere Teil zeigt das Betragsspektrum nach Fensterung der Daten mit
einem Blackman-Fenster. Es ist deutlich zu erkennen, dass das Spektrum
wesentlich weniger ,leckt”! Allerdings erhalten wir in der Nahe der Soll-
frequenz wesentlich mehr grofiere Spektrallinien. Insgesamt liegen aber die
Spektrallinien konzentrierter um die Sollfrequenz herum. |

Zero-Padding

Bekanntlich (vgl. (336.1)) ist die spektrale Auflosung einer DFT/FFT durch
die Diskretisierungsschrittweite
_ f a 1 o Wq, o 2r
Af = N = NT Hz (bzw. Aw = N = NT rad/s) (361.1)
bestimmt. Die einfachste Moglichkeit diese Frequenzauflosung zu erhohen
besteht nattirlich darin, entweder die Abtastrate bei gleichbleibender Wer-
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Abb. 4.30: Betragsspektrum eines Cosinussignals der Frequenz 3.7 Hz: oben mit
Rechteck-, unten mit Blackman-Fensterung der Daten

tezahl zu senken, also ndher an die vom Abtasttheorem vorgegebene theo-
retische Grenze heranzugehen, oder die Zahl der abgetasteten Werte N zu
erhohen.

Oft ist aber gerade diese Moglichkeit ausgeschlossen, etwa weil die Daten
schon frither aufgenommen wurden, oder weil der gemessene Effekt nicht
mehr reproduzierbar ist.

Eine Moglichkeit, diesen ,,Mangel” zu beheben, wire die kiinstliche Hinzu-
fugung von Daten. In Ermangelung anderer Signalinformationen wahlt man
Nullen, die man entweder an die Daten anhédngt oder zwischen die Daten
einfligt. Diese Technik ist unter dem Stichwort Zero-Padding bekannt.

Im néchsten Beispiel soll der damit erzielte Effekt anhand zweier Grafiken
veranschaulicht werden.

4.42 Beispiel (Zero-Padding-Technik)
Die Abbildung 4.31 zeigt** den Betrag einer 16-Punkt DFT des Signals

x(t) = sin(27t) 4 sin(27 - 1.02¢), (362.1)

44 Es ist nur der Bereich [0, %“} Hz dargestellt.
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also einer Uberlagerung zweier Sinusschwingungen der Frequenz 1 Hz und
1.02 Hz (s. Datei zeroPaddbsp.m). Als Abtastrate wurde dabei f, = 16 Hz ge-
wihlt, so dass die Frequenzauflosung (in Hz) der DFT laut Gleichung (336.1)
genau 1 Hz betrégt.

20
TN |

£ 10

a
5,
w—!l © o o o o o o

0 2 4 6 8
Frequenz/Hz

Abb. 4.31: 16-Punkt DFT eines Zweitonsignals der Frequenzen 1 Hz und 1.02 Hz,
abgetastet mit f, = 16 Hz

Aufgrund der Frequenzauflssung sind natiirlich die zwei nur um =5 Hz dif-
ferierenden Schwingungen nicht auseinander zu halten. Das Spektrum ver-
mittelt den Eindruck, als ob nur eine harmonische Schwingung vorhanden
wire!

Die einfachste Moglichkeit die Frequenzauflosung zu erhohen ist natiirlich,
wie oben angedeutet, die Zahl der (Abtast-)Werte NV zu erhohen.

Da

fo 16 1
== < — .
Af NN S5 Hz (363.1)
sein soll, sind offenbar mindestens
N >16-50 = 800 (363.2)

Werte erforderlich.

Wir wihlen, da die FFT zu Berechnung verwendet werden soll, eine der
nachfolgenden Zweierpotenzen, konkret N = 4096 entsprechend 4 K, und
erhohen die Zahl der Abtastwerte auf zwei Arten.

Auf der einen Seite betrachten wir NV echte Abtastwerte des Signals, auf der
anderen Seite hdngen wir an das Signal einfach N — 16 Nullen an.

Bei Verwendung des MATLAB-Kommandos fft geschieht dies {ibrigens au-
tomatisch, wenn als zweiter Parameter N = 4096 angegeben wird (vgl. Datei
zeroPaddbsp.m).
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Abb. 4.32: 4 K-DFT des Zweitonsignals der Frequenzen 1 Hz und 1.02 Hz,
abgetastet mit f, = 16 Hz und N = 4096 Abtastwerten (links) sowie von 16 Werten
auf 4 K mit Nullen aufgefillt (rechts)

Die Abbildung 4.32 zeigt das Ergebnis der entsprechenden 4 K —FFT’s.

Links ist dabei das Betragsspektrum des Signals mit echten Daten zu sehen, Ubung114
wobei der interessante Bereich zwischen 0.8 Hz und 1.1 Hz herausgehoben
ist, rechts das Ergebnis von Zero-Padding und Berechnung des Amplituden-
spektums. ||

Das Ergebnis des Beispiels 4.42 zeigt deutlich, dass durch die Erhéhung der
Datenmenge mit Nullen eine Glittung des Spektralplots aus Abbildung 4.31
bewirkt wird.

Allerdings wird, auch im Gegensatz zu den manchmal in der Literatur zu
findenden missverstandlichen Behauptungen, keine Auflosungsverbesserung
bewirkt. Die Verwendung echter Daten im Spektralplot erzeugt zwei Linien,
das Zero-Padding jedoch nicht! Deutlich ist bei der mit Zero-Padding berech-
neten DFT noch der Einfluss der durch die Fensterung bedingten Spektral-
verschmierung zu erkennen.

Halten wir also fest:

Zero-Padding glittet (interpoliert) den Spektralplot! Man erreicht aber
keine hohere spektrale Auflosung im Sinne einer spektralen Trennung
von Signalen!

4.5.7 Digitale LTI-Systeme im Frequenzbereich

Im Zusammenhang mit der Herleitung der DTFT wurde eingangs des Ab-
schnitts 4.5 gezeigt, dass sich die Antwort eines digitalen LTI-Systems & mit
Impulsantwort (h,, )necz auf eine komplexe harmonische Erregung der Form
e’ mit Hilfe der DTFT Hprpr(£2) der Impulsantwort bestimmen l&sst:

&) = hy x U = Y hyed AP (364.1)

k=—o00



4.5 Digitale Signale und LTI-Systeme im Frequenzbereich 365

(o)
= e/ Z hee 7% = Hprpp(R2) - €77,

k=—o0

Fiir jede (normierte) Frequenz (2 ist die Zahl H({2) := Hprpr(f2) damit ein
komplexer Eigenwert der linearen Transformation & zum Eigenvektor e/ ™.
Die DTFT-Riicktransformations-Formel (314.1) zeigt, dass sich auch digitale
Signale als Uberlagerung komplexer harmonischer Schwingungen schreiben
lassen.

Da digitale LTI-Systeme linear sind, ist wiederum die Systemantwort auf ein
Eingangssignal (z,, )ncz mit einer entsprechenden Uberlagerung der Signal-
anteile Hprpr(£2) - €7 darstellbar.

Wir koénnen dies durch Berechnung des Spektrums des Ausgangssignals ve-
rifizieren.

Sei y, = hp * x, die Antwort eines digitalen LTI-Systems & mit Impuls-
antwort (hy)nez auf ein Eingangssignal (x,,)ncz. Dann gilt:

Yprer(2) = Y y.e 7"

n—=—oo

o oo (365.1)
= Z Z hkmn_ke—jﬂn.
n=—o0 k=—oo
Vertauscht®® man die Summationsgrenzen, so erhilt man:
Yprrr(92) = Z h, [ Z $7l—k€j9”] . (365.2)
k=—o00 n=-—00

Substituiert man in der inneren Summe m := n — k bzw. n = m + k, so ergibt
sich:

Yprrr(02) = Z hk[ Z Imejflm] e~k

k=—oc0 m=—00

N | 5o 4 (365.3)
_ h e—]Qk . :I,‘me_ij

|J<:—Zoo ’ ] |~m_z_oo ]
= Hprpr(2) - Xprer(92).

Natiirlich haben wir damit nichts anderes als den Faltungssatz der DTFT
(vgl. Tabelle 4.2, S. 315) nachvollzogen.

Wir kénnen insgesamt Folgendes festhalten:

45 Wir setzen iiberall absolute Reihenkonvergenz voraus!



Ubung 116

Ubung 117

366 Kapitel 4: Digitale Signale und Systeme

/Es sei (hp)nez die Impulsantwort eines zeitdiskreten LTI—Systems\
S : 2, — Yn. Dann wird das LTI-System im Frequenzbereich durch
Multiplikation mit der Ubertragungsfunktion (Ubertragungsfunktion
im Frequenzbereich)

H(2) := Hprer(2) = Y hpe 77 (366.1)
k=—oc0

beschrieben. Es gilt mit den diskreten Fouriertransformationen
Xprrr(2) und Yprpr(£2):

Yprrr(2) = H(2) - Xprrr(92). (366.2)

- )

Die Ubertragungseigenschaft im Frequenzbereich kann aufgrund der Ahn-
lichkeit von DTFT und Z-Transformation aus dieser leicht abgeleitet werden.
In der Tat gilt:

-
Ist & : &, — y, ein kausales zeitdiskretes LTI-System (mit kausaler

Impulsantwort (hy, )nez) und existiert die Z-Transformierte H(z) an einer
Stelle z = /% des Einheitskreises der komplexen Ebene, so stimmen Z-
Transformation und DTFT dort tiberein, d.h.

H(R2) = H(2) e (366.3)

- J

Insbesondere kann fiir stabile Systeme, deren Ubertragungsfpnktion H(z)
im Bildbereich ja auf dem ganzen Einheitskreis existiert, die Ubertragungs-
funktion im Frequenzbereich auf diese Weise einfach bestimmt werden.

Das Ubertragungsverhalten wird also durch die komplexen Eigenwerte der
digitalen komplexen harmonischen Schwingungen /" vollstindig be-
stimmt!

Die komplexen Eigenwerte umfassen dabei die Amplituden- und Phasenén-
derung des Ausgangssignals gegeniiber dem Eingangssignal. Die Gleichung
(364.1) zeigt auch, dass die Frequenz nicht gedndert wird.

Tragt man nun Betrag und Phase der komplexen Eigenwerte H({2) tiber
der normierten Kreisfrequenz oder alternativ tiber der Kreis- oder Hz-
Frequenz-Skala im Nyquistband auf, so erhdlt man einen Gesamtiiberblick
tiber das Ubertragungsverhalten des digitalen LTI-Systems beziiglich der Fre-
quenz.
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~

Die Funktionen

0 — |H(N2)|, (367.1)
und ) — arg (H(2)) (367.2)

heifen Amplitudengang ((Betrags-)Frequenzgang) und Phasengang
des durch die Frequenz-Ubertragungsfunktion H (2) beschriebenen di-
gitalen LTI-Systems.

Die grafische Darstellung dieser Funktionen tiber der normierten Kreis-
frequenz (2 heifit das Bode-Diagramm des Systems. )

Abbildung 4.33 zeigt beispielhaft das Bode-Diagramm des LTI-Systems mit
der Z-Ubertragungsfunktion H(z) = —“1, wie es etwa mit dem MATLAB
2

-Kommando bode auf folgende Weise berechnet werden kann (vgl. Datei
bodeSysDiskret.m):

Ubertragungsfunktion definieren

= 1/2

= tf(’z’ ,1);% zeigt zeitdiskretes System an
z/(z—a); %stabiles LTI-System, da |al|<l

TN o oo
|

Frequenzvektor in rad im Nyquist-Intervall
[0,2+xpi] definieren, da in [-pi,pi] nicht
moglich (bode funktioniert dann nicht)
Omega = (0:0.01:2xpi);

Om = (—pi:0.01:pi); % fir den plot

o0

o0 oP

% Bode-Diagramm berechnen
[Ampg, phasg] = bode(H,Omega);

Plot des Bode-Diagramms ("von Hand"

Ohne die Rickgabewerte wird der Plot
automatisch ausgefihrt ist aber nicht so
flexibel)

o0 oP

o0 o°

Q

% Vektoren erzeugen und shiften
Ampg = fftshift (Ampg(:));
phasg = fftshift(phasg(:));

subplot(211)

plot (Om, 20xlog10(Ampg), ’'b’, ’Linewidth’ ,3);
grid

axis ([Om(1), Om(end), min(20+1log10(Ampg)) —3,...

max(20+1og10 (Ampg))+3])
xlabel ('normierte Frequenz/rad”)
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ylabel (’dB”)

subplot(212)

plot (Om, phasg, ’‘k’, ’Linewidth’ ,3);

grid

axis ([Om(1), Om(end), min(phasg),max(phasg)])
xlabel (’normierte Frequenz/rad’)

ylabel (’rad”)

5/\
o
T 0ot i

-3 -2 -1 0 1 2 3
normierte Frequenz/rad

LN

-20
normierte Frequenz/rad

grad
o

Abb. 4.33: Bode-Diagramm des digitalen Systems mit Ubertragungsfunktion
H(z) = Zt im Bildbereich
2

Bei der Berechnung des Bode-Diagramms nach der obigen Methode ist aller-
dings Vorsicht geboten. Offenbar nimmt die MATLAB-Funktion bode nur
A die Ersetzung z = e vor ohne zu priifen, ob das System iiberhaupt stabil
und somit eine Berechnung des Bode-Diagramms iiberhaupt sinnvoll ist! So
wird auch fiir das offenbar instabile System mit der Ubertragungsfunktion
H(z) = ;%5 (Pol bei z = 2, also instabil) ein Bode-Diagramm berechnet. Der
Leser moge dies ausprobieren.
Eine Alternative zur Funktion Bode ist die MATLAB-Funktion fregz . Die
Funktion benétigt keine Transfer-Function (t £)-Objekte sondern arbeitet mit
den Zahler- und Nennerkoeffizienten der Ubertragungsfunktion. Die Abbil-
dung 4.33 hitte mit ihrer Hilfe auf folgende Weise erzeugt werden kénnen

(vgl. Datei bodeSysDiskret2.m):

% Ubertragungsfunktion definieren
B =[1 0]; % Zéhlerkoeffizienten
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A = [1 —1/2]; % Nennerkoeffizienten

% Frequenzvektor in rad im Nyquist-Intervall
Om = (—pi:0.01:pi); % geht in diesem Fall

% Bode-Diagramm berechnen

[HOmega, Nfrequenz] = freqz(B,A,Om);
Ampg = abs(HOmega);

phasg = angle (HOmega);

% Plot ...

4.5.8 Ubungsaufgaben

Ubung 101 (Losungsband Seite 236)

Weisen Sie fiir die DTFT den so genannten Differentiationssatz im Frequenz-
bereich

. d
(n- fn)nez o — .JEFDTFT(Q) (369.1)
nach!
Ubung 102 (Losungsband Seite 237)
Berechnen Sie mit Hilfe von MATLAB ndherungsweise die DTFT von

7t . . >
() = e~ 'sin(4t) fur t>0, (369.2)
0 fur t<0

fiir eine Abtastrate von 100 Hz und 1000 Abtastwerte. Plotten Sie das da-
durch erhaltene Betragsspektrum im Vergleich zum Betragsspektrum der
Fouriertransformation des Signals.

Ubung 103 (Losungsband Seite 238)
Berechnen Sie mit Hilfe von MATLAB die DTFT der endlichen Folge
1‘0:1, Tl :—1, 1‘2:1, l‘3:—1, 1‘4:1, x5 =—-1. (3693)

Berechnen Sie anschlieiend eine FFT des mit Zero-Padding auf 4K Werte er-
weiterten Signals.

Vergleichen Sie die Spektren und interpretieren Sie das Ergebnis.
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Ubung 104 (Losungsband Seite 240)

Uberlegen Sie sich, warum fiir die Berechnung einer DFT der Lange N Ab-
tastwerte O(IN?) Rechenoperationen benétigt werden.

Testen Sie anschlielend mit Hilfe der MATLAB-Funktion f£ft und der in
der Begleitsoftware beigefiigten Funktion diedft (zur Berechnung der DFT
mit der Summenformel gemédfd Definition (322.3)) die Leistungsfdhigkeit der

FFT, indem Sie beide Algorithmen fiir verschiedene Abtastlingen N = 2*

ausprobieren®.

Ubung 105 (Losungsband Seite 241)
Betrachten Sie das Signal
x(t) = sin(2nt). (370.1)

(a) Berechnen Sie die ersten N = 4 Abtastwerte zum Abtastintervall T' =
1/4 s und eine zugehorige N-Punkt-DFT.

(b) Skizzieren Sie Betrag und Phase der DFT.
(c) Uberpriifen Sie die Ergebnisse mit MATLAB.
(d) Fiihren Sie die Aufgabenteile (a) und (b) mit dem Signal

y(t) = sin(3t) (370.2)

und mit Hilfe von MATLAB nochmals durch.
Was stellen Sie fest ?

(e) Berechnen Sie mit Hilfe des MATLAB-Befehls £ft eine 1 K-FFT fiir die
beiden obigen Signale und vergleichen Sie das Ergebnis mit den von
Hand berechneten Ergebnissen aus Aufgabenteil (a) bis (d).

Ubung 106 (Losungsband Seite 246)

Ein Signal werde mit einer Abtastfrequenz von 1 kHz abgetastet und es wird
dabei folgende Abtastfolge aufgenommen:

2,0,1,0,0,0,1,0. (370.3)

(a) Berechnen Sie mit Hilfe von MATLAB eine DFT des Signals und skizzie-
ren Sie das resultierende Amplitudenspektrum.

(b) Fiihren Sie Aufgabenteil (a) nochmals durch, wobei das Signal diesmal
jedoch aus einer 10 Hz Abtastung stammen soll. Welche Unterschiede
stellen Sie fest?

46 Vorsicht bei k > 14 !
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Ubung 107 (Losungsband Seite 248)

Ein Gebdudeschwingungssignal soll auf gefahrliche Resonanzen im Bereich
0.8 Hz bis 1 Hz hin untersucht werden.

Wieviel Abtastwerte N = 2% miissen bei einer Abtastfrequenz von f, =
5.4 Hz aufgenommen werden, damit die Auflésung in diesem Bereich min-
destens 0.001 Hz betradgt?

Wie lange dauert diese Datenaufnahme ?

Ubung 108 (Losungsband Seite 249)

Betrachten Sie die Abtastwerte des Signals
f(t) = 2cos(2nt) + cos(14mt) (371.1)

fiir eine Abtastrate von f, = 5 Hz.

(a) Skizzieren Sie (ohne vorherige Berechnung) die DFT des Signals fiir N =
10 und begriinden Sie Ihre Skizze. Verwenden Sie Hz als Einheit fiir die
Frequenzachse.

(b) Welches Signal wird aus den Abtastwerten bei D/A-Wandlung und Bei-
behaltung der Taktrate rekonstruiert?

(c) Wie muss die Abtastrate bei einer 1-K-FFT gewdhlt werden, damit kein
Leakage-Effekt entsteht und die Voraussetzungen des Abtasttheorems
eingehalten werden?

(d) Welches Signal wird aus den Abtastwerten bei D/A-Wandlung rekon-
struiert, wenn die Taktrate auf f, = 10 Hz erhoht wird?

Ubung 109 (Losungsband Seite 251)

Betrachten Sie das Signal
x(t) = cos(107t). (371.2)

(a) Bestimmen Sie fiir eine Abtastrate von 4 Hz die ersten 4 Abtastwerte von
x(t).

(b) Skizzieren Sie das Abtastspektrum von z(¢).

(c) Skizzieren Sie das 4-Punkt DFT-Spektrum von z(t).

(d) Wie unterscheidet sich das 4-Punkt FFT-Spektrum vom 4-Punkt DFI-
Spektrum?

Ubung 110 (Losungsband Seite 252)

Beantworten Sie folgende Fragen:
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(a) Welcher Frequenz in Hz entspricht die normierte Frequenz % rad?
(b) Was ist der Unterschied zwischen einer DFT und einer DTFT?

(c) Wie viele Datenpunkte braucht man bei einer FFT mindestens, um bei
einer Abtastrate von 1kHz zwei Spektrallinien mit einem Abstand von
1 Hz aufzuldsen?

Ubung 111 (Losungsband Seite 253)

Betrachten Sie das in Abbildung 4.34 dargestellte (reelle!!) FFT-Spektrum ei-
nes Signals x(t), welches ohne Leakage und unter Einhaltung der Rekon-
struktionsbedingung des Abtasttheorems berechnet wurde.

10

|FFT|
)

—0—0-0—
Frequenz/rad

Abb. 4.34: FFT-Spektrum

(a) Wie viele Abtastwerte wurden verwendet?
(b) Welches Signal z(t) wurde abgetastet?
(c) Wie grofs war die Abtastrate?

Ubung 112 (Losungsband Seite 254)

Schreiben Sie ein MATLAB-Programm zur Bestimmung der inversen DFT,
welches zur Berechnung nur die Funktion fft verwendet und somit auf der
Dualitétseigenschaft der DFT basiert.

Testen Sie Ihr Programm mit einem beliebigen Signal und vergleichen Sie
das Ergebnis mit dem, welches Sie durch Verwendung der Funktion ifft
erhalten.
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Ubung 113 (Losungsband Seite 256)

Betrachten Sie einen Sinus der Frequenz 4 Hz mit Amplitude 1 und Nullpha-
se 0 rad.

(a) Berechnen Sie die ersten vier Abtastwerte des Signals fiir eine Abtastfre-
quenz von 3 Hz.

(b) Gibt es Sinussignale geringerer Frequenz mit denselben Abtastwerten
und wenn ja, welche?

(c) Berechnen Sie mit MATLAB eine 4—Punkt DFT des Signals mit Hilfe der
obigen Abtastwerte.
Ist Aliasing oder Leakage zu beobachten (Begriindung)?

(d) Fiir welche Sinussignale tritt bei der obigen Abtastfrequenz und 4 Ab-
tastwerten weder Aliasing noch Leakage auf?

Ubung 114 (Losungsband Seite 258)

Untersuchen Sie, warum in Beispiel 4.42, S. 362 eine Wertezahl von NV = 4096
verwendet wurde und nicht die nédchstliegende Zweierpotenz N = 1024.

Berechnen Sie dazu mit Hilfe von MATLAB das Betragsspektrum des Dop-
peltons jeweils mit echten N Daten (also ohne Zero-Padding). Interpretieren
Sie die Ergebnisse!

Ubung 115 (Losungsband Seite 260)

Berechnen Sie mit Hilfe von MATLAB das Spektrum des Signals aus Beispiel
4.41, S. 360 mit einer Hanning-Fensterung und vergleichen Sie das Ergebnis
mit den Plots aus Abbildung 4.30, S. 362.

Was schliefsen Sie daraus?

Ubung 116 (Losungsband Seite 261)

Betrachten Sie das fiir einen Parameter 0 < T' < % durch die Differenzenglei-
chung

Yn = Yn—1+TYn—2 =2y (373.1)
beschriebene diskrete LTI-System (vgl. Ubung 90).

(a) Bestimmen Sie fiir den Parameter T = % die Antwort des Systems (im
eingeschwungenen Zustand) auf die Eingangsfolge z,, = ¢/ 5 .

(b) Uberpriifen Sie das Ergebnis mit Hilfe der t £-Funktionen von MATLABs
Control System Toolbox.

(c) Uberpriifen Sie das Ergebnis mit Hilfe der MATLAB-Funktion filter
der Signal Processing Toolbox.
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(d) Entwerfen Sie ein Simulink-System, mit dem das Ergebnis aus Aufga-
benteil (a) verifiziert werden kann.

Ubung 117 (Losungsband Seite 267)

Bestimmen Sie mit Hilfe von MATLAB die Ubertragungsfunktionen H ({2)
fur die RC-Tiefpass-Simulationen 0-ter und 1-ter Ordnung aus (238.4) und
Ubung 74 und stellen Sie diese grafisch dar. Welche Information entnehmen
Sie den Grafiken?

Uberpriifen Sie Thr Ergebnis mit einer geeigneten Simulink-Simulation.
Hinweis: Zeigen Sie zundchst, dass das Filter, welches die RC-Tiefpass-
Simulation 1-ter Ordnung reprasentiert, durch die Differenzengleichung

a T a T
Yn = e_TTyn_l + ﬁe_%an + 2—;157,,. (374.1)

beschrieben wird!

4.6 Ubertragungseigenschaften digitaler
LTI-Systeme und Filterentwurf

In diesem Abschnitt sollen in zu Kapitel 2 Abschnitt 2.6 analoger Weise die
Eigenschaften digitaler Filter und die Aspekte des Entwurfs solcher Filter
beleuchtet werden.

4.6.1 Filterklassen und Filterkennwerte

Im vorangegangenen Abschnitt 4.5 wurde gezeigt, dass sich das Systemver-
halten digitaler LT1-Systeme (Filter) im (normierten) Frequenzbereich durch
die Ubertragungsfunktionen H ({2) und das Bode-Diagramm vollstandig be-
schreiben ldsst.

Damit kann auch die Begriffswelt aus Kapitel 2 Abschnitt 2.6, S. 186ff be-
ztiglich der Filterklassifizierung und der Entwurfsparameter im Frequenzbe-
reich auf digitale Systeme tiibertragen werden! Insbesondere sind damit die
Filterklassifizierung gemaf Definition 187 und die Kennwertdefinitionen ge-
mafs Tabelle 2.4, S. 191 sowie die das Toleranzschema fiir den Filterentwurf
gemdfd Abbildung 2.48, S. 195 auf digitale LTI-Systeme (Filter) {ibertragbar!
Fiir digitale LTI-Systeme unterscheidet man zusitzlich, ob die Impulsant-
wort eine endliche Anzahl von Werten (genauer, eine endliche Anzahl von
Werten # 0) hat oder prinzipiell unendliche Lange.

Unter einem FIR-Filter (Finite-Impulse-Response-Filter) versteht man
ein digitales LTI-System mit einer Impulsantwort (h,,)ncz, die nur end-
lich viele Werten # 0 hat (mit einer Impulsantwort endlicher Dauer (Lan-
ge)).

Alle anderen Filter heiflen IIR-Filter (Infinite-Impulse-Response-Filter).
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Beispiele hierfiir haben wir zu Beginn von Kapitel 4 bereits kennengelernt.
So ist das Filter der gleitenden gewichteten Mittelung mit den Koeffizienten
(242.1) ganz offensichtlich ein FIR-Filter, wohingegen das durch die Rekur-
sionsvorschrift (259.2) definierte digitale LTI-System eine zwar stetig kleiner
werdende, aber nie vollstindig verschwindende Impulsantwort hat.

Realisierung von FIR- und IIR-Filtern

FIR-Filter werden im Allgemeinen durch die direkte Implementierung der
Faltungssumme realisiert. In MATLAB kann dies etwa mit einer Schleife oder
mit Hilfe der Funktion conv geschehen. Gegebenenfalls ist dabei eine Zeit-
verschiebung der Impulsantwort noétig, um die Kausalitédt des Filters zu ge-
wiéhrleisten. Man beachte den Unterschied zu der Realisierung analoger Fil-
ter, bei denen man mit der Faltungsdarstellung beziiglich der Filterrealisie-
rung in der Praxis nichts anfangen kann.

IIR-Filter werden als rekursive Filter realisiert, d.h., dass sie eine Riickkopp-
lung des Ausgangssignals besitzen und sich mit einer rekursiven Differen-
zengleichung beschreiben lassen.

Mit diesen Vorbemerkung haben wir die wichtigsten Aspekte rekapituliert,
die wir im Auge haben sollten, wenn im folgenden Abschnitt Entwurfsprin-
zipien fiir FIR- und IIR-Filter diskutiert werden.

4.6.2 Entwurf von digitalen Tiefpdssen

Beim Entwurf von digitalen Filtern kénnen wir uns, dhnlich wie in Kapitel 2
Abschnitt 2.6, prinzipiell wieder auf Tiefpisse beschranken, da die anderen
Filtertypen durch Kombinationen von Tiefpdssen und Allpéssen oder tiber
Frequenztransformationen (s. Anhang C) daraus konstruiert werden kon-
nen.

Zundchst gehen wir dabei wieder vom idealen Tiefpass aus und fragen uns,
ob dieser mit Hilfe eines geeigneten FIR-Filters approximiert werden kann.

FIR-Approximation des idealen Tiefpasses
Wollen wir den idealen Tiefpass mit einem FIR-Filter approximieren*’, so

sind prinzipiell drei Ansitze denkbar:

Ansatz 1: , Kleinste Quadrate”-Approximation im Frequenzbereich
Bei diesem Ansatz wihlt man zu Ubertragungsfunktion

1 02e[-10y, 2],

4 € (0,7 (375.1)
0 sonst,

Hprp(£2) —{

des idealen digitalen Tiefpass ein (nicht-kausales) FIR-Filter der Lange 2N +1

47 Man beachte, dass natiirlich auch der digitale ideale Tiefpass nicht realisierbar ist. Somit ist
allenfalls eine Approximation realisierbar.



Ubung 118
Ubung 119

Ubung 120
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N
H(2)= Y ape 7, (376.1)
k=—N
so dass
/|HTP(Q) — H(2)]? dR (376.2)

minimal wird!

Dahinter steckt die Idee, die ideale Ubertragungsfunktion so gut wie mog-
lich beztiglich eines geeigneten Kriteriums, hier des quadratischen Fehlerin-
tegrals, mit einem FIR-Filter anzupassen.

Man zeigt, dass der Ausdruck (376.2) minimal wird, wenn

o0

> |hrp(k) — a(k)? (376.3)

k=—o00

minimal wird, wobei hrp(k) die Impulsantwort des idealen Tiefpasses, al-
so die inverse DTFT der ﬁbertragungsfunktion Hyp(£2) ist. Dies ist im We-
sentlichen die Aussage des so genannten Parseval’schen Theorems fiir die
Fouriertransformation (resp. fiir die DTFT).

Der Ausdruck (376.3) wird minimal, genau dann wenn

—N-1

N 0o
S lhrp(k) —ak)?+ Y hrp(R)+ Y |hrp(k)P (376.4)
k=—N k=—o0 k=N+1
minimal wird. Dies wiederum ist offenbar genau dann der Fall, wenn

a(k) furalle k=-N,...,N,

0 sonst

hrp(k) = { (376.5)

ist.

Das gesuchte Filter entsteht also aus einem Ausschnitt der Impulsantwort
des idealen Tiefpasses. Das Filter muss lediglich noch durch Verschiebung
um N Takte zu einem kausalen Filter gemacht werden!

Letztendlich zeigt diese Rechnung, dass der gewéahlte Ansatz genau dasselbe
Ergebnis liefert wie der folgende Ansatz, dem die Idee zu Grunde liegt, die
Impulsantworten des idealen Tiefpasses und des zu konstruierenden FIR-
Filters anzupassen.

Ansatz 2: Abschneiden der Impulsantwort von Hrp(f2)
Zur Berechnung von hrp (k) verwenden wir die inverse DTFT:
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17 ,
hap(k) = o / Hrp(2)e?*? a0

2,

£
L [y L kel
o ) om ik g, (377.1)
L1 ke —jkQ2 L.
:%j—k(ej 9 —e J Q)ZESIH(ng)
_ {2y sin (702,%) _ Ay k
= 7T = 7 Sinc .Qg; .

Bei genauer Betrachtung (vgl. DTFT-FT Berechnung) entspricht dies (bis auf
den Faktor T") dem Ergebnis gemafs dem nachfolgenden Ansatz 3.

Ansatz 3: Abtastung der zeitkontinuierlichen Impulsantwort des idealen
Tiefpasses
Aus der Gleichung

hrp(t) = % sinc (%t) (377.2)

fur die Impulsantwort des idealen zeitkontinuierlichen Tiefpasses folgt nach
Abtastung mit Abtastintervall 7' s und mit 2, = Tw, rad:

T T
T -hrp(kT) = Y9 sinc (wg k)

m m

= &sinc (%> .
s T

Die Berechnung diskreter Tiefpdsse kann also iiber die Diskretisierung von
Impulsantworten (multipliziert mit 7") von zeitkontinuierlichen Tiefpassen
erfolgen.

Der gerade besprochene FIR-Filterentwurf ist ein Beispiel fiir das unter dem
Stichwort Fenster-Methode bekannte Entwurfskonzept, bei dem prinzipiell
die Impulsantwort des zu entwerfenden Filters geeignet abgeschnitten wird,
um ein approximierendes FIR-Filter zu erhalten.

Andere Ansdtze fiir den FIR-Tiefpassfilterentwurf sollen an dieser Stelle
nicht behandelt werden. Es soll hier lediglich auf weitere Moglichkeiten hin-
gewiesen werden. Fiir Details verweisen wir auf spezielle Literatur zum Di-
gitalfilterentwurf.

(377.3)

Andere Entwurfsansitze fiir digitale FIR-Filter

Heuristische Ansidtze: Ein Beispiel hierfiir wire das schon in Beispiel 4.3,
S. 242 angesprochene gewichtete Mittelungsfilter, welches man aus dem Wis-
sen heraus entwirft, dass eine arithmetische Mittelung gldttende und damit
Tiefpasswirkung hat.
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Ein anderes Beispiel wére die Verwendung der Differenz als digitale Appro-
ximation eines Differenzieres (vgl. Ubung 103, S. 369).

Systematische Entwurfsalgorithmen mit Hilfe des Toleranzschemas (vgl.
Abbildung2.48,S.195): Bei diesen Ansitzen geht man von Approximatio-
nen der Filteriibertragungsfunktion aus, dhnlich, wie wir dies fiir das analo-
ge Butterworth-Filter in Kapitel 2 getan haben *8.

In diesem Zusammenhang ist der so genannte Remez-Exchange-Algorith-
mus zu nennen. Dieser Algorithmus, der beispielsweise in dem in Ab-
schnitt 4.6.3 zu besprechenden Filterentwurfs-GUI fdatool bzw. in der
FIR-Filterentwurfs-Funktion firpm von MATLAB integriert ist, beruht
auf einer optimalen Anpassung des gewiinschten Amplitudengangs durch
Tschebyscheff-Polynome. Er folgt also im Prinzip der gleichen Idee wie der
Ansatz 1 in der oben diskutierten Approximation des idealen Tiefpasses.

Wir konnen die Details dieses Verfahrens hier nicht behandeln, wollen aber
zur Illustration im folgenden Beispiel einem Entwurf mit Hilfe der Fenster-
Methode einen Entwurf auf Basis des Remez-Exchange-Algorithimus gegen-
tiberstellen.

4.43 Beispiel (FIR-Filterentwurfsmethoden im Vergleich)

Es soll ein FIR-Filter entworfen werden, welches das in Abbildung 4.35 skiz-
zierte Ubertragungsverhalten (Amplitudengang) hat.

[H($2)]

IFrequenz /rad
-7 —s —824 24 s T

Abb. 4.35: Soll-Amplitudengang des zu konstruierenden FIR-Filters

Fiir den Entwurf nach der Fenster-Methode bestimmen wir zunéchst die Im-
pulsantwort hy = h(k) des Filters, wobei wir wie beim idealen Tiefpass da-
von ausgehen, dass der Phasengang konstant 0 ist.

48 Wir werden diesen Filtertyp im Ubrigen im nachfolgenden Unterabschnitt iiber den Entwurf
digitaler IIR-Filter nochmals ausfiihrlich im digitalen Fall behandeln.
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Wie in (377.1) ergibt sich

h(k) = %/H(.Q)ejm dn

— 2 02,
1 ; 1 )
= — Jks? . jk2
= | H@)e" a0+ 5 / H(2)e*? 40
-1, -0,

Qs
+ 1 /H(Q)ejm dn,
2w
'QQ

wobei fiir den Anteil des mittleren Summanden aus (377.1) folgt:

1
— H($2) IR g0 = 2 gine <()g—>
2 ™
T 4g
Wegen
-0, -0,
1 . 1 2+ 2
. k2 _ s _jk§2
o / H()e df? o -0 df
—Q, —0,
und
2, 2, 0 0
1 . 1 — .
— | H(0)ei*$? Q:_/sijmg
277/ (£2)e775df2 = o 2, - 2,° d
‘Qg ‘QQ

und der MATLAB-Berechnung

>> syms x k Og Os
>> H1 = (x+Os)/(0s0g);
>> H2 = (Os—x)/(0s0g);

>> ergl = int(Hlxexp(jx*xxk), —Os,—0Og);
>> erg2 = int(H2+exp(j*xxk), Og, Os);
>> ergl = simple(ergl);
>> erg2 = simple(erg2);

>> pretty (ergl)

—exp(—k Os i) + exp(—Og k i) — exp(—Og k i) k Os i

(379.1)

Ubung 121

Ubung 122
(379.2)

(379.3)

(379.4)

+ exp(—Og k i) Og k i
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2
k (0Os — Og)
>> pretty (erg2)

exp(Og k i) + exp(Og k i) k Os i — exp(Og k i) Og k i

— exp(k Os i)
2
k (Os — Og)
folgt:
) Qs . -2,
— [H(Q)* a0+ — | H(2)e?* dn )
o ()e d +27r (2)e d (380.1)
2, — 2,
1 1

T2 K202, — 02y)
(=202 sin(k2y) + 2k82,sin(k$2,) — 2 cos(k2s) + 2 cos(kf2,)) .

Damit ist:
2,
1

-0,
. 1 .
o H(0)e*? dQ+2— / H(2)e*? 40
™ 7r

2, -0, (380.2)
cos(kf2y) — cos(kf2y)

Tk2(02s — £24)

1
=% sin(£24k) +
Insgesamt erhalten wir

cos(kf2,) — cos(kf2s)

e R (380.3)

h(k) = % /H(Q)ejm a2 =

falls k # 0 ist.
Fiir den Sonderfall £ = 0 erhélt man wegen

>> Hl = (x+Os)/(0s-0g);

>> ergl = int(H1, —Os,—0Og);
>> H2 = (Os—x)/(0s-0g);

>> erg2 = int(H2, Og, Os);
>> ergl+erg2;

>> simplify(ergl+erg?2)

ans =

0s—Og
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24 —82,
1 1 2, — N
— /H(Q) A2+ — / H(2)dQ=—"—"2 (381.1)
2 2 2T
o -0
und damit:
17 0 0,-0Q
h0) = o [ H(2) d2 = — sinc (Qgg) + T"
T T T m (381.2)
20,4+ 2, — 2y g+ 0

2w 2w

Diese Impulsantwort wird nun symmetrisch beschnitten und es wird
ein Vergleich mit einem gleich langen Filter durchgefiihrt, welcher nach
dem Remez-Exchange-Algorithmus bestimmt wurde (s. Datei FIREnt-
wurfBsp.m).

Ein Aufruf von

>> FIREntwurfBsp

liefert die in Abbildung 4.36 dargestellten Impulsantworten und Ubertra-
gungsfunktionen im Falle von 50 FIR-Filterkoeffizienten.

Die Amplitudengdnge beider Entwiirfe stimmen sehr gut mit der vorgege-
benen Charakteristik iiberein®.

Auch zeigen beide Entwiirfe die schon aus Kapitel 2 (s. Abbildung 2.37,
S. 167) bekannten Uberschwinger im Durchlassbereich und in der Nihe der

steilen Filterflanken (Gibbs’sches Phanomen). |

IIR-Tiefpassfilter-Entwurf

Wiederum konnen alle Ansitze fiir den IIR-Tiefpassfilterentwurf an dieser
Stelle nicht behandelt werden.

Die giangigsten Typen entsprechen denen bei Analogfiltern. Wir verweisen
daher auf Kapitel 2, Abschnitt 2.6, S. 186ff und Abbildung 2.51 auf Seite 203.
Fiir unsere Zwecke gentigt es, einen Eindruck von den Entwurfsprinzipien
zu bekommen, denn im Allgemeinen wird man auf Standardentwiirfe zu-
riickgreifen, entweder in Form von Tabellen oder etwa, wesentlich beque-
mer, durch Aufruf eines MATLAB-Kommandos. Um aber richtig mit die-
sen Hilfsmitteln umgehen zu kénnen, sollte man {iber die Struktur und Ent-
wurfsprinzipien der Filter einigermafien Bescheid wissen.

Daher soll im Folgenden, analog zur Vorgehensweise in Kapitel 2, wiederum
exemplarisch das digitale Butterworth-Tiefpassfilter hergeleitet werden.

49 50 gut, dass die in der Grafik ebenfalls geplottete ideale Charakteristik in der grafischen
Auflosung kaum wahrnehmbar ist.

Ubung 123
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Impulsantwort mit Fenster-Methode

Impulsantwort mit Remez
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h(k)
h(k)

0.1
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Abb. 4.36: FIR-Tiefpassfilterentwurf mit der Fenster-Methode und dem
Remez-Exchange-Algorithmus

Entwurf von digitalen Butterworth-Tiefpédssen

Es scheint zunédchst naheliegend, analog zur Entwurfsstrategie fiir analoge
Filter vorzugehen und das Butterworth-Filter als digitales Potenzfilter zu
entwerfen.

Man konnte also nach einem Filter der Form

1
2N
2
1 + 62 (Q_p)

suchen. Dabei bezeichnet (2, die Durchlassgrenzfrequenz und N die Ord-
nung des Filters.

Bei ndherer Betrachtung zeigt sich jedoch ein schwerwiegendes Problem.
Der Ansatz fiihrt nicht auf eine rationale Z-Ubertragungsfunktion der Form

|H(Q)? = (382.1)

und damit nicht zu einer Differenzengleichung (=Realisierung)!

Diese Tatsache folgt aus folgender Uberlegung: wenn eine Ubertragungs-
funktion entsprechend Gleichung (382.1) existieren wiirde, so miisste sich
passend dazu eine Z-Ubertragungsfunktion H(z) finden lassen, die der Be-
dingung
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1
2N
2
1 + 62 (Q_>

P

\H(Z)\fz:em =|H(Q)? = (383.1)

gentigt.
Diese Ubertragungsfunktion miisste dann (vgl. dazu Gleichung (198.5) die
Form

|H(2)|” = ! (383.2)

—(ne(2))?\ N
L e (=05)

haben.
Dies ist aber keine rationale Funktion von z mehr !

Eine solche wird aber fiir eine Realisierung in der Form einer linearen Diffe-
renzengleichung mit konstanten Koeffizienten benotigt!

Man behilft sich nun mit einem Trick. Man approximiert 2V durch eine
Funktion, die sich als rationale Funktion in e darstellen lisst!

Dies leistet tan (£), denn es gilt:

N Taylor_Q 1 /0 3
- = —+z(= 2 .
tan(2> 2+3(2) + VIR <m (383.3)

und

an(2) - l) _ 208 -y

2\ T 5.2 | 2
2/ cos(5) 2j(eF +end) (383.4)
_ e 1 o oz—1
B ]Z+]‘z:ejn
Somit ergibt sich der Ansatz: entwerfe ein Filter mit:
9 1
|H(2)|* = 5N - (383.5)
tan(%})
14 €2 =
tan( Tp)
Dies fiihrt auf eine Z-Transformierte H(z) mit:
1
|H(Z)|2: (z71)2 N>
1 2 z+/1
te ( ()2 ) (383.6)
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An dieser Stelle kann nun eine wesentliche Beobachtung gemacht werden. In
dieser Form entspricht |H(z)|? offenbar genau dem analogen Entwurf (ent-
sprechend Gleichung (198.5)) | H (s)|? mit den Parametern (2, und s = :&'

In der Folge kann also der digitale Butterworthfilter-Entwurf aus dem ana-
logen Entwurf abgeleitet werden!

Ein weiterer Vorteil ist, dass das so entworfene Tiefpassfilter bei gleicher
Ordnung N noch steilere Filterflanken hat als das reine (theoretische) Po-
tenzfilter.

Dies verdeutlicht die Abbildung 4.37 am Beispiel eines Entwurfes 4. Ord-
nung (N = 4). Die Abbildung zeigt auch eine deutliche Verbesserung der
Tiefpasscharakteristik in der Gesamtheit, paradoxerweise insbesondere dort,
wo die Approximation von £ durch tan (£) schlecht ist (d.h. fiir grofe £2).

0.8

0.6

[HI

0.4 : Potenzfilter |

0.2}

‘ Butterwqrth-FiItelT

-3 -2 -1 0 1 2 3
Normierte Frequenz / rad

Abb. 4.37: Vergleich der Butterworth-Charakteristik und Potenzfilter-Charakteristik

Die Transformation, die durch s = zj& definiert wird, hat tiber den Butter-

worthfilter-Entwurf hinaus Bedeutung und kann auch fiir andere Filterklas-
sen zur Ableitung von digitalen Filtern aus ihren analogen Pendants heran-
gezogen werden.

4 )
Die durch die Gleichung
7=l
i= (384.1)
definierte Abbildung von der s-Ebene (C) in die z-Ebene (C) heifdt bili-
neare Transformation. )

Wir kommen auf die Eigenschaften der bilinearen Transformation bei der
Pol-Nullstellen-Betrachtung nochmals zu sprechen. Zunichst ergibt sich aus
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der obigen Herleitung ein Algorithmus zur Ableitung der digitalen Butter-
worthfilter aus den analogen Entwiirfen.

Vorgehensweise beim digitalen Butterworth-Filter-Entwurf

Beim Entwurf eines digitalen Butterworth-Filters anhand eines analogen
Entwurfes ist folgendermaflen vorzugehen:

Ubung 125
(a) Transformiere die Grenzfrequenzen (2, und {2, vermoge

2
Wy 1= Q; = tan <7p> ,

n
s =8 =t =,
rom = (2)

(b) Entwerfe ein analoges Filter fiir w),, w, und die vorgegebenen Toleranzen
entsprechend Kapitel 2, Abschnitt 2.6, S. 186ff. Dies liefert die Ubertra-
gungsfunktion im Bildbereich H(s) des Analogfilters.

Ubung 126

(385.1)

z—1
= z+1
nach H(z). Dann ist H(z) die z-Ubertragungsfunktion des gewiinschten

Filters.

(c) Transformiere H(s) vermoge der bilinearen Transformation s =

Wir wollen dies an einem Beispiel erldutern.

4.44 Beispiel (Entwurf eines digitalen Butterworth-Tiefpasses)

Zu entwerfen sei ein Butterworth-Filter, welches folgendem Toleranzschema
(vgl. Abbildung 2.48, S. 195) geniigt:

Toleranz im Durchlassbereich bei 2, —3 dB (€2 =1),
Toleranz im Sperrbereich bei (2, —20dB  (£03 = 155);
Durchlassbandgrenzfrequenz (2, 7/2 rad,
Sperrbandgrenzfrequenz (2, 77 /8 rad.

Entsprechend der oben skizzierten Vorgehensweise miissen nun zunichst
die Grenzfrequenzen in die zugehorigen Grenzfrequenzen des analogen Ent-
wurfs umgerechnet werden. Es gilt:

g
2, = wp = tan <7p) = tan (%) =1,

(385.2)
, T
‘QS = Ws = tan (1—6> = 5.02734.

Aus Gleichung (197.5) folgt dann fiir die Ordnung des zu entwerfenden ana-
logen Butterworth-Tiefpasses:
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logy (i_p)

Somit ist als Filterordnung N = 2 zu wéhlen!

Laut Tabelle C.2 [49], Anhang C folgt nun fiir die Ubertragungsfunktion F (s)
des analogen Butterworthfilters im Bildbereich

logy,(99)
log,4(5.02734)

N >

> = % = 1.4227. (386.1)

H(s) = : (386.2)

wobei
b=1, a=+v2 und wp =1

zu wihlen sind.
Im vorliegenden Fall erhdlt man durch Einsetzen der konkreten Parameter:

_ 1

z—1
z+1

suchte Z-Ubertragungsfunktion des digitalen Butterworth-Tiefpasses:
2
H(z) = Alz) (z+1)
B(z) (24V2)224+2-2
1+227 4272
(2+v2)+(2-v2)272

1 2 —1 1 -2
_ i T avet T et (386.4)

B 22
+ v2 z72
~ 2+2
bo ——
b2
~0.2929 + 0.5858z ! + 0.2929z 2
B 140.171572—2 '

Mit Hilfe einer bilinearen Transformation (s = ) erhélt man nun die ge-

Zur Kontrolle vergleiche man dieses Ergebnis mit den Parametern der auf
die Durchlassgrenzfrequenz (2, = 7 rad normierten Tabelle zum digitalen
Butterworth-Filter-Entwurf aus C.3 [45], Anhang C!

Die Implementierung dieses Filters erfolgt nun mit Hilfe einer (rekursiven)
Differenzengleichung, welche sich aus der Z-Riicktransformation der Uber-
tragungsfunktion aus Gleichung (386.4) ergibt.

Aus (386.4) folgt ndmlich fiir den Zusammenhang der Z-Transformierten
X (z) und Y (z) der digitalen Ein- und Ausgangssignale (2, )nez und (2 )nez:
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Y(z)=H(z)  X(2)
—  (140.1715727?) - Y(2) = (387.1)
(0.2929+ 0.58582"" 4 0.2929272) - X (2).

Damit ergibt die Z-Riicktransformation unter Beachtung der Zeitverschie-
bungseigenschaft (vgl. Tabelle 4.1, S. 273):

Yn = —0.1716y,,—2 + 0.2929z,, + 0.5858x,,—1 + 0.2929zx,, 2. (387.2)

In dieser Form wird das digitale Filter implementiert! Dies kann etwa mit
Hilfe der MATLAB-Funktion filter geschehen. Die folgenden Anweisun-
gen bestimmen beispielsweise die Impulsantwort des gerade entworfenen
Filters (vgl. MATLAB-Programm butterwBsp.m) :

a-Koeffizientenvektor
= [1/(2+sqrt(2)), 2/(2+sqrt(2)), 1/(2+sqrt(2))];

> oe

-Koeffizientenvektor
[1 0 2—sqrt(2))/(2+sqrt(2))];

™ oe
Il o

% Impulssignal der Lange N
N = 10;
dn = zeros(1,N); dn(1l) = 1;

% Impulsantwort (beachte: die Namensgebung A,B
% der Hilfe zu filter ist gerade anders herum)
impant = filter (A,B,dn);

Die Impulsantwort sowie der Amplitudengang des Filters sind in Abbildung
4.38 wiedergegeben. |

Gebrauch von Tabellen: Bei der Verwendung von Tabelle C.3 [45], Anhang
C beachte man, dass die Tabellen auf {2, = 7 rad normiert sind !

Falls also 2, # 7 rad ist, so ist eine Umrechnung nétig. Man verwende dazu
Tabelle C.5 [45] aus Anhang C.

Bilineare Transformation: Die Anwendung der bilinearen Transformation
zur Berechnung digitaler Filter aus analogen Entwiirfen heraus ist sehr ein-
fach. Es ist lediglich jeder vorkommende Parameter s der Ubertragungsfunk-
tion des Analogfilters im Bildbereich durch den Ausdruck 2= zu ersetzen!

z+1
Diese Ersetzung wiederum entspricht einer Transformation in der komple-
xen Ebene C, genauer einer Transformation der s-Ebene in die z-Ebene. Diese
Transformation entspricht der Zuordnung
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Abb. 4.38: Impulsantwort und Amplitudengang des Butterworth-Filters nach (386.4)

(388.1)

welche man durch einfache Auflgsung der Ersetzungsregel s = Zi nach z
erhilt.

Von besonderem Interesse ist nun, dass diese Abbildung die Eigenschaft hat,
komplexe Zahlen s der linken komplexen Halbebene komplexen Zahlen z im
Innern des Einheitskreises zuzuordnen!

Die Abbildung 4.39 verdeutlicht diese Eigenschaft grafisch.

C A
H(s) H(z)
2= 12t

Abb. 4.39: Bilineare Transformation der s- in die z-Ebene

Diese spezielle Eigenschaft der Bilinearen Transformation hat fiir den Filter-
entwurf eine wesentliche Konsequenz.

Laut Kapitel 2 liegen die Pole eines stabilen Analogfilters stets in der linken
Halbebene der s-Ebene. In Kapitel 4, Abschnitt 4.4.3, S. 291ff wird gezeigt,
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dass digitale Filter hingegen genau dann stabil sind, wenn die Pole der Z-
Ubertragungsfunktion im Innern des Einheitskreises der z-Ebene liegen.

Als Folge dieser Tatsachen erhalten wir das Resultat, dass die Bilineare Trans-
formation stets stabile Entwiirfe in stabile Entwiirfe tiberfiihrt, was die An-
wendung dieser Transformation in der Praxis natiirlich besonders angenehm
macht, da man dort selbstverstindlich nur an stabilen Entwtirfen interessiert
ist. Nach Anwendung der Bilinearen Transformation sind also keine weite-
ren Mafinahmen zu treffen, um die Stabilitdt des entworfenen Filters zu ge-
wahrleisten.

Allpidsse, Hochpasse und Bandpisse

Es wurde bereits eingangs des Abschnittes erwdhnt, dass die anderen Filter-
typen durch Kombinationen von Tiefpdssen und Allpéssen oder tiber Fre-
quenztransformationen (s. Anhang C) aus Tiefpdssen konstruiert werden
koénnen.

Wir werden diese Verfahren aus Platzgriinden im vorliegenden Buch nicht
diskutieren, verweisen den neugierigen Leser allerdings auf die in diesem
Zusammenhang interessanten Ubungen 118 bis 120.

4.6.3 Filterentwurf mit MATLAB

In den vorangegangenen Abschnitten haben wir schon Funktionen der MAT-
LAB Signal Processing Toolbox fiir den Entwurf und die Darstellung von Digi-
talfiltern verwendet.

So ist beispielsweise £ irpm fiir den Entwurf eines FIR-Filters auf der Grund-
lage eines Toleranzschemas und des Remez-Exchange-Algorithmus schon
verwendet worden.

Daneben gibt es eine Reihe weiterer Funktionen. Neben der schon beim ana-
logen Filterentwurf erwdhnten Funktion but t er zum Entwurf analoger und
digitaler Butterworth-Filter sind dies etwa die Funktionen

chebyl,
cheby?2,
ellip

zum Entwurf analoger und digitaler Tschebyscheff- und Cauer-Filter. Je nach
Parametrierung konnen diese Funktionen die Filterkoeffizienten, die Pol-
Nullstellen-Konfigurationen oder die Zustandsmatrizen zurtickliefern.

Alternativ dazu kann die allgemeine Filter-Entwurfs-Funktion design mit
verschiedenen Optionen zum Entwurf dieser Filter verwendet werden.

Exemplarisch soll mit der Funktion butter der Entwurf aus Beispiel 4.44
nachvollzogen werden.

Ubung 118
Ubung 119

Ubung 120
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4.45 Beispiel (Digitaler Butterworth-Tiefpass mit MATLAB)

Gemaf3 Beispiel 4.44 ist fiir das dort geforderte Toleranzschema eine Filter-
ordnung von N = 2 zu wéhlen. Die oben erwidhnten Funktionen benttigen
die Parameter Ordnung und Grenzfrequenz(en) fiir den Entwurf, d.h. man
kann nicht direkt von den Parametern des Toleranzschemas ausgehend ent-
werfen.

Im vorliegenden Fall erhdlt man mit

>> N = 2; % Ordnung
>> Omegag = pi/2; % Grenzfrequenz
>> wg = Omegag/pi; % normalisierte Grenzfrequenz

>> [A,B] = butter (N,wg)

A

0.2929 0.5858 0.2929

1.0000 —0.0000 0.1716

sofort die schon in Beispiel 4.44 ermittelten Filterkoeffizienten. Zu beachten
ist lediglich, dass die Grenzfrequenz bezogen auf die Nyquist-Bandgrenze,
also 7, an die Funktion zu tibergeben ist.

Neben den Filterkoeffizienten konnten mit Hilfe der Anweisungen

>> [nullst, pole, verst] = butter(N,wg)
nullst =
-1
-1
pole =
0.0000 + 0.4142i
0.0000 — 0.4142i
verst =

0.2929
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aber auch Nullstellen, Pole und Verstarkungsfaktor bestimmt werden. Zur
Kontrolle ermitteln wir diese Parameter analytisch aus der Ubertragungs-

funktion (386.4).
Fur den Zihler von H(z) gilt:

A(z) = (2 +1)* = (2 = (-1)) - (2 = (=1)).

Also ist ganz offensichtlich z = —1 eine doppelte Nullstelle.
Fir den Nenner von H (z) gilt:

2-2
B(z 24 .
) 242
Also sind
2—-2 2—42
np=+ V2 =d4j- ‘/—:ij.o.4142
24+/2 2+/2
die Polstellen.
Ferner ist:
H(z) = (z+1)2 1 (z+1)(2+1)
2+ V222 +2-V2  2+V2 22422

(z—=n1)(z —m1)
(z = p1)(z —p2)

. _ 1 _

Mit Hilfe der Anweisungen

>> [A,B,C,D] = butter(N,wg)

A =]
—0.4142 —0.5858
0.5858 0.4142
B =
0.8284
0.8284

(391.1)

(391.2)

(391.3)

(391.4)
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konnen die Zustandsmatrizen errechnet werden, woraus mit

auch die Z-Ubertragungsfunktion aus (386.4) ermittelt werden kann.

Natiirlich kann die Ubertragungsfunktion mit den berechneten Filterkoeffi-
zienten auch ohne den Umweg iiber die Zustandsraumdarstellung mit
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A =

0.2929 0.5858 0.2929

1.0000 —0.0000 0.1716
> H = tf(A,B,1)

Transfer function:
0.2929 z~2 + 0.5858 z + 0.2929

z"N2 — 3.331e—016 z + 0.1716

Sampling time: 1

berechnet werden. [ |

Eine wesentlich bequemere Moglichkeit digitale Filter zu entwerfen bietet
das Filter Design & Analysis Tool fdatool.’ Dabei handelt es sich um ei-
ne grafische Schnittstelle (GUI), welche einen experimentellen Entwurf der
Filter ermoglicht.

Bei Aufruf von

>> fdatool

erhilt man das in Abbildung 4.40 dargestellte GUL

Es zeigt die Oberfliche mit den Parametern fiir den Entwurf des
Butterworth-Filters der Ordnung 2 aus Beispiel 4.44.

Mit einfachen Klicks konnen alle moglichen Informationen {iiber das ent-
worfene Filter, wie Ubertragungscharakteristik, Filterkoeffizienten, Pol-
/Nullstellendiagramme etc. ermittelt werden. Die Filterdaten kénnen nach
MATLAB exportiert und es konnen sogar Simulink-Modelle generiert wer-
den. Wir iiberlassen die Erforschung der weiteren Moglichkeiten dieses uni-
versellen Werkzeugs dem interessierten Leser.

4.6.4 Ubungsaufgaben
Ubung 118 (Losungsband Seite 271)

Untersuchen Sie, welche Impulsantwort ein digitaler Allpass mit der rein
reellen Ubertragungsfunktion

50 Der Entwurf von analogen Filtern ist damit leider nicht moglich.
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Abb. 4.40: Das MATLAB-GUI fdatool

H(0) = recta (2 + 1) (394.1)
hat.

Ubung 119 (Losungsband Seite 271)

Entwerfen Sie mit Hilfe zweier FIR-Tiefpdsse gemafs (377.1) einen FIR-
Bandpass mit den Grenzfrequenzen

Q= g rad, ) = g rad (394.2)
und tiberpriifen Sie Ihr Ergebnis mit MATLAB (Funktion fregz).

Ubung 120 (Losungsband Seite 274)

Entwerfen Sie mit Hilfe eines FIR-Tiefpasses geméfs (377.1) und mit Hilfe ei-
nes Allpasses geméf Ubung 118 einen FIR-Hochpass mit der Grenzfrequenz

Q=1

5 rad (394.3)

und tiberpriifen Sie Ihr Ergebnis mit MATLAB (Funktion freqgz).
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Ubung 121 (Losungsband Seite 275)

Begriinden Sie (mit Hilfe der Z-Transformation) warum FIR-Filter stets sta-
bile Filter sind.

Geben Sie ein Beispiel fiir ein instabiles IIR-Filter an!
Ubung 122 (Losungsband Seite 276)

Berechnen Sie die Ubertragungsfunktion H (£2) des Differenzenquotienten

Tp — Tp-1

. (395.1)

Yn =

Plotten Sie Die Ubertragungscharakteristik mit Hilfe von MATLAB. Was stel-
len Sie fest?

Ubung 123 (Losungsband Seite 277)

Betrachten Sie die aus den numerischen Integrationsformeln Trapez- und
Simpsonregel abgeleiteten rekursiven Filter

T,
und
T,
Yn = Yn-2+ 5 (Tn +42p_1 +Tp2). (395.3)

(a) Bestimmen Sie die Z-Transformierten der Filter und skizzieren Sie je-
weils ein Pol-Nullstellen-Diagramm.

Was ist tiber die Stabilitdt der Filter zu sagen ?

(b) Berechnen Sie die Frequenz-Ubertragungsfunktionen der Filter und skiz-
zieren Sie (unter Verwendung von MATLAB) den Amplitudengang der
Filter.

(c) Berechnen Sie (unter Verwendung von MATLAB) die ersten 10 Werte der
Impulsantwort.

(d) Erldutern Sie, warum das aus der Tapezregel abgeleitete Filter fiir hthere
Frequenzen Tiefpasseigenschaften hat, das Simpson-Filter aber nicht.

Geben Sie ein konkretes Beispiel an, das diesen Effekt erldutert.

Ubung 124 (Losungsband Seite 283)

Betrachten Sie die durch folgende Impulsantworten definierten FIR-Filter:
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o = -1,2,-1 fir n=-1,0,1,
! 0 n sonst,

(396.1)
N _{—1,0,2,—1 fir n=-1,0,1,2,

0 n sonst.

(a) Formulieren Sie das zeitliche Ubertragungsverhalten der kausalen Ver-
sionen dieser Filter (d.h. geben Sie den Ausgang ,, in Abhéngigkeit vom
Eingang und der Impulsantwort an).

(b) Berechnen Sie die Ubertragungsfunktionen der kausalen Filter im Fre-
gung
quenzbereich und skizzieren Sie (unter Verwendung von MATLAB) de-
ren Amplituden- und Phasengang.

Welches qualitative Ubertragungsverhalten ergibt sich daraus (Hoch-,
Tief-, Bandpass, Bandsperre)?

(c) Bestimmen Sie (ggf. mit Hilfe von MATLAB) die Gruppenlaufzeiten der
Filter.

Welches Filter hat konstante Gruppenlaufzeit?

Ubung 125 (Losungsband Seite 286)

Entwerfen Sie mit Hilfe der Tabelle C.3 [45] aus Anhang C fiir digitale
Butterworth-Tiefpass-Prototypen einen digitalen Butterworth-Tiefpass, der
folgendem Toleranzschema gentigt:

Toleranz im Durchlassbereich: —3 dB,
Toleranz im Sperrbereich: -30dB,
Durchlassbandgrenzfrequenz: /6 rad,

Sperrbandgrenzfrequenz: 3w /4 rad.

Testen Sie lhr Ergebnis mit Hilfe von Simulink oder plotten Sie das
Ubertragungsverhalten Thres berechneten Filters mit geeigneten MATLAB-
Funktionen.

Hinweis: Beachten Sie, dass die Tabellen fiir die Filterkoeffizienten auf eine
Durchlassgrenze von 7 /2 rad normiert sind!

Ubung 126 (Losungsband Seite 289)

Entwerfen Sie den digitalen Butterworth-Tiefpass aus Ubung 125 mit Hilfe
der MATLAB-Funktion butter.

Testen Sie anschlieflend Ihr Ergebnis mit Simulink.
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Ubung 127 (Losungsband Seite 290)

Entwerfen Sie den digitalen Butterworth-Tiefpass aus Ubung 125 mit Hilfe
des Filter Design& Analysis Tools fdatool.

Vergleichen Sie Ihr Ergebnis mit den Ergebnissen aus Ubung 125 und 126.






LTI-Systeme und Stochastische
Signale

In den Kapiteln 2 bis 4 wurden wesentliche theoretische und praktische
Grundlagen fiir die Beschreibung von Signalen und (linearen zeitinvarian-
ten) Systemen entwickelt. Von zentraler Bedeutung waren dabei die unter-
schiedlichen Transformationen, welche eine Analyse und Bewertung der Ei-
genschaften von Signalen und Systemen erst moglich machten, wie etwa die
Laplace- und Z-Transformation und insbesondere die verschiedenen Fou-
riertransformationen.

Gerade die Betrachtung im Frequenzbereich gestattet Einblicke in die Natur
von Signalen und LTI-Systemen, die im Zeitbereich nicht gewonnen wer-
den kénnen. Der Begriff des Spektrums - und bei Systemen der der Ubertra-
gungsfunktion im Frequenzbereich - ist daher sowohl in der theoretischen
als auch in der praktischen Behandlung von Signalen und LTI-Systemen fun-
damental.

Basis samtlicher Uberlegungen in Kapitel 2 bis 4 waren jedoch immer de-
terministische Signale, da sich theoretische Ergebnisse natiirlich besser ge-
winnen lassen, wenn Signale und Systeme mit Hilfe konkreter mathemati-
scher Festlegungen, d.h. mit geschlossenen Funktionsvorschriften, beschrie-
ben werden kénnen. Auf der anderen Seite zeigen die Beispiele in Kapitel 1
jedoch, dass deterministische Signale in der Praxis dufSerst selten vorkom-
men und quasi alle gemessenen Signale zumindest mit stochastischen Antei-
len behaftet, wenn nicht gar vollig zufillig sind.

So stellt sich die Frage, inwieweit die in Kapitel 2 bis 4 entwickelten Metho-
den im Falle stochastischer Signale tiberhaupt sinnvoll eingesetzt werden
konnen. Speziell muss die Frage gekldrt werden, ob die zentralen Begriffe
des

Spektrums eines Signals und der
Ubertragungsfunktion eines LTI-Systems

auf das Umfeld der Verarbeitung stochastischer Signale iibertragen werden
konnen.

Im vorliegenden Kapitel werden die grundlegenden Methoden zur Analy-
se und Verarbeitung stochastischer Signale dargestellt. Es werden die fiir
die Behandlung stochastischer (zufilliger, regelloser) Signale wesentlichen
Begriffe Stochastischer Prozess, Korrelation und Leistungsdichtespektrum
definiert und diskutiert.

Das Kapitel endet mit der Behandlung einiger Beispiele, an denen gezeigt
wird, wie die neuen Methoden in der Praxis angewandt werden konnen.

O. Beucher, Signale und Systeme: Theorie, Simulation, Anwendung,
DOI 10.1007/978-3-642-20294-0 5, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2011
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5.1 Stochastische Signale

Wie bereits erwéhnt, sind Signale in der Praxis alles andere als determinis-
tisch. Praktisch alle gemessenen Signale haben aus physikalischen Griinden
unvorhersagbare, d.h. zuféllige Anteile. Oft sind diese zufélligen Anteile
auch nicht vernachldssigbar, wie etwa im Satellitenempfang, wo das (,,de-
terministische”) Nutzsignal oft sehr viel schwicher ist als das tiberlagerte
Rauschsignal (vgl. Abbildung 1.10, S. 11). Hier ist es dann die Aufgabe intel-
ligenter Signalverarbeitungsalgorithmen, das Nutzsignal aus diesem Signal-
gemisch wieder herauszufiltern.

Fiir die folgenden Anwendungsbereiche, in denen naturgemafs stochastische
Signale gemessen werden, wurden bereits in Kapitel 1 Beispiele vorgestellt:

Sprachsignale,

Signale von Beschleunigungssensoren,
Gerdauschmessungen,

Thermisches Rauschen (das klassische Beispiel),
Fahrzeuggeschwindigkeitsmessungen.

Das Ziel der Signalverarbeitung solcher Signale ist es, trotz der scheinbar
volligen Regellosigkeit der gemessenen Informationen sinnvolle Aussagen
tiber die Eigenschaften der Signale und der sie verarbeitenden Systeme zu
machen.

So sucht man nach Methoden fiir:

die Schiatzung von (deterministischen!) Signal- und Systemparametern
(Signal- und Systemidentifikation),

die Riickgewinnung von Nutzsignalen in gestorten Umgebungen
(Filterung),

die Vorhersage von Signaleigenschaften.

Um Aussagen iiber stochastische Signale machen zu kénnen, werden wir Be-
griffe aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung einbeziehen, auf deren Darstel-
lung wir an dieser Stelle jedoch aus Platzgriinden verzichten miissen. Wir
verweisen hierfiir auf die einschldgige Literatur (z.B. [2, 7]) zu diesem The-
ma.

5.1.1 Der Begriff des stochastischen Prozesses

Da ein einzelnes stochastisches Signal x(t) nach Definition (vgl. S. 18) zu je-
dem Zeitpunkt ¢ € R einen zufilligen Wert annimmt, sind zunéchst prin-
zipiell auch die dem Signal entnehmbaren Informationsparameter zuféllig.
Konnte das Fourierspektrum X (jw) berechnet werden, so wére dies prinzi-
piell ebenso zufillig wie das Zeitsignal selbst. Zwar stellt sich dieses Pro-
blem im zeitkontinuierlichen Fall nicht, da ja keine Funktionsvorschrift von
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z(t) vorliegt!, die in das Fourierintegral eingesetzt werden kinnte, jedoch ist
diese Tatsache fiir diskretisierte stochastische Signale durchaus relevant, da
die DFT nur auf endlich vielen Zahlwerten beruht und unabhéngig von der
Frage berechnet werden kann, ob diese von einem deterministischen oder
einem zufélligen Signal stammen.

Auf der anderen Seite zeigen praktische Erfahrungen mit Zufallssignalen,
dass offensichtlich graduelle Unterschiede beziiglich der ,Zufalligkeit” von
Signalen bestehen.

5.1 Beispiel (Fahrbahnunebenheitssignale)

Diese Beobachtung macht beispielsweise jeder Autofahrer, der zunéchst tiber
eine Autobahn und anschlieSend tiber einen Feldweg oder {iber ein Kopf-
steinpflaster fahrt. Beide StraSenbeldge verursachen bei der Uberfahrt ver-
tikale Auslenkungen des Fahrzeugaufbaus (vgl. Beispiel 1.1, S. 1), die zu
Schwingungen und mehr oder weniger ,angenehmen” Gefiihlen beim Fah-
ren fithren. Im Allgemeinen ist das Uberfahren einer Autobahn wesentlich
angenehmer als das Uberfahren eines Kopfsteinpflasters. Obwohl also die
vertikalen Anregungen in beiden Fillen zufallig sind und sogar schon jede
Fahrt auf dem gleichen Belag differiert, scheint es doch signifikante Merkma-
le der Signale zu geben, die eine subjektive Unterscheidung zwischen den
Straflenbeldgen erlauben. [ |

5.2 Beispiel (Rauschspannungssignale)

Ahnliche Beobachtungen konnen auch in einem Elektronik-Labor gemacht
werden. So kann man messen, dass die Spannung an den Klemmen eines
,offenen” Widerstandes nie ganz 0 V betrédgt, sondern zufillig kleine Wer-
te um 0 V herum annimmt. Nédhere Betrachtungen zeigen, dass die durch-
schnittlichen Abweichungen dieser Spannungsamplituden u.a. vom Wider-
standswert und von der Umgebungstemperatur, also von deterministischen
Parametern abhdngen.

Abbildung 5.1 zeigt Ausschnitte mehrerer Messungen von 10 k{2 Widerstan-
den.

Die einzelnen Spannungswertverldufe sind scheinbar vollig regellos. Be-
trachtet man jedoch die Spannungswerte mehrerer gleichartiger Widerstan-
de zu einem bestimmten Zeitpunkt ¢o, so stellt man fest, dass diese Wer-
te einer gewissen statistischen Verteilung gehorchen, deren Parameter, etwa
Erwartungswert und Streuung wiederum wohlbestimmten physikalischen
Parametern zugeordnet werden konnen.

Abbildung 5.2 zeigt beispielhaft die Amplitudenverteilungen von 1000 Mes-
sungen von Rauschspannungen an 10 k{2-Widerstanden zur Zeit ¢ = 0.005 s.

! sonst wire ja das Signal deterministisch!
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Abb. 5.1: Rauschspannungen an 10 k{2-Widerstanden
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Abb. 5.2: Amplitudenverteilungen von 1000 Messungen von Rauschspannungen an
10 k2-Widerstanden zur Zeit t = 0.005 s

Offenbar sind die Spannungen ,,im Mittel” 0, was der physikalischen Erwar-
tung entspricht, und streuen in einem gewissen Rahmen um diesen Wert
herum, der der so genannten effektiven Rauschspannung entspricht, einer
Art mittleren Spannungsamplitude. Dieser Wert wiederum héngt, wie be-
reits erwdhnt, u.a. vom Widerstandswert und der AufSentemperatur ab, al-
so deterministischen Parametern des hinter der Rauschspannung stehenden
Prozesses. n

Im Allgemeinen kann, wie wir an den beiden diskutierten Beispielen gese-
hen haben, keine Aussage iiber ein einzelnes stochastisches Signal gemacht
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werden, sondern nur iiber eine ganze Schar gleichartiger Signale, die dem
gleichen Erzeugungsmechanismus unterliegen.

Diese Erkenntnisse legen nahe, statt einzelner Signale Signalklassen mit ge-
meinsamen nicht zufilligen Kennwerten zu definieren. Der zentrale Begriff
in diesem Zusammenhang ist der des stochastischen Prozesses!

Man geht dabei von der Idee aus, dass ein physikalischer Prozess Signale
erzeugt, die zwar als Einzelsignale regellos sind, aber trotzdem feste statisti-
sche Kenngrofien haben. Das klassische Beispiel, das thermische Rauschen,
haben wir bereits im Vorfeld diskutiert. Hier ist zwar die durch die regellose
(Brown’sche) Bewegung der Elektronen verursachte Rauschspannung, die
zu einem Zeitpunkt ¢, gemessen wird, nicht vorhersagbar, wohl aber kann
man durch Beobachtung an mehreren gleichartigen Bauelementen? feststel-
len, dass diese Spannung im Mittel 0 ist und eine gewisse Streuung hat (man
kann konkret fiir die Spannungsamplituden eine Gaufische Verteilung nach-
weisen). Man beobachtet also zu jedem Zeitpunkt eine Zufallsvariable mit
festen statistischen Parametern.

Wir betrachten also gemessene stochastische Signale lediglich als Auspra-
gung oder Musterfunktion einer Zeitfunktion von Zufallsvariablen, einem
so genannten stochastischen Prozess.

Letztendlich bedeutet dies, dass man kein einzelnes Zeitsignal mehr betrach-
tet, sondern ein Zeitsignal von Zufallsvariablen!

4 )
Eine Funktion (ein ,Signal®)

teI CR— Xy, (403.1)
wobei fiir jedes t die Grole X, eine Zufallsvariable ist, heifit stochasti-

scher Prozess.
|\ 4

Fiir zeitkontinuierliche Musterfunktionen (Signale) wird dabeii.Allg. I = R
gewdhlt, d.h. das Signal wird iiber die ganze Zeitachse betrachtet. In diesem
Fall sprechen wir von einem zeitkontinuierlichen Prozess.

Beschreibt der Prozess diskrete Musterfunktionen, so definiert man I = Z.
Es liegt dann ein zeitdiskreter Prozess vor.

Ein stochastischer Prozess wird also als eine (zeit-)indizierte Familie

(Xt)teR

bzw. im diskreten Fall als Folge

(X”)nGZ

von Zufallsvariablen betrachtet. Fiir Zufallsvariablen werden im Folgenden
zur Unterscheidung von Musterfunktionen (also Zeitsignalen) eines Prozes-
ses stets Grofsbuchstaben verwendet.

2 vgl. Abbildung 5.1
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5.1.2 Stationire stochastische Prozesse

Praktikabel wird der Begriff des stochastischen Prozesses erst, wenn wir
sinnvolle Annahmen {tiber den Prozess und die Verteilungen der Zufallsva-
riablen treffen.

Die wohl wichtigste Klasse ist die der stationdiren stochastischen Prozesse,
bei denen man in einem gewissen Sinne annimmt, dass sich die statistischen
Eigenschaften der Zufallsvariablen tiber die Zeit nicht d&ndern.

Das klassische Beispiel fiir einen solchen Prozess ist wiederum das schon an-
gesprochene thermische Rauschen. Aber auch viele andere Zufallsprozesse,
wie etwa der Prozess der vertikalen Anregung eines Fahrzeugaufbaus beim
Uberfahren einer Fahrbahn, lassen sich in dieser Klasse (zumindest iiber kur-
ze Beobachtungszeitraume) einordnen.

\

Ein stochastischer Prozess heif3t (im strengen Sinne) stationdr, wenn fiir
jedes 7 € R (interpretiert als ,Zeitverschiebung”) die zweidimensionalen
Verteilungsfunktionen

FXt7Xt+T (Zl?,y) = P(Xt S ant—i-T S y) (4041)

(und alle mehrdimensionalen Verteilungsfunktionen) von t unabhangig
sind.

J

Die Verbundverteilungen® F, x,, . (7, y) geben an, mit welcher Wahrschein-
lichkeit ein Prozess zu einem Zeitpunkt ¢ Werte < z annimmt und zugleich
T Zeiteinheiten spater Werte < y. Mit diesen Verbundverteilungen kann also
im Sinne einer Wahrscheinlichkeitsaussage bestimmt werden, was zu einer
Zeit t und 7 Zeiteinheiten spéter passiert. Ist ein Prozess stationdr, so be-
deutet dies, dass der Zusammenhang zwischen dem Zeitpunkt ¢ und dem
Zeitpunkt t+ 7 nicht vom Zeitpunkt t abhéngt, sondern fiir alle Zeiten ledig-
lich vom Zeitabstand T der beiden Ereignisse.

Die Abbildung 5.3 illustriert die grundlegende Idee hinter dem Begriff der
Stationaritat am Beispiel der schon angesprochenen Fahrbahnrauhigkeit.
Fiir eine ,glatte” Fahrbahn, wie etwa eine Autobahn, ist der statistische Zu-
sammenhang der von der Fahrbahn verursachten vertikalen Auslenkungen
A zwischen zwei voneinander um die Entfernung 7 auseinander liegenden
Punkten offenbar stdrker als bei einer rauen Fahrbahn (Feldweg, Kopfstein-
pflaster).

Geht man davon aus, dass sich die Fahrbahneigenschaften tiber die Distanz
nicht (wesentlich) dndern, so kann man annehmen, dass der statistische Zu-
sammenhang fiir einen Abstand 7 in beiden Féllen anndhernd gleich bleibt,
gleich wo die Ausschlidge auf der jeweiligen Fahrbahn gemessen werden.
Man kann somit die vertikalen Ausschldge in beiden Féllen als stationdren

3 Mit P wird dabei die Wahrscheinlichkeit des innerhalb der Klammer dargestellten Ereignis-
ses bezeichnet.
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Abb. 5.3: Idee des Stationaritédtsbegriffs am Beispiel der Fahrbahnrauhigkeit

Prozess modellieren. Die Prozesse unterscheiden sich durch ihre Verbund-
verteilungen Fx, x, . (z,y).

Allerdings bleibt die Behandlung stochastischer Prozesse auch im Falle der
Stationaritdt noch kompliziert, da eben die Kenntnis aller dieser Verbund-
verteilungen in Abhingigkeit von 7 notwendig ist.

Man kann diese Bedingung etwas abschwéichen, wenn man sich mit der
Kenntnis einiger statistischer Kennwerte begniigt:

/Ein (zeitkontinuierlicher) stochastischer Prozess heifst im weiteren Sinne\
stationdr, wenn die statistischen Merkmale

E(X:) = p, (405.1)
V(X;) = o2, (405.2)
rxx(7) =E(X:  X¢vr), TER (405.3)

\VOI‘I t unabhingig sind (d.h. tiber die Zeit konstant bleiben). /
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Diese Definitionen koénnen natiirlich analog fiir zeitdiskrete Prozesse
(Xn) ez formuliert werden:

/Ein zeitdiskreter stochastischer Prozess heifst im weiteren Sinne statio-\
nar, wenn die statistischen Merkmale

E(Xn) = u, (406.1)
V(X,) = o2, (406.2)
rxx (k) =E(Xn - Xnyk), k€Z (406.3)

\von n unabhingig sind (d.h. tiber die (diskrete) Zeit konstant bleiben). /

Der Funktion rx x (7) (bzw. im diskreten Fall der Folge (rx x (k) ;) kommt
dabei eine besondere Bedeutung zu, denn tiber sie ldsst sich, wie wir bald
sehen werden, der , spektrale Inhalt” eines Prozesses definieren.

Die Funktion rx x (7) heifit die Autokorrelationsfunktion des zeitkonti-
nuierlichen stationdren Prozesses (X;), .
Die Folge rx x (k) heiflt die Autokorrelationsfolge des diskreten statio-

néren Prozesses (X.,),, ;-

Fiir einen stationdren Prozess sind also alle statistischen Merkmale zeitun-
abhéngig. Ein (im weiteren Sinne) stationdrer Prozess und damit eine ganze
Klasse gleichartiger Zufallssignale kann nach Definition durch die Parame-
ter u, o und die Autokorrelationsfunktion rx x (7) vollstindig charakterisiert
werden. Diese sind aber nicht zufillige, sondern deterministische Grofien!

Man kann also fiir eine Musterfunktion eines im weiteren Sinne stationdren
Prozesses nach wie vor keine Voraussage tiber die momentanen Amplituden
des Signals machen, aber man kann zumindest sagen, dass diese im Mittel x
betragen und im quadratischen Mittel 0% von diesem Mittelwert abweichen!

Es ist anschaulich klar, dass diese Annahme fiir die beiden eingangs dis-
kutierten Prozesse Fahrbahn und thermisches Rauschen getroffen werden
kann. Ist die Fahrbahn eben (was wir bei einer Versuchsstrecke annehmen
konnen), so sollten die vertikalen Ausschldge an einer bestimmten Stelle (¢)
um einen Mittelwert herum schwanken und dieser Mittelwert sollte bei einer
ebenen Strecke an allen Stellen gleich (0) sein. Die Heftigkeit der Ausschla-
ge (gemessen mit der Varianz o?) sollte an jeder Stelle gleich sein, denn an-
dernfalls wiirden wir verdnderliche Fahrbahneigenschaften haben. Fiir das
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thermische Rauschen haben wir Erwartungswert und Varianz bereits in den
obigen Uberlegungen interpretiert.

Autokorrelationsfunktion

Die Autokorrelationsfunktion rx x (7) bedarf einer besonderen Betrachtung,
da ihr in der folgenden Diskussion eine herausragende Rolle zukommt.

Die Autokorrelationsfunktion beschreibt offenbar einen Zusammenhang
zwischen den Werten eines Prozesses X, zur Zeit t und 7 Zeiteinheiten spater
(vgl. Abbildung 5.3). Da dieser Wert bei einem im weiteren Sinne stationdren
Prozess von t unabhéngig sein soll, beschreibt rx x (7) einen Zusammenhang
zwischen X; und einer zeitlich um T verschobenen Version X, . des Prozes-
ses.

Ein natiirliches Maf3 fiir diesen Zusammenhang oder, anders gesagt, fiir die
Ahnlichkeit der beiden Versionen wire zunichst der mittlere quadratische
Abstand, also:

E ((X: — Xi4-)?) . (407.1)

Mit Hilfe der Rechenregeln fiir den Erwartungswert [2] ldsst sich nun Fol-
gendes zeigen:

E(XP+ X7 —2Xe - Xegr))

E(X?) +E(X2,)~2 E(X; Xupr)  (407.2)
E (XE) +E (Xt2+7—) —2- TX)((T).

E((X: — Xi1r)?) =

DaE (X?) und E (X7, ) stets positiv sein miissen, wird der mittlere quadra-
tische Abstand umso kleiner, je grofier rx x (1) ist.

Die Autokorrelationsfunktion rx x (7) misst also im Mittel den statistischen
Zusammenhang oder die Ahnlichkeit der Werte, die Musterfunktionen (Rea-
lisierungen) des Prozesses zu irgend einer Zeit ¢t und 7 Zeitpunkte spater
haben. Sie macht damit Aussagen iiber den , inneren Zusammenhang”, den
Musterfunktionen stationdrer stochastischer Prozesse im Mittel haben. Ins-
besondere ist zu erwarten, dass auch verborgene periodische Anteile (also
Spektralinformationen) damit gemessen werden kénnen. Betrachten wir zur
Ilustration das Beispiel der Uberfahrt iiber eine Fahrbahn noch einmal ge-
nauer.

5.3 Beispiel (Fahrbahnunebenheitssignale)

Messungen haben ergeben [25], dass sich die (mittelwertfreie*) Autokorre-
lationsfunktion von Profilmessungen unebener Straien durch Funktionen
dhnlich der in Abbildung 5.4 modellieren l4sst.

4Dh. esgilt E(X¢) = 0.

Ubung 128
Ubung 129

Ubung 130
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Abb. 5.4: Autokorrelationsfunktion eines Fahrbahnunebenheitsprozesses

Dabei handelt es sich also um die typische Selbstdhnlichkeit derjenigen Si-
gnale, die als vertikale Auslenkung eines Fahrzeugs bei der Fahrt tiber ei-
ne Strafienklasse (!) gemessen werden konnen. Die vertikalen Auslenkun-
gen zeigen — so kann die Grafik interpretiert werden — im Mittel ein sehr
dhnliches Verhalten, wenn die Distanz der Messpunkte einen halben Meter
und weniger betrdgt. Misst man dagegen in ca. 3 Meter und grofierer Entfer-
nung, so zeigen die Auslenkungen praktisch keinerlei Zusammenhang mehr.
Eventuelle periodische Schwankungen der Fahrbahnoberfldche miissen also
deutlich kiirzer als 3 Meter sein. |

Auch fiir die schon diskutierten Rauschspannungen an einem Widerstand
liefert die Korrelationsfunktion interessante Riickschliisse.

5.4 Beispiel (Rauschspannungssignale)

In Abbildung 5.5 ist die (idealisierte) Autokorrelationsfunktion eines solchen
Rauschprozesses dargestellt.

Man erkennt, dass die Werte der Korrelationsfunktion schon nach recht kur-
zer Zeit gegen 0 abfallen. Nur bei sehr kurz aufeinander folgenden Zeitpunk-
ten kann also ein (statistischer) Zusammenhang zwischen den gemessenen
Rauschspannungswerten hergestellt werden. Danach haben die Signalwerte
praktisch nichts mehr miteinander zu tun. Ein solches Signal ist extrem regel-
los, da so gut wie keine inneren Zusammenhinge bestehen (vgl. dazu auch
die Zeitsignale in Abbildung 5.1). Die Elektronenbewegung im Widerstand
fiihrt offenbar sehr schnell zu nicht mehr zueinander in Beziehung stehen-
den Potentialunterschieden. n

Die Beispiele zeigen, dass durch die eingefiihrten Gréfien durchaus sinnvolle
Informationen aus stochastischen Signalen gewonnen werden kénnen. Da-
bei ist die zentrale Idee, nicht ein einzelnes Signal zu betrachten (dieses ist
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Abb. 5.5: (idealisierte) Autokorrelationsfunktion eines
Widerstands-Rauschprozesses

zuféllig!), sondern vielmehr in einem gewissen Sinne alle Signale und somit
den Erzeugungsmechanismus des Prozesses zu untersuchen und tiber diesen
Informationen zu gewinnen.

Kreuzkorrelationsfunktion

Ersetzt man in den obigen Definitionen (X ,) durch einen von X, verschie-
denen Prozess Y}, so erhdlt man den statistischen Zusammenhang zwischen
diesen beiden Prozessen. Man spricht von der Kreuzkorrelation der Prozes-
se.

Diese Kenngrofse ist insbesondere interessant fiir den Vergleich von Ein- und

Ausgangssignalen eines LTI-Systems. Wir werden hierauf spater noch ein-
mal zurtickkommen.

5.1.3 Ergodische stochastische Prozesse

Ein wesentliches Problem bei der Definition (stationidrer) stochastischer Pro-
zesse ist die Tatsache, dass zur Ermittlung der statistischen Parameter des
Prozesses prinzipiell sehr viele® Beobachtungen von Musterfunktionen not-
wendig wéren (etwa zur Schitzung des Erwartungswertes des Prozesses zur
Zeit t mittels Mittelwertbildung).

Oft stehen diese aber gar nicht zur Verfiigung. Ebensowenig steht die genaue
Beschreibung der zweidimensionalen Verteilungsdichten zur Verfiigung.

5 eigentlich unendlich viele!
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Dies ist die schlechte Nachricht. Die gute Nachricht ist, dass man dieses Wis-
sen in den meisten Féllen nicht benétigt.

Ist ndmlich bekannt, dass der physikalische Erzeugungsmechanismus fiir al-
le Realisierungen des Prozesses der gleiche ist, was in sehr vielen Féllen an-
genommen werden kann, so kann man die Kennwerte des Prozesses (die so
genannten Scharkennwerte) aus entsprechenden Zeitkennwerten ermitteln.
Solche Prozesse heifien ergodisch, und in vielen Féllen wird angenommen,
dass ein stochastisches Signal (zumindest ndherungsweise tiber den Beob-
achtungszeitraum hinweg) stationar und ergodisch ist.

Gin im weiteren Sinne stationirer, zeitkontinuierlicher stochastische)
Prozess (X¢),p heif}t ergodisch (im weiteren Sinne), wenn fiir alle Mus-
terfunktionen x(t) des Prozesses gilt:

T
E(X,) =E(X) =7 := lim % / x(t) dt, (410.1)
=T
T
V(X;) =V(X) =352 := Jim % / (x(t) —Z)2 dt, (410.2)
-T
T
_ : 1
rxx(T) = Tau(T) i= qll_rgo 5T /x(t)x(t + 7) dt. (410.3)
-T

- )

Nattirlich kann der Begriff der Ergodizitit (fast) gleichlautend auch fiir dis-
krete Prozesse formuliert werden:

/Ein im weiteren Sinne stationdrer zeitdiskreter stochastischer Prozess\
(Xn),,c7 heiSit ergodisch (im weiteren Sinne), wenn fiir alle Musterfunk-

tionerrllea%n des Prozesses gilt:
N
E(X,) =E(X) =7:= lim - N _Z (410.4)
__N
V(X,) =V(X) =72 := Jim o N _Z T)2, (410.5)
R o
rxx (k) = Toa(k) i= lim oo EN 5 b (410.6)

- J
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Ist ein stationédrer Prozess also zusitzlich ergodisch, so entspricht der eigent-
lich zu ermittelnde Scharmittelwert ungefdhr dem (immer gleichen) Zeitmit-
telwert einer Musterfunktion, wenn nur die Mittelungsszeit (Beobachtungs-
zeit) (T bzw. N) der Musterfunktion lang genug gehalten werden kann. Ahn-
liches gilt fiir die Scharvarianz und die Autokorrelation.

Dass die Annahme der Ergodizitét oft gerechtfertigt ist, kann man sich wie-
der an den uns bislang begleitenden Beispielen klar machen.

5.5 Beispiel (Ergodizitit des Widerstandsrauschens)

Der stationdre Prozess des thermischen Rauschens kann sicherlich als ergo-
disch betrachtet werden. Statt viele Rauschspannungen an gleichartigen Wi-
derstinden parallel zu messen, kann ersatzweise ein Widerstand {iiber die
gleiche Messzeit nacheinander vermessen werden. Andern sich die dufle-
ren Bedingungen (z.B. Temperatur) nicht, so sind die physikalischen Voraus-
setzungen fiir den Prozess der Elektronenbewegung, welcher die als Span-
nung messbaren Potentialunterschiede hervorruft immer gleich. Viele paral-
lele Messungen konnen also durch viele zeitlich hintereinander durchgefiihr-
te Messungen ersetzt werden. |

5.6 Beispiel (Ergodizitit der Fahrbahnrauhigkeit)

Ahnlich ist es mit den vertikalen Auslenkungen, die die Fahrbahn einer Fahr-
bahnklasse (z.B. Autobahn) hervorruft. Statt viele Male die gleiche Strecke
zu fahren, kann auch eine lange Strecke vermessen werden, vorausgesetzt es
kann davon ausgegangen werden, dass sich die Streckencharakteristik nicht
andert (es bleibt beim gleichen Fahrbahntyp). |

Wie an dem vorangegangenen Beispiel zu sehen ist, griindet sich die Eigen-
schaft der Ergodizitit in der Praxis auf heuristische Betrachtungen und An-
nahmen. Ein formaler Beweis dieser Eigenschaft ist im Allgemeinen nicht zu
fithren. Die Annahme wird in den meisten Féllen durch den Vergleich der
Ergebnisse der unter dieser Voraussetzung angestellten Berechnungen mit
der Realitdt gerechtfertigt.

In der Praxis kann der zeitliche Grenzprozess in den Gleichungen (410.1)
bis (410.3) bzw. (410.4) bis (410.6) nattirlich nicht durchgefiihrt werden. Der
Grenzwert wird durch den tiber einen endlichen Beobachtungszeitraum be-
rechneten Wert ersetzt.

Statistisch gesprochen bedeutet dies, dass im ergodischen Fall die ohne die
Grenzwertbildung bestimmten zeitlichen Kennwerte des Prozesses Schiitzer
fiir die eigentlichen Kenngrofien bilden!

Praktische Berechnungen werden natiirlich in aller Regel im zeitdiskreten
Fall durchgefiihrt, da in der Praxis die Signale als zeitdiskretisierte Abtast-
werte vorliegen.
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Fiir diese Berechnungen bietet die MATLAB Signal Processing Toolbox ent-
sprechende Funktionen an.

5.1.4 Berechnung von Prozesskennwerten mit MATLAB

Zur Berechnung der Kreuz- und Autokorrelationsfunktion stehen die MAT-
LAB-Funktionen xcorr und xcov zur Verfiigung. Die Funktionen berech-
nen die Korrelationen fiir endliche, diskrete Datenvektoren. Implizit wird
dabei davon ausgegangen, dass es sich um einen abgetasteten Ausschnitt ei-
nes ergodischen stationdren Prozesses handelt.

xcorr berechnet mit der Option 'biased’ fiir zwei diskrete Signale (x,)
und (y,,) die Kreuzkorrelationsfolge

| NIk
eryk) =5 D Tnbnin (412.1)
n=0
und damit eine Schéatzung von:
1 N
N N T n;N TnYnk (4122)

Der * deutet an, dass konjugiert komplexe Werte berechnet werden miissen®.
Wird nur (z,,) angegeben, so wird die Autokorrelationsfolge berechnet.
xcov ist die MATLAB-Funktion zur Berechnung der so genannten
Covarianzfunktion (Covarianzfolge). Dies ist i.W. die Korrelationsfunktion
der Signale, bereinigt um die Mittelwerte. Sind die Signale mittelwertfrei’,
so erhdlt man das gleiche Resultat.

Zur Berechnung der Mittelwerte und Varianzen stehen die Standard-
MATLAB-Funktionen mean und var zur Verfiigung.

Das nachfolgende Beispiel soll die Verwendung dieser Funktionen illustrie-
ren.

5.7 Beispiel (Stationire ergodische Prozesse mit MATLAB)

Mit Hilfe des in Abbildung 5.6 dargestellten Simulink-Systems
s_Rausch.mdl konnen mittelwertfreie Musterfunktionen eines Rauschsi-
gnals und eines durch einen Bandpass gefilterten Rauschsignals erzeugt
werden.

Bei dem Rauschsignal handelt es sich um ein so genanntes bandbegrenztes
weifses Rauschsignal, dessen Struktur in Abschnitt 5.2 noch ndher unter-
sucht werden soll. Fiir den Augenblick kann dieses Signal als Nachbildung
eines Widerstandsrauschens aufgefasst werden.

6 Wie bisher, werden wir auch im Folgenden nahezu ausschlieflich reelle Signale betrachten.
Die Definitionen (410.1) bis (410.6) beziehen sich daher auf reelle Prozesse. Sind die Signale
komplexwertig, so miissen diese Definitionen entsprechend verdndert werden.

Tdh.E(X)=0
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Der Bandpass ist in der mit dem Initialisierungsbutton anwéhlbaren Vor-
einstellung ein Butterworth-Tiefpass mit Mittenfrequenz 200 Hz und einer
Bandbreite von 10 Hz (3 dB-Grenzfrequenzen bei 200 + 5 Hz).

o]

rsid
Rauschquelle butter
». /\ ».
Analoges rsigbp
Bandpassfilter
Initialisierung

(bitte vor Start anklicken )

Abb. 5.6: Simulink-System s_Rausch.mdl zur Erzeugung zweier mittelwertfreier
Rauschsignale

Nach Durchfiihrung einer Simulation mit diesem System liegen die Rausch-
signale in den Matrizen rsig0 und rsigbp vor und konnen unter MATLAB
weiter verarbeitet werden. Mit den Anweisungen

>> rsig0 = rsig0(:,2);
>> rsigbp = rsigbp(:,2);
>> subplot(211)

>> plot(t,rsig0);

>> xlabel (’Zeit/s”)
>> ylabel ("Ampl. ")

>> grid

>> subplot(212)

>> plot(t,rsigbp, 'k’);
>> xlabel (’Zeit/s”)
>> ylabel ("Ampl. ")

>> grid

konnen die in Abbildung 5.7 wiedergegebenen Musterfunktionen® der
Rauschsignale im Zeitbereich dargestellt werden.
Man erkennt zwar eine unterschiedliche Struktur der Zeitsignale, weitere
Aufschliisse liefert jedoch die Berechnung der Kennwerte (410.4) bis (410.6),
die wir unter der Ergodizitdtsvoraussetzung mit Hilfe von MATLAB leicht
schiitzen konnen:

8 Man beachte: Da es sich um Zufallssignale handelt, konnen sowohl die Grafiken als auch

die spéter berechneten Kennwerte von Simulation zu Simulation von den hier angegebenen
Resultaten abweichen.
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Zeit/s

10

Zeit/s

Abb. 5.7: Zwei mit dem Simulink-System s_Rausch.mdl erzeugte Rauschsignale

>> mean(rsig0) % Schatzung Erwartungswert
ans =

—0.0043
>> mean(rsigbp) % Schdtzung Erwartungswert
ans =

1.6149e—007
>> var(rsig0) % Schatzung Varianz
ans =

0.9749

>> var(rsigbp) % Schétzung Varianz
ans =

1.1874e—005

>> std (rsigbp)

ans =
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0.0034

Theoretisch miissten beide Mittelwerte 0 sein (was nattirlich exakt nicht ge-
troffen werden kann, da es sich um eine Schiatzung aufgrund einer endlichen
Musterfunktion handelt). Die Bedeutung der Varianz werden wir spéter kla-
ren.

Interessant ist die Berechnung der Korrelationsfunktionen (vgl. Datei Aus-
wertungRausch.m ):

Ta = fixstep; % Abtastintervall
T = simudauer; % Dauer der Signale

% Berechnung des Korrelationszeitintervalls
czeit = (—T:Ta:T);

% Berechnung der Autokorrelationen
xrsig0 = xcorr(rsig0, "biased’);
xrsigbp = xcorr(rsigbp , "biased”);

% Plot der Autokorrelationsfunktionen
subplot(211)

plot(czeit ,xrsig0 ,’'b’”);
xlabel (’Zeit/s”)

xlabel (’Verschiebung \tau /s’)
ylabel ("r_{XX}(\ tau) ")

grid

subplot(212)

plot(czeit ,xrsigbp , 'k”);
xlabel(’Verschiebung \tau /s’)
ylabel ("r_{XX}(\ tau) ")

grid

In Abbildung 5.8 sind die berechneten Autokorrelationsfunktionen darge-
stellt.
Deutlich sind Korrelationsmaxima bei 7 = 0 zu erkennen, was nicht weiter Ubung 129
verwunderlich ist, denn bei einem Vergleich eines Signals mit einerum 7 =0 __
verschobenen Version ist die ,, Ahnlichkeit” sicher maximal (die Signale sind Ubung 130
identisch!). Es gilt also stets (vgl. dazu auch Ubung 129):

maxrxx (1) = rxx(0). (415.1)

Aulffillig ist auch die Symmetrie der Autokorrelationsfunktionen. In der Tat
gilt immer (vgl. dazu Ubung 130):

T'X)((T) :’I'Xx(f’r) V1eR. (4152)
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. 0.5F 1
)
X

0

_0.5 L L L
-10 -5 0 5 10
Verschiebungt/s
-5
10
2 X

-10 -5 0 5 10
Verschiebungt/s

Abb. 5.8: Autokorrelationsfunktionen der Signale aus Abbildung 5.7

Die berechneten Verschiebungen reichen von —1" bis T', wobei T die Zeitdau-
er des Signalausschnittes ist. Verschiebungen dariiber hinaus haben keinen
Sinn, da keine gemeinsamen Zeitpunkte mehr betrachtet werden (alle Pro-
dukte in der Formel’

1 N

SN > TnTnik (416.1)
n=—N

wiirden 0 werden). Da es sich um diskretisierte Werte handelt, berechnet
xcorr auch nur diskrete Werte der Autokorrelationsfunktion im Raster des
Abtastintervalls T,,. Der der diskreten Korrelation zugeordnete Zeitvektor
der Verschiebungen gegeneinander muss daher in Schritten T, von der ma-
ximalen Verschiebung —7T in die negative Zeitrichtung bis zur maximalen
Verschiebung 7" in die positive Zeitrichtung definiert werden.

Abbildung 5.9 illustriert die obigen Uberlegungen anhand einer Prinzipdar-
stellung. Man beachte dabei, dass die Indizierung bei dieser Darstellung von
der der Formel (416.1) differiert, da der MATLAB-Berechnung ein Datenvek-
tor ¥g,z1,... ,oy (und nicht _y, ..., xx) zu Grunde liegt'.

An der Prinzipdarstellung 5.9 erkennt man ferner, dass die berechneten
Werte der Korrelationsfunktion (Korrelationsfolge) fiir Zeitverschiebungen
in der Ndhe von T und —7 nur auf sehr wenigen Abtastwerten beruhen.

9 Wir setzen reelle Signale voraus!
10 bzw. in der MATLAB-Indizierung 1,2, ... ,TN+1
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T, Zeitachse
1 1 1 1 1 1 1 1 I 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
T T T T T T T T I T T T T T T T T T T T T T T
=T 0 T
0 0 tee 0o Datenvektor
C. X0 T1 e TN
4 0 st 0 verschobener Datenvektor
Zo T1 XN
00 e 0 H———t—t—t——+ Datenvektor
<. X0 X1 - TN
00 - 0 ——tttt verschobener Datenvektor
To T1 X2 cee XN
0 0 T 0 —m———t—t—+—+— 0 0
° Xo T1 e XN
0 0 s ——
Xo T1 T2

Abb. 5.9: Illustration zur Berechnung der Autokorrelation eines diskreten Signals
To, Z1,...,xrNn mit MATLAB

Grundsitzlich liefern diese Werte also keine gute Schidtzung mehr fiir die
tatsdchlichen Werte der Autokorrelation.

Dieser Effekt kann durch die Verwendung der Option ‘unbiased’ der
MATLAB-Funktion xcorr etwas abgemildert werden. Der Aufruf

>> ¢x = xcorr(x, unbiased’);

beispielsweise, skaliert die Werte

N
> Ttk (417.1)
n=—N
nicht wie in Gleichung (416.1) mit ﬁ, sondern mit m, berechnet
also:
1 N
SN L1 nTn+k- 417.2
2N+17|k|n;xx+k (417.2)

-N
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Fiir kleine k stimmt das Ergebnis noch ganz gut mit den mit Wlﬂ skalierten

und damit der Definition der Korrelationsfunktion entsprechenden Werten
tiberein. Fiir grofie k ist der Skalierungsfaktor m grofier und hebt die
Werte in der Ndhe von T'und —T an. Dadurch wird der Effekt, dass die Werte
von xcorr an diesen Stellen aufgrund der geringen Anzahl von verwende-
ten Abtastwerten klein werden, teilweise wieder aufgehoben.

Trotz dieser durch die Option 'unbiased’ bereitgestellten Moglichkeit sind
jedoch nur die berechneten Werte in der Nédhe der Verschiebungszeit 7 = 0
(k = 0) wirklich verldssliche Schiatzungen der Korrelationsfunktion. Dies
sollte bei der Interpretation der numerischen und grafischen Ergebnisse stets
beriicksichtigt werden.

An der Korrelationsfunktion kénnen weitere Dinge abgelesen werden. Inter-
essant ist der Wert des Korrelationsmaximums bei 7 = 0 (k = 0):

>> max(xrsig0)
ans =

0.9748
>> var(rsig0)
ans =

0.9749
>> max(xrsigbp)
ans =

6.0603e—007

>> var (rsigbp)
ans =

1.1874e—005

Offenbar ist der maximale Wert gerade die Varianz des Signals. Dies ldsst
sich analytisch leicht verifizieren. Da fiir 7 = 0 der Verschiebungsindex k = 0
ist, folgt fiir den Wert

N N

1 1
22(0) = === ndn = Sx 1 2~ _2, 418.1
722(0) 2N+1n;Na:,x 40 2N+1n;an oo (418.1)

da der Prozess mittelwertfrei ist und Z ~ 0 gilt.
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Theoretisch muss fiir mittelwertfreie Prozesse die exakte Beziehung
TX)((O) = V(X) (419.1)

gelten, wie den Definitionen der Autokorrelatiqnsfunktion zu entnehmen ist.
Denn im Allgemeinen gilt [2] (vgl. dazu auch Ubung 128):

rxx(0) = E(X; - Xip0) = E(X?) = V(X) + E(X)*. (419.2)

Weitere Informationen iiber die Prozesse bekommt man, wenn man die Kor-
relationsfunktionen in der Umgebung von 0 (hier beruht die Schiatzung, wie
bereits erwdhnt, auf einer geniigend grofien Uberlappung der Datensitze)
etwas genauer anschaut. In Abbildung 5.10 ist ein solcher Ausschnitt darge-
stellt.

)
o
<

0 — A L S

-0.05-0.04 -0.03 -0.02-0.01 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

Verschiebungt/s

x107°

_1 i i i i i i
-0.05-0.04 -0.03-0.02-0.01 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
Verschiebungt/s

Abb. 5.10: Autokorrelationsfunktionen der Signale aus Abbildung 5.7 (Ausschnitt
um 7 = 0)

Ubung 128

Die Abbildung zeigt, dass offenbar die ,Selbstihnlichkeit” des ersten Ubungi31
Rauschsignals bereits fiir kleine Zeitverschiebungen nahezu verschwindet.
Zwei aufeinander folgende Werte des Prozesses haben praktisch statistisch UPung 132

nichts miteinander zu tun.
Die zweite Korrelationsfunktion zeigt eine periodische Struktur. Offenbar

Ubung 133

wiederholen sich die vom Prozess erzeugten Werte in irgendeiner Weise zu- Whsieres 165

mindest im Mittel periodisch. Eine Analyse des Signals anhand von Abbil-
dung 5.10 ergibt 2 Schwingungen pro 0.01 s. Dies entspricht einer Frequenz



Ubung 138

Ubung 139
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von 200 Hz und damit der im Bandpass des Simulink-Systems eingestellten
Mittenfrequenz. Offenbar prigt der Bandpass dem Prozess und damit den
an sich zufilligen Musterfunktionen eine gewisse Regelmafigkeit auf, die
durch die Analyse des Korrelationssignals ermittelt werden kann.

Diese Erkenntnis ist fundamental fiir die Definition des Spektrums eines Pro-
zesses und die Spektralanalyse stochastischer Signale, wie im folgenden Ab-
schnitt gezeigt wird. |

Die im vorliegenden Abschnitt eingefiihrten und fiir die Analyse stochasti-
scher Signale fundamentalen Begriffe sollen abschliefSend an einem weiteren
Beispiel vertieft werden.

Dazu wird mit Hilfe der von MATLAB bereitgestellten Zufallsgeneratoren
ein diskreter stochastischer Prozess erzeugt. Seine Eigenschaften werden an-
schlieflend analysiert.

5.8 Beispiel (Diskreter stochastischer Prozess)

In den MATLAB-Funktionen rpl.m, rp2.m und rp3.m des Begleitmaterials
werden mit Hilfe von Zufallsgeneratoren diskrete Zufallsprozesse simuliert
(8].

Exemplarisch soll der Prozess aus rp2.m zur ndheren Untersuchung heraus-
gegriffen!! werden.

Der Erzeugungsmechanismus in rp2.m wird durch die Anweisungen

MR = rand (M, 1)*ones (1 ,N);
rauschprozess = (rand (M\N) —0.5).«MR+0.75;

definiert.

Die erzeugten Werte konnen als Musterfunktionen eines diskreten Rausch-
prozesses aufgefasst werden, der durch

RP =X, .Y, +b=X-Y+b, neZ (420.1)

definiert ist. Dabei ist X eine im Intervall [ 1, ] gleichverteilte Zufallsvari-
able und Y eine zu X stochastisch unabhingige und im Intervall [0, 1] gleich-
verteilte Zufallsvariable.

Aus dieser Modellierung folgt geméfi den allgemeinen Rechenregeln (vgl.
Anhang A.7, Seite 559)

E(a-Z+B) = aE(Z) + 5,

(420.2)
V(a-Z+ B) = a?V(2)

fur eine Zufallsvariable Z und «, 8 € R, dass fiir den Erwartungswert

11 Fiir die anderen beiden Prozesse sei auf die Ubungen verwiesen!
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E (Rg,?)) —E(X-Y)+b=EX) EY)+b=0- % Yb=075 (4211

und die Varianz

v (R;”) —V(X-Y)=E ((X Y - 0)2)

(421.2)
=E(X*-Y?) =E(X?) - -E(Y?)

gilt.

In dieser Berechnung wurde die stochastische Unabhéngigkeit von X und Y’

ausgenutzt, sowie die Tatsache, dass E(X -Y') = 0 ist.

Wegen
V(X)=E(X?) -E(X)*=E (X?),
V(Y) =E(Y?) ~E(Y)? =E (Y?) (%)2 : 219
folgt aus (421.2):
v (Rﬁ?) —V(X)- (V(Y) + %) . (421.4)

Die beiden gleichverteilten Zufallsvariablen X und Y haben jedoch beide die
Varianz . Damit folgt:

1 /1 1
(2) —_ . J— — =
V(Rn ) = (12 + 4> 0.0278. (421.5)

Fir die Autokorrelationsfunktion (Autokorrelationsfolge) erhalt man:

ren) = (- R
E (XY +b) (Xngh - Yosr +b)) (421.6)
E (Xn Y- X7L+k . }/n—&-k +b-Xpn-Yn+0- Xn+k . Yn+k + b2) .

Sowohl die Variablen X und Y, als auch die Variablen X resp. Y zu ver-
schiedenen Zeitpunkten (k # 0) sind stochastisch unabhingig (vgl. den Erzeu-
gungsmechanismus in rp2.m), so dass wegen E(X,,) = E(X,,1x) =E(X) =0
gilt:
rign(k) = E(Xa) - E(Ya) - E(Xnix) - E (Yare)
+bE(Xn) E(Yn) +b]E(Xn+k) E(YnJrk) +b2 (4217)
=b? = (0.75)% = 0.5625.
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Insbesondere entnimmt man dieser Berechnung, dass das Ergebnis nicht von
n abhangt!
Fiir gleiche Zeitpunkte (k = 0) gilt (vgl.421.6):
reh(0) = E (X2 Y2 4+2:b- X, - Y, + )
=E (X2 Y7?)+0+0
=V (R +0?
= 0.0278 + 0.5625 = 0.5903.

(422.1)

Da die Autokorrelationsfunktion nicht von n, sondern nur von k abhingt
und die Kennwerte E (pr) und V (Rg? )) ebenfalls konstant sind, ist der

2) . . . . .
Prozess R% ) im weiteren Sinne stationdr!

Ob der in rp2.m realisierte Prozess als ergodisch angenommen werden kann,
kann zumindest experimentell untermauert werden.

Dazu wird zunichst ein Signal mit sehr vielen Abtastwerten (z.B. 100000)
erzeugt:

>> rauschprozess2 = rp2(100000,1);

Mit Hilfe dieser Daten konnen die Kennwerte im zeitlichen Mittel bestimmt
werden:

>> EXb = mean(rauschprozess2)
EXb =

0.7503
>> VXb = var(rauschprozess2)
VXb =

0.0277

Offenbar entsprechen diese Kennwerte (zumindest approximativ) den theo-
retisch berechneten Kennwerten.

Fiir die Autokorrelationsfunktion (Autokorrelationsfolge) erhalten wir:

>> N = 100000;

>> % Rauschprozess 2

>> xcorr2 = xcorr(rauschprozess2, 'unbiased’);
>> cn = (—(N—-1):N—-1); % Korrelations"zeit"
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>> xcorr2theorie = 0.5625x0ones(size(cn));

>> xcorr2theorie(N) = 0.5903;% Wert bei Zeit 0

>> % Plot der geschatzten und der theoretischen

>> % Autokorrelationsfunktion.

>> plot(cn, xcorr2,’r’, cn, xcorr2theorie,’b’,’LineWidth”’ ,3);
>> axis ([ —40,40,0.562,0.595])

>> grid

>> xlabel(’Index/n")

>> ylabel ("r~{(2)}_{RR}")

Abbildung 5.11 zeigt, dass die iiber die Zeit gemittelte Autokorrelations-
funktionen der beiden Prozesse mit den theoretischen Ergebnissen gut iiber-
einstimmen.

0.59

0.585}

0.58
o

0.575}

0.57

0.565|

-40 -20 0 20 40
Index/n

Abb. 5.11: Durch zeitliche Mittelung berechnete Autokorrelationsfunktionen
(Autokorrelationsfolgen) des Prozesses rp2.m

Insgesamt kann also der in rp2.m realisierte (diskrete) Prozess als im weiteren
Sinne stationdr und ergodisch angesehen werden. |

5.1.5 Ubungsaufgaben

Ubung 128 (Losungsband Seite 295)

Weisen Sie mit Hilfe der allgemeinen Rechenregeln aus Anhang A.7, Seite
559 nach, dass fiir einen diskreten!? stationiren Prozess X,, stets gilt:

12 Fiir einen realisierbaren zeitkontinuierlichen Prozess gilt dies, genau wie die Aussage (424.2)
aus Ubung 129, ebenfalls!
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rxx(0) =E(X?) = V(X) + E(X)2. (424.1)
Folgern Sie daraus, dass fiir einen mittelwertfreien Prozess X, der Wert von
rxx (0) stets mit der Varianz tibereinstimmt.
Ubung 129 (Losungsband Seite 296)

Zeigen Sie, dass fiir einen diskreten stationdren Prozess X, stets gilt:

maxrxx (k) = rxx(0). (424.2)

Verwenden sie dabei die Tatsache, dass fiir den so genannten Korrelationsko-
effizienten p(X,Y’) zweier Zufallsvariablen X und Y stets gilt [2]:

E(X -EX)) - (Y —E(Y)))
) o) <1. (424.3)

-1 S p(Xa Y) =

Hinweis: Betrachten Sie zunéchst nur einen mittelwertfreien Prozess und ver-
suchen Sie danach das dafiir gewonnene Ergebnis zu verallgemeinern.

Ubung 130 (Losungsband Seite 297)

Zeigen Sie, dass die Autokorrelationsfunktion eines stationdren Prozesses ei-
ne gerade Funktion ist, d.h. dass folgende Symmetriebedingung gilt:

T'Xx(T):T‘X)((—T) V1eR (4244)

Ubung 131 (Losungsband Seite 297)

Betrachten Sie den Prozess

X: = a - sin(wt + D). (424.5)

Dabei seien a € Ry, w € R und die Phase &, eine im Intervall [0, 27] gleich-
verteilte Zufallsvariable!

Dieser Prozess kann wie folgt interpretiert werden: Eine Musterfunktion von
X; ist ein harmonisches Signal, welches ab einem beliebigen Startzeitpunkt
(der dann auf ¢t = 0 normiert werden kann) beobachtet wird. Die Nullphase
zu diesem Zeitpunkt kann beliebig sein und keine Nullphase kommt dabei
bevorzugt vor.

Man bezeichnet diesen Prozess als Harmonischen Prozess.

Zeigen Sie, dass es sich bei dem Harmonischen Prozess X; um einen im wei-
teren Sinne stationdren Prozess handelt.

Uberpriifen Sie anschlieend mit Hilfe der MATLAB-Funktion HarmonPro-
zess.m der Begleitsoftware experimentell, dass der Prozess als ergodisch an-
genommen werden kann!
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Hinweis: Verwenden Sie folgende trigonometrischen Identitaten:

sin(a + b) = sin(a) - cos(b) + cos(a) - sin(b),

1 1 (425.1)
sin(a) - sin(b) = 5 cos(a —b) — 5 cos(a + b) Va,b € R.

Ubung 132 (Losungsband Seite 302)

Betrachten Sie den Fall eines ,,Sinus in additivem Rauschen”

X: = a-sin(wt + @) + Ny. (425.2)

Dabei sei N, ein stationdres ergodisches Rauschsignal. Nehmen Sie ferner an,
auch der Prozess X, sei stationdr ergodisch.

Berechnen Sie unter dieser Voraussetzung die Kennwerte E(X), V(X) und
rx x (7) des Prozesses.

Ubung 133 (Losungsband Seite 304)

Zeigen Sie, dass der in Ubung 132, Gleichung (425.2) definierte Prozess ,Si-
nus in additivem Rauschen” streng genommen kein (im weiteren Sinne) sta-
tiondrer Prozess ist.

Begriinden Sie, warum die Ergebnisse und Aussagen aus Ubung 132 im Lich-
te von Ubung 131 gesehen trotzdem sinnvoll sind!

Ubung 134 (Losungsband Seite 305)

Erzeugen Sie mit Hilfe des Simulink-Systems s_Rausch.mdl mehrere Mus-
terfunktionen der Rauschsignale. Berechnen Sie anschlieflend die Autokor-
relationsfolgen und bilden Sie jeweils die Mittelwerte dieser Folgen, um die
eigentlich notwendige Erwartungswertbildung fiir die Autokorrelation zu-
mindest approximativ nachzubilden.

Berechnen Sie anschlieflend eine FFT der gemittelten Autokorrelationsfolgen
und versuchen Sie, das Ergebnis zu interpretieren!

Ubung 135 (Losungsband Seite 308)

Uberpriifen Sie mit Hilfe von MATLAB Thr Ergebnis aus Ubung 132. Erzeu-
gen Sie dazu ein Sinussignal in Rauschen, etwa indem Sie das Rauschsignal
aus Ubung 134 verwenden und ein Sinussignal aufaddieren.

Ubung 136 (Losungsband Seite 312)

Betrachten Sie das Simulink-System s_delay.mdl der Begleitsoftware. In-
itialisieren Sie mit dem Initialisierungsfile init_delay.m eine Verzogerung
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des Signals durch den Transport Delay-Block. Nehmen eine Signalpro-
be auf, wobei Sie den Zufallsgenerator mit Hilfe des Parameters seed im
Rauschsignal-Block neu initialisieren.

Berechnen Sie nach der Simulation die Kreuzkorrelation der beiden Signale,
etwa durch

cross=xcorr (dsig(:,1),dsig(:,2), "unbiased”);

Plotten Sie das Ergebnis und versehen Sie dabei die z-Achse mit dem richti-
gen Zeitmaf3.
Bei welcher Zeit finden Sie das Korrelationsmaximum?

Ubung 137 (Losungsband Seite 314)

Mit dieser und der folgenden Ubung [8] sollen die Begriffe stationdr und
ergodisch nochmals anhand eines MATLAB-Beispiels verdeutlicht werden.

(a) Untersuchen Sie dazu zunichst den Programmquelltext der MATLAB-

Funktionen rpl.m und rp3.m .
In allen drei Funktionen werden Zufallsprozesse simuliert. Beschreiben
Sie diese Zufallsprozesse mit geeignet definierten Zufallsvariablen.

(b) Bestimmen Sie anhand der Modellierung aus Aufgabenteil (a) die Kenn-
werte E(X;) und V(X;) der Prozesse.

Hinweis: Verwenden Sie dabei die Resultate zu Berechnung der Kennwerte
E(X) und V(X) aus Anhang A.7!
Ubung 138 (Losungsband Seite 316)

Berechnen Sie, sofern moglich, mit Hilfe der in Ubung 137 gewonnenen Mo-
dellierungen die Autokorrelationsfunktionen der in rpl.m und rp3.m defi-
nierten Prozesse.

Entscheiden Sie, welche der Prozesse im weiteren Sinne stationar sind!

Ubung 139 (Losungsband Seite 319)

Generieren Sie fiir die in rpl.m, rp2.m und rp3.m definierten Prozesse durch
Aufruf der Funktionen, beispielsweise durch

rauschprozess3 = rp3(100,100);

jeweils eine 100 x 100-Matrix bestehend aus 100 Zeilenvektoren der Lange
100, welche jeweils eine diskrete Musterfunktion des simulierten Zufallspro-
zesses darstellen sollen.
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Bestimmen Sie mit Hilfe von MATLAB fiir die in den Ubungen 137 und
138 als im weiteren Sinne stationdr identifizierten Prozesse Schitzungen der
Scharkennwerte und der Autokorrelationsfunktion und tiberpriifen Sie so
die dort gewonnenen Ergebnisse.

Priifen Sie anschliefSend experimentell, ob die Prozesse auch als ergodisch an-
genommen werden konnen.

5.2 Das Leistungsdichtespektrum

Im vorangegangenen Abschnitt wurde dargelegt, dass auch stochastische
Signale frequenzabhingige Charakteristika aufweisen konnen (vgl. Beispiel
5.7, S. 412 und die Ubungen 131 bis 135). Mit Hilfe des Ubergangs auf Si-
gnalklassen, welcher es erlaubt, , den Zufall auszumitteln”, kann nun der
fur deterministische Signale wichtige Begriff des Spektrums, resp. des spek-
tralen Inhalts eines Signals auf Zufallssignale tibertragen werden.

Dies fiihrt auf den fiir die Analyse von stochastischen Signalen zentralen
Begriff des Leistungsdichtespektrums.

5.2.1 Korrelation und Leistungsdichte

Wie bereits angedeutet, , misst” die Autokorrelationsfunktion fiir stationédre
Prozesse (X ):er die Selbstdahnlichkeit der Musterfunktionen zu verschiede-
nen Zeitpunkten. Fiir zwei verschiedene Prozesse (X;)ier und (Y;);er kann
man mit der Kreuzkorrelationsfunktion rxy (1) deren Ahnlichkeit gegen-
uber um 7 zeitverschobenen Versionen messen. Dies ist insbesondere niitz-
lich bei der Untersuchung des Ubertragungsverhaltens eines LTI-Systems
und fiir Laufzeitmessungen. Wir werden darauf in den Abschnitten 5.3.1,
S. 453 und 5.5.5, S. 498 ausfiihrlich zuriickkommen.

Ist (X;);er ein stationérer Prozess'3, so kann man die Autokorrelationsfunk-
tion wie folgt interpretieren:

rxx (7) misst die ,Ahnlichkeit” von (X1)ier gegeniiber einer um 7 zeit-
verschobenen Version.

rx x(7) enthélt , periodische Anteile”, falls (X¢):cr ,verborgene Periodi-
zitdten” hat.

Mit dem Ubergang zu Autokorrelationsfunktionen stehen uns die in Kapitel
2 bis Kapitel 4 erarbeiteten Werkzeuge wieder zur Verfiigung, denn rx x (7)
ist deterministisch!

Der Zufall wurde durch die Erwartungswertbildung ,,ausgemittelt”. Alle mit
rxx (7) ermittelten Charakteristika sind feste, nicht zufillige Parameter des
gesamten Prozesses (X);cr!

Eine Spektralanalyse (Fourieranalyse) der Autokorrelationsfunktion sollte
also diese periodische Charakteristika des Prozesses sichtbar machen!

13 Der Einfachheit halber werden in der Argumentation zeitkontinuierliche Prozesse verwen-
det. Die Aussagen gelten selbstredend auch fiir diskrete Prozesse.
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Leistungsdichtespektren zeitkontinuierlicher Prozesse

Diese Idee fithrt dazu, durch den folgenden Begriff auch stochastischen Si-
gnalen ein Spektrum zuzuweisen:

Sei (X¢)ter ein zeitkontinuierlicher stationdrer Prozess. Dann heifst:

Sxx (jw) = F(rxx(7))(jw)

7 . 4281
= /’/’X)((T)G_JWT dr ( )

das Leistungsdichtespektrum von (X );cr.

J

Der Begriff Leistungsdichtespektrum erklart sich aus folgender Uberlegung
heraus. Der Autokorrelationsfunktion rx x(7) kann die physikalische Ein-
heit Watt [W] (Leistung) zugeordnet werden, denn es gilt etwa fiir ein ergo-
disches Spannungssignal z(t):

T
Xerg. 1

Tsoﬂ o x(t)x(t + 7) dt. (428.2)
Y

’I“X)((’T)

Betrachtet man die physikalischen Einheiten, so erhélt man auf der rechten
Seite der Gleichung (428.2) bei Bezug auf 1 (2 die Einheit * - Vﬁz s =W.
Insbesondere gilt im ergodischen Fall:

g N
rxx(0) = (Sxx (jw))(0)

. oo ‘
- JwWT
— / Sxx(jw)e’™T dw

=0 (428.3)
T
lim / 2(t) dt
~ lim — .
T—oo 2T *
-T

- J

Dies entspricht der mittleren (Gesamt-)Signalleistung von x(t).
Approximiert man in Gleichung (428.3) das Fourierintegral durch eine Sum-
me, so erhilt man:

1 [ee)
rxx(0) —Aw Y Sxx(jkAw). (428.4)

k=—o0
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Das heifit, rxx (0) und damit die Durchschnittsleistung ergibt sich (bis auf
Konstante) als ,Summe” der Spektralanteile des Leistungsdichtespektrums.
Betrachtet man wiederum die physikalischen Einheiten in Gleichung (428.4),
so erhilt man auf der linken Seite Watt und auf der rechten Seite:
L Binheit von S x (jkAw). (429.1)
rad s
Die physikalische Einheit von Sx x (jkAw) muss also Ws oder auch - sein
und Sx x (jkAw) kann als Anteil der Leistung des Signals im k-ten Frequenz-
band der Breite Aw angesehen werden!

Die physikalische Einheit des Leistungsdichtespektrums ist also Leistung
pro Hz Frequenzband () und spiegelt somit die Verteilung der Signalleis-
tung im Frequenzbereich wieder.

Dies ist insbesondere fiir Spektralanalysen im mechanischen Bereich inter-
essant, wo es beispielsweise um die Ermittlung schadlicher Frequenzanteile
geht. So etwa in der nicht-zerstorenden Materialpriifung, wo mit akustischen
Signalen auf schéddliche Resonanzen rotierender Teile gepriift wird.

Der Wert 7 x x (0) hangt noch mit einer anderen wichtigen Kenngrofie zusam-
men, resp. ist zu dieser dquivalent.

Dies ist der fiir Wechselsignale in der Elektrotechnik geldufige Begriff des
Effektivwertes.

Der Vorteil dieser Grofie ist die Tatsache, dass X. s die gleiche physikalische
Einheit hat wie (X;);cr selbst und somit direkt mit den Amplituden eines
Mustersignals z(t) vergleichbar ist.

Leistungsdichtespektren zeitdiskreter Prozesse

In den seltensten Féllen kann die Berechnung von Korrelation und Leis-
tungsdichtespektren analytisch durchgefiihrt werden. In der Praxis liegen
gemessene, diskretisierte, endliche Folgen von Abtastwerten einer Muster-
funktion eines Prozesses vor.

Der Begriff des Leistungsdichtespektrums kann aber nattirlich auch fiir zeit-
diskrete Prozesse definiert werden. Das diskrete Leistungsdichtespektrum

f )
Die Grofie
. T
Xerg. .
Xeff = ’["XX(O) %g Tlgl';oﬁ / J,'Q(t) dt (4292)
“r
heifit der Effektivwert des (stationdren) Prozesses (X¢)ter -
(N J

Ubung 141
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berechnet sich dabei in Analogie zum zeitkontinuierlichen Fall aus der DTFT
der Autokorrelationsfolge.

4 )

Sei (X, )nez €in zeitdiskreter, stationérer reeller Prozess. Dann ist

Pxx () = Ry (2)

= Z rxx(k)e %2 v e -7, 7] (430.1)

k=—o0

das (diskrete) Leistungsdichtespektrum des Signals.
- J

Mit Hilfe der Inversionsformel

™

/ FDTFT(_Q)@an dn (430.2)

—T

1

fn:%

fur die DTFT lasst sich auch das diskrete Leistungsdichtespektrum wieder
als Verteilung der Signalleistung im Frequenzbereich interpretieren. Die Defi-
nition und (430.2) implizieren ndmlich

1

rm@:%/@ﬂmm, (430.3)

—T

und da rxx(0) wieder die (Gesamt-)Signalleistung reprasentiert, spiegelt
D x x (£2) die Verteilung dieser Signalleistung im (Nyquist-)Band wieder.

Es sei an dieser Stelle nochmals angemerkt, dass sich die obigen Definitionen
(fast) gleichlautend auf zwei Prozesse X, Y; bzw. X,,, Y,, iibertragen und so
zu den Begriffen der Kreuzkorrelation und des Kreuzleistungsdichtespek-
trums fiihren.

Beispielsweise ergibt sich das zeitdiskrete Kreuzleistungsdichtespektrum als
zeitdiskrete Fouriertransformation der Kreuzkorrelationsfunktion

oo

Oxy () = Z rxy (k)e k2, (430.4)

k=—o0

Dieses Leistungsdichtespektrum gibt die spektrale Verteilung der Ahnlich-
keiten der Prozesse X,, und Y,, wieder, die mit der Kreuzkorrelationsfunk-
tion rxy (k) = E(X,, - Y, 4x) gemessen wird. Dies ist, wie bereits angedeu-
tet, insbesondere dann interessant, wenn Y, der Ausgangsprozess eines LTI-
Systems ist, welches mit X, angeregt wird. Wir werden im Rahmen der
Wiener-Lee-Beziehung (s. Abschnitt 5.3.1) hierauf zurtick kommen.
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Der Zusammenhang zwischen Sx x (jw) und &x x (£2)

In der praktischen Anwendung der Spektralanalyse ist es, wie bereits mehr-
fach erwéhnt, eigentlich nicht moglich, die zeitkontinuierliche Fouriertrans-
formation zu verwenden. In allen Fillen stiitzt man sich auf Abtastwerte
des zu beobachtenden zeitkontinuierlichen Prozesses. Somit wird man in
der praktischen Berechnung von Leistungsdichtespektren zundchst Schét-
zungen diskreter Leistungsdichtespektren @ x x (§2) bestimmen. Nattirlich ist
dabei jedoch stets das eigentliche Ziel, Spektralinformationen tiber den zu
Grunde liegenden zeitkontinuierlichen Prozess zu erhalten. Infolgedessen ist
es wichtig zu wissen, welcher Zusammenhang zwischen dem berechneten
Dx x (£2) und dem Leistungsdichtespektrum Sx x (jw) besteht.

Da die Berechnung dieser Spektren per Definition auf den Fouriertransfor-
mationen der deterministischen Signale rx x (T) bzw. rx x (k) beruht, konnen
wir auf die diesbeziiglichen Ergebnisse aus Kapitel 4 zuriickgreifen.

Wir koénnen dabei davon ausgehen, dass bei der Abtastung der Signale die
Bedingungen des Abtasttheorems eingehalten wurden. Dies wird tiblicher-
weise durch die Verwendung von Anti-Aliasing-Filtern (vgl. Kapitel 3) si-
chergestellt.

Der Zusammenhang zwischen dem zeitkontinuierlichen und dem zeitdis-
kreten Leistungsdichtespektrum folgt im Falle der Einhaltung der Bedingun-
gen des Abtasttheorems aus der Beziehung (320.1) zwischen dem diskreten
und dem zeitkontinuierlichen Fourierspektrum.

Fiir stochastische Prozesse mit bandbegrenzter Autokorrelationsfunktion
(bandbegrenzte Prozesse) haben wir somit bei der Schatzung des Leistungs-
dichtespektrums den Faktor Abtastrate f, = TL zu berticksichtigen, wenn wir
zur Schitzung etwa Mittelungen von FFTs der Musterfunktionen heranzie-
hen, denn es gilt bei Einhaltung des Abtasttheorems innerhalb des Nyquist-
bandes [—w,/2,w./2]:

Sxx(jw) =T, -@Xx(ﬂ), (9] :w~Ta, e [—7‘(‘,’/T]. (4311)

Oft wird bei der Simulation mit abgetasteten Signalen der Faktor T, einfach
weggelassen. Dies ist gleichbedeutend mit einer Normierung des Zeitmafies
auf die Abtastrate.

Es sei abschlieffend bemerkt, dass die tatsdchliche Berechnung des diskreten
Leistungsdichtespektrums nattirlich auf DFT/FFT-Berechnungen beruht. Es
sind daher auch die Aussagen aus Kapitel 4 bez{iglich der Beziehungen zwi-
schen DTFT- und DFT-Spektren zu berticksichtigen. Dies betrifft insbeson-
dere den durch die implizite Fensterung hervorgerufenen Leakage-Fehler!



432 Kapitel 5: LTI-Systeme und Stochastische Signale

5.2.2 Beispiele fiir Leistungsdichtespektren

Im Folgenden sollen einige theoretische und praktische Beispiele fiir Leis-
tungsdichtespektren diskutiert werden, um ein Gefiihl fiir die Informationen
zu bekommen, die man einem Leistungsdichtespektrum entnehmen kann.
Da etliche der folgenden Analysen auf MATLAB-Berechnungen beruhen,
wird insbesondere der Aspekt des Zusammenhangs zwischen Sx x (jw) und
& x x (12) noch einmal beleuchtet.

5.9 Beispiel (Weifies Rauschen)

Ein wichtiges (theoretisches) Beispiel ist das Leistungsdichtespektrum eines
so genannten ,, weifSen” Rauschens.

Sei (X¢)+er ein (mittelwertfreier) stationdrer Prozess mit der Eigenschaft,
dass fiir das Leistungsdichtespektrum des Prozesses gilt:

Sxx(jw) = konstant =: 62 >0 VYw€R. (432.1)

Dann heifst dieser Prozess weifies Rauschen und jedes Mustersignal

heifit weifles Rauschsignal.
- J

Gentigen zusitzlich die Zufallsvariablen (X;);cr einer gewissen (fiir alle
t € R gleichen) Verteilung, dann wird der Name dieser Verteilung mit an-
gegeben. So sprechen wir im Falle Gauf3-verteilter Zufallsvariablen von ei-
nem Gaufsschen weifsen Rauschen oder im Falle einer Gleichverteilung von
einem gleichverteilten weifen Rauschen.

Der Name weifles Rauschen ist einer Analogie zum weifien Licht geschuldet.
Weifles Licht ist (idealerweise) ein Gemisch von Licht aller Farben mit glei-
cher Intensitdt. Sein Spektrum enthilt gleichermaflen ,,alle” den Farben ent-
sprechenden Frequenzen. Mit anderen Worten, das Spektrum ist konstant.
Das weifse Rauschsignal enthilt per Definition ebenfalls Spektralanteile glei-
cher Intensitat fiir alle Frequenzbereiche. Dies erkldrt den Namen.

Fiir die Fourierriicktransformierte des Leistungsdichtespektrums, also nach
Definition (428.1) fiir die Autokorrelationsfunktion rx x (7) eines solchen
Prozesses, gilt:

oo

rxx (1) =§ (Sxx(jw)) = % / o?eT dw = a?bo(T). (432.2)

— 00
Die Autokorrelationsfunktion ist damit ein Dirac-Funktional.
Das Ergebnis zeigt, dass es sich bei einem weifien Rauschen um einen ideali-

sierten Prozess handelt. Ein ideales weifles Rauschen kann physikalisch nicht
existieren!
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Wire der oben beschriebene Prozess namlich realisierbar, so gabe es fiir be-
liebig kleine 7 > 0 wegen

V(X;)=0> und E(X; Xiy,)=0 fir 7#0 (433.1)

Musterfunktionen, welche zum Zeitpunkt ¢ einen Wert in der Néhe von, sa-
gen wir, 0 annehmen und zum Zeitpunkt 7 > 0 spater mit positiver Wahr-
scheinlichkeit einen Wert > o (Streuung).

Stellen wir uns bei dem Prozess etwa eine Spannung vor, so muss fiir die-
sen Sprung eine Energie E aufgewendet werden. Da diese prinzipiell tiber
eine beliebig kurze Zeitspanne T > 0 aufgebracht werden miisste, miisste die
momentane Leistung E /7 beliebig grof8 werden.

Dies bedeutet, dass ein solcher Prozess eine unendlich grofie Gesamtleistung
haben miisste (dies wird auch mit dem Dirac-Funktional zum Ausdruck ge-
bracht).

Die Uberlegung zeigt, dass der angesprochene idealisierte weile Rauschpro-
zess nicht realisierbar ist. Trotzdem hat dieser ideale Prozess eine grofie Be-
deutung, denn er spielt in der mathematischen Analyse stochastischer Signa-
le und Systeme als Referenzprozess eine wichtige Rolle. n

5.10 Beispiel (Bandbegrenztes weifies Rauschen)

Ist das Leistungsdichtespektrum nur in einem Tiefpassbereich konstant und
kann sonst vernachldssigt werden, so spricht man von bandbegrenztem Ubung 142
weiflen Rauschen.

Ist das Rauschen bandbegrenzt mit prinzipiell beliebigen Verlauf des Leis-
tungsdichtespektrums im Tiefpassbereich, so spricht man in Analogie zur
Lichtterminologie von farbigem Rauschen (buntem Rauschen, rosa Rau-
schen).

Beispiele fiir bandbegrenztes weifses Rauschen sind das bereits angesproche-
ne thermische Rauschen und (mit Einschrankungen) das Quantisierungsrau-
schen eines A/D-Wandlers (vgl. Abschnitt 5.5.3, S. 490ff). Die Verteilung ist
in diesem Fall allerdings keine Gaufische, sondern eine Gleichverteilung.
Entsprechend der obigen Definition hat ein bandbegrenztes weifles Rau-
schen N; mit Grenzfrequenz w, die (ideale) spektrale Leistungsdichte

SnN(jw) = recta,, (w+wy) . (433.2)

Die zugehorige Autokorrelationsfunktion ist mit Hilfe der Tabelle 2.3, S. 158
bzw. mit Gleichung (166.3) leicht zu ermitteln:

wg . (W
recto,, (W +wy) @ —o ?g - sinc (?gt) . (433.3)
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Die ideale spektrale Leistungsdichte'* und die zugehérige Autokorrelations-
funktion sind in Abbildung 5.12 fiir eine Grenzfrequenz von w, = 1007 rad/s
entsprechend 50 Hz dargestellt.

1.2 100
1 80 1
Nulldurchgénge
kil(2f
0.8 60 (. 3 ]
5 06 = 40
= ~
z z
z ‘_Z
» 04 20 1
02 ON\/\/V J\/\/\/V
0 -20 . 1
-0.2 -40
-50 0 50 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1
Frequenz/Hz Verschiebung 1/s

Abb. 5.12: Leistungsdichtespektrum (links) und Autokorrelationsfunktion (rechts)
eines bandbegrenzten weiffen Rauschprozesses

Es ist an dieser Stelle interessant, einmal dieses theoretische Ergebnis mit
einer digitalen Simulation zu vergleichen.

Unter Simulink kann (ein zeitdiskretes) bandbegrenztes weifses Rauschen
mit Hilfe des Bandlimited White Noise-Blocks simuliert werden (vgl. Ab-
bildung 5.6).

Abbildung 5.13 zeigt den Block und seine Parametrisierungskarte, die sich
durch Doppelklick auf den Block 6ffnen Iésst.

Auf der Parametrisierungskarte konnen der Wert der (konstanten) Rausch-
leistungsdichte und die Abtastzeit (T, = 1/f,) eingestellt werden'®. Diese
bestimmt das Frequenzband, in dem die Leistungsdichte konstant ist, im
vorliegenden Fall das Nyquist-Band [—J;—“7 %a] Hz. Um eine andere Grenz-
frequenz zu simulieren, miisste das Signal mit einem entsprechenden Tief-
pass gefiltert werden. Wir wollen hier jedoch der Einfachheit halber darauf
verzichten.

Mit Hilfe des Simulink-Systems s_blwnoise.mdl des Software-Begleitmate-
rials kann ein weifles Rauschsignal erzeugt werden.

Mit dem Initialisierungsbutton initialisieren wir das System tiber das Initia-
lisierungsfile SimBLWNoise.m etwa auf folgende Weise, um anschlieffend
das Leistungsdichtespektrum zu bestimmen:

14 Die Darstellung des Leistungsdichtespektrums iiber der Hz-Skala statt iiber der rad/s-Skala
ist zwar nicht ganz korrekt, wird jedoch hier aus Griinden der besseren Vergleichbarkeit mit
den Ergebnissen im Zeitbereich (z.B. Periodendauern) fiir die grafische Darstellung bevor-
zugt.

15 Der dritte Parameter ist eine frei wihlbare Konstante, mit der der zu Grunde liegende Zu-
fallsgenerator neu initialisiert werden kann.
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Abb. 5.13: Bandlimited White Noise-Block von Simulink und
Parametrisierungskarte

stoptime = 10; % Simulationsdauer
stime = 0.01; % l/simulierte Abtastrate
ndichte = stime; % Leistungsdichte des Rauschens

Durch diese Initialisierung wird im Frequenzband [—7 - fq, 7 - f,] fiir den
gedachten zu Grunde liegenden zeitkontinuierlichen Prozess eine konstante
Rauschleistungsdichte von Sxx(jw) = 0.01 W/Hz eingestellt. AuBSerhalb
des Bandes ist die Leistungsdichte 0.

Die Gesamt-Leistung des Signals ist nach (428.3):

[e’e} T fa
1 0.01
rxx (O) = % / SXX(]W) dw = E / 1dw =10.01- fa =1. (4351)
—o0 —7fa

Wegen!® V(X;) = E(X; - X;) = rxx(0) muss dies auch die konstante Varianz
des Prozesses sein.

Mit dem Programm SimBLWNoiseLDS.m kénnen nun mehrere Rauschsi-
gnale erzeugt werden. Anschliefend werden die Autokorrelationen dieser
Signale berechnet und gemittelt, um die Erwartungswertbildung in Defini-
tion (405.3) nachzubilden.

16 Der Prozess ist mittelwertfrei!
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Danach wird auf der Grundlage dieser geschitzten Autokorrelation mit Hil-
fe einer FFT das Leistungsdichtespektrum bestimmt:

% Simulink-System N Mal durchsimulieren
[t, Y] = SimBLWNoise(N);
% Korrelationszeitvektor berechnen

Ta
ct

t(2)—t(1); % Aquidistante Abtastung vorausgesetzt
(—t(end):Ta:t(end));

% Korrelationen und Mittelung

size (Y);
eros (1, 2xm—1);

rxx + xcorr(Y(k,:), ’biased’);

IxXx = rxx/n;
% Leistungsdichte mit Hilfe der FFT

K = floor(N/2);
% N Werte SYMMETRISCH rausschneiden
rxxmitte = rxx (mXK:mK);
% FFT berechnen
Sxx fft (rxxmitte );
Sxx = fftshift(Sxx);

Mit einem Aufruf

>> [t, Y, ct, rxx, frq, Sxx] = SimBLWNoiseLDS(100);

werden 100 Mustersignale erzeugt und es wird das Leistungsdichtespek-
trum berechnet.

Abbildung 5.14 zeigt ein mit den Anweisungen

>> [t, Y, ct, rxx, frq, Sxx] = SimBLWNoiseLDS(100);
>> plot(ct,rxx, ’'k’, ’LineWidth’, 2)

>> grid

>> xlabel(’Verschiebung \tau /s”)
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>> ylabel ("r_{xx}(\tau) ")

>> figure

>> plot(frq,abs(Sxx), ’‘b’, ’LineWidth’, 2)
>> grid

>> xlabel(’Frequenz / Hz’")

>> ylabel ("S_{xx}(£f) ")

>> axis ([0,50,0,3])

berechnetes Ergebnis.
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Abb. 5.14: Autokorrelation und Leistungsdichtespektrum des bandbegrenzten
weiflen Rauschprozesses (Schiatzung)

Der Wert der Dichte ist zundchst erkennbar nicht 0.01, sondern 1 = f, - 0.01.
Dies ist eine Folge der Beziehung (431.1) zwischen dem (hier berechneten)
diskreten und dem zeitkontinuierlichen Fourierspektrum, welches Sx x (jw)
zu Grunde liegt. Korrekterweise sollte daher eher @ x x(f) an der y-Achse
stehen!

Die berechnete Autokorrelation scheint im Widerspruch zu dem in Abbil-
dung 5.12 dargestellten theoretischen Ergebnis zu stehen, da diese eher im-
pulsartig ist als sinc-formig. Bei genauer Betrachtung jedoch sind die beiden
Ergebnisse durchaus in Einklang zu bringen. Fiir die in der Simulation ge-
wihlte Grenzfrequenz von w, = %= rad /s entsprechend der halben Abtastra-
te %‘1 = 50 Hz befinden sich die Nulldurchgénge der sinc-Funktion gerade an
den Stellen:

k-m 2-k-m  2-k

5 o =g~k Ta YREZ(O} (437.1)

te =

Die Autokorrelationsfunktion wird also an den Nulldurchgingen diskretisiert,
weshalb die auflerhalb von 7 = 0 liegenden Anteile der eigentlich sinc-
formigen Autokorrelationsfunktion nicht zu sehen sind.
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Ebenfalls erklarungsbediirftig ggf. ist der Wert 1 an der Stelle 0, der nicht mit
dem Wert 100 in Abbildung in Abbildung 5.12 {ibereinstimmt. Der Unter-
schied ergibt sich aus der unterschiedlich gewéahlten Rauschleistungsdichte.
Die in der Simulation verwendete Rauschleistungsdichte ist 0.01 W/Hz und
somit um den Faktor 100 geringer als in Abbildung 5.12. Daher ist auch die
Gesamtleistung und damit der Wert ry x(0) in der Simulation um den Faktor
100 geringer.

Das Beispiel zeigt, dass man bei der Interpretation der zeitdiskret berechne-
ten Kenngrofien im Hinblick auf den dahinter liegenden zeitkontinuierlichen
Prozess Sorgfalt walten lassen muss. n

Im néchsten Beispiel greifen wir Ubung 132 auf und untersuchen ein harmo-
nisches Schwingungssignal der Frequenz wgrad/s, welches von additivem
bandbegrenztem weiflen Bauschen mit der Grenzfrequenz w, rad/s gestort ist.

5.11 Beispiel (Sinus in bandbegrenztem weifien Rauschen)

Die Uberlegungen aus Ubung 132 und die Untersuchungen des vorangegan-
genen Beispiels 5.10 liefern zundchst einmal das folgende theoretische Er-
gebnis fiir die Autokorrelationsfunktion eines solchen Signalgemischs (vgl.
(433.3)):

2
a
rxx () = 7008 (wor) + ran(7)
7a_2 _— s vy (ﬁ) (438.1)
7200sw07 v sinc —T)-

Dabei sei 72 > 0 die konstante Rauschleistungsdichte des stérenden band-
begrenzten weiffen Rauschens innerhalb seiner Grenzfrequenzen —w, und
+wy.

Die spektrale Leistungsdichte ergibt sich definitionsgemafs aus der Fourier-
transformation von (438.1). Man erhélt mit den Rechenregeln und Ergebnis-
sen aus Kapitel 2:

_ ma? ma? 9
Sxx(jw) = 760 (w -+ wo) -+ 760 (w — wo) + v I‘eCtzwg (w —+ Wg)- (4382)
In Abbildung 5.15 sind die so berechnete Autokorrelation und die zugehori-
ge Leistungsdichte beispielhaft dargestellt. Fiir das bandbegrenzte Storrau-
schen wurde eine Grenzfrequenz von w, = 2007 rad/s entsprechend 100 Hz
und eine Leistungsdichte von v = LW /Hz gewadhlt, um die Gesamt-

200
Leistung des Rauschens auf 1 W zu normieren.

Fiir den Sinus wurde eine Amplitude von 1 und eine Frequenz von wy =
1007 rad /s entsprechend 50 Hz definiert.

Auch in diesem Beispiel ist es interessant und lehrreich, das theoretische Er-
gebnis einmal mit einer Simulation zu vergleichen.
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Abb. 5.15: Leistungsdichtespektrum (links) und Autokorrelationsfunktion (rechts)
eines Sinus in bandbegrenztem weifien Rauschen

Die Abbildung 5.16 zeigt auf der linken Seite die zeitdiskrete Simulation ei-
ner 50 Hz Sinuschwingung mit tiberlagertem Gauf$schen weifien Rauschen,
welches mit Hilfe des Simulink-Systems s_onetone.mdl erzeugt wurde.

Die Simulation wurde dabei wie folgt initialisiert:

Simulationsdauer

oe

simudauer = 10;

ampl = 1; % Amplitude des Sinus

frq = 50; % Frequenz des Sinus in Hz

stime = 1/200; % Schrittweite einer Fixed-Step
% Simulation (1/Abtastrate)

Das zugehorige Autokorrelationssignal ist auf der rechten Seite der Abbil-
dung 5.16 dargestellt. Es wurde mit folgenden Anweisungen berechnet (vgl.
dazu auch Abbildung 5.9):

>> % Berechnung des Korrelations-Zeitvektors

> T = t(end); % Dauer des Signals

>> dt = stime; % Schrittweite

>> ct = (—T:dt:T); % Zeitvektor der Verschiebungen tau

>> % Autokorrelation berechnen
>> corsig = xcorr(sinrsig, “unbiased’);

>> % Autokorrelation plotten

>> plot(ct,corsig, b’ ,’LineWidth’ ,2)
>> grid

>> xlabel(’Verschiebungszeit \tau /s”)
>> ylabel ("r_{xx}(\tau)”)
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>> axis([-0.1,0.1,-1,1.5])
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Zeit /s Verschiebungszeitt /s

Abb. 5.16: Sinus in Gaufischem weifien Rauschen und zugehoriges
Autokorrelationssignal

Die unregelméfsige Struktur des Zeitsignals lasst das Vorhandensein des har-
monischen 50 Hz-Anteils nur erahnen. Hingegen weist das Korrelationssig-
nal deutliche periodische Merkmale auf, die es sogar erlauben, die Perioden-
dauer und damit die Frequenz abzulesen. Die Ubereinstimmung mit Abbil-
dung 5.15 ist sehr gut, wenngleich das Korrelationssignal weniger ,,rund”
ist, da die Werte nur im Raster 7, s des Abtastintervalls dargestellt werden
koénnen.

Der Autokorrelation konnen offenbar wesentliche Informationen entnom-
men werden, obwohl die Berechnung nur eine Schéitzung der wahren Auto-
korrelationsfolge auf der Grundlage eines endlichen Ausschnitts einer Mus-
terfunktion liefert.

Der harmonische Signalanteil tritt noch deutlicher zu Tage, wenn man die
Autokorrelationsfolge resp. deren Schitzung fouriertransformiert.

Man erhélt eine Schiitzung'” des Leistungsdichtespektrums des Prozesses.
Die Abbildung 5.17, die mit den Anweisungen

>> % Berechnung der FFT der Musterfunktion
>> fftmuster = fft(sinrsig, 1024); % 1-K-FFT
>> fftmuster = fftshift(fftmuster);

>>

>> fa = 1/stime; % Abtastrate

17 Man beachte: man erhélt natiirlich nicht das Leistungsdichtespektrum, da nicht das ganze
Signal betrachtet wurde, sondern nur ein Ausschnitt des Signals sowie nur eine Musterfunk-
tion!
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>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>

>>
>>
>>
>>
>>

df = fa/1024;
freq = (—fa/2:df:fa/2—df); % Frequenzraster FFT

% Grafische Darstellung

plot (freq ,abs(fftmuster), b’ , LineWidth’ ,3)
grid

xlabel (’Frequenz /Hz")

ylabel (” IDFTI von x(t)”)

% Berechnung des diskreten Leistungsdichtespektrums

Ausschnitt des Korrelationssignals

aus der Mitte herausschneiden

= length (corsig);

= floor(N/2); % Mitte des Korr.Signals
xcsig = corsig (K-512:K+511);% 1-K rausschneiden

NZO‘PO\O

% Leistungsdichtespektrum mit FFT des Korrelations-

% signals schéatzen

LDS = fft(xcsig, 1024);

LDSc = fftshift (LDS); % Spektrum symmetrisch um 0
% Grafische Darstellung

plot (freq ,abs(LDSc), b’ , ’LineWidth " ,3)
grid

xlabel ('Frequenz /Hz’)

ylabel ('LDS von X_t) )

erzeugt wurde, stellt diese Schatzung der FFT der Musterfunktion gegen-

iiber.

|DFT]| von x(t)

600 250
500 200
400 -
X
g1 50
300 >
[7)
0100
200 -
100 I I 50
0 0
-100 -50 0 50 100 -100 -50 0 50 100
Frequenz /Hz Frequenz /Hz

Abb. 5.17: FFT des Sinus in Gauflschem weiflen Rauschen (links) und
Leistungsdichtespektrum (rechts)
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Man erkennt, dass die Schiatzung des Leistungsdichtespektrums deutlich
weniger , verrauscht” ist als die DFT der Musterfunktion. Hier macht sich
der Mittelungseffekt der Autokorrelation bemerkbar.

Allerdings erkennt man auch, dass offenbar die DFT der Musterfunktion
ebenfalls schon eine Identifikation der harmonischen Signalanteile erlauben
wiirde, da deutliche Linien bei £50 Hz zu erkennen sind. Dies suggeriert,
dass man zundchst die Spektren der Musterfunktion(en) berechnen konnte,
um erst hinterher die fiir das Leistungsdichtespektrum notwendige Mitte-
lung durchzufiihren.

In der Tat ist dies eine weitere Methode, das Leistungsdichtespektrum zu be-
rechnen, auf die wir in den Abschnitten 5.4.1 und 5.4.2 nochmals ausfiihrlich
zuriickkommen werden. n

Im Beispiel 5.8 wurde gezeigt, dass die durch die MATLAB-Funktion rp2.m
des Begleitmaterials erzeugten zeitdiskreten Signale Musterfunktionen eines
ergodischen stationdren Prozesses

R® =X, Y, +b (442.1)

sind. Auch fiir diesen Prozess soll nun das (diskrete) Leistungsdichtespek-
trum bestimmt werden.

5.12 Beispiel (Diskreter stochastischer Prozess)

Da der Prozess als ergodisch angenommen werden kann, wird erneut, wie
in Beispiel 5.8, ein Signal mit sehr vielen Abtastwerten erzeugt und dessen
Autokorrelationsfunktion berechnet:

>> N = 100000;
>> rauschprozess2 = rp2(N,1);
>> xcorr2 = xcorr(rauschprozess2, "unbiased’);

AnschliefSend wird ein Ausschnitt aus der Mitte des Korrelationssignals ent-
nommen, um damit das diskrete Leistungsdichtespektrum zu bestimmen:

>> % Ausschnitt des Korrelationssignals

>> % aus der Mitte herausschneiden

>> M = length(xcorr2);

>> K = floor(M/2); % Mitte des Korr.Signals
>> xcsig = xcorr2(K—1023:K+1024);% 2-K rausschneiden

>> % Leistungsdichtespektrum mit FFT des Korrelations-

>> % signals schatzen

>> LDS = fft(xcsig, 2048);

>> LDSc = fftshift (LDS); % Spektrum symmetrisch um 0
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>> dOmega = 2xpi/2048;
>> nfrq = (—pi:dOmega: pi—dOmega);% Frequenzraster FFT

>> % Grafische Darstellung

>> plot (nfrq,abs(LDSc), 'b”, "LineWidth’ ,3)

>> grid

>> axis([—pi,pi, —0.1+max(abs(LDSc)) ,1.1*max(abs(LDSc))])
>> xlabel(’Normierte Frequenz /rad”)

>> ylabel ("\Phi_{RR}(\ Omega) ")

Abbildung 5.18 stellt Autokorrelation und Leistungsdichtespektrum des
Prozesses gegentiber.
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Abb. 5.18: Autokorrelationssignal und diskretes Leistungsdichtespektrum des
Prozesses R\

Das berechnete diskrete Leistungsdichtespektrum bedarf der Interpretation.
Nach Beispiel 5.8 ist die Autokorrelationsfolge des Prozesses:

@ . ] b?*=05625 fiir k#0,

4431
\Y% (Rﬁf)) L2 =02+ b2=0.5903 fir k=0. (443.1)

Damit kann rgl)%(k‘) als Uberlagerung einer Konstantfolge und eines gewich-

teten diskreten Impulses beschrieben werden:
rin(k) = b? + 02 - 8o (k). (443.22)

Das diskrete Leistungsdichtespektrum ist nach Definition die DTFT des Si-
gnals.

Die obige Berechnung des diskreten Leistungsdichtespektrums beruht je-
doch auf einem endlichen Signalausschnitt der Lange N = 2048:
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72 (k) == recty (k) - (6% + 02 - 6o (k)
=02 -recty (k) + 02 - 5o(k) - recty (k) (444.1)
= b2 -recty (k) + 02 - 5o(k).

Die DTFT von o2 - §y(k) ist sehr leicht zu berechnen. Es gilt nach Definition
(311.2):

(0% - 0o(k))pez — 02 Z So(k)e =7k

Pt (444.2)
=2 eI = 42 V2 e|-n,mn].
Etwas schwieriger ist der Teil % - recty (k) zu behandeln. Es gilt:
(b? - rectn (k) pez — b* - Z rectN(k;)e_jm“
k=—o0
N-1 N-1
=b? Y eI =2 Y (e79?)" (444.3)
k=0 k=0

e fie 2 e [—m, )\ {0},
2. N fir 2=0.

Damit erhilt man insgesamt fiir das berechnete Leistungsdichtespektrum:

0_ + b2 1 f Zj\iqﬂ ful' Q S [_7.[-771-]\{0}’
o2 1 b2 fur 2=0.

Bpa(02) = { (444.4)

In der MATLAB-Simulation wird nun nicht die komplette DTFT berechnet,
sondern die DFT (FFT). Nach (322.3) entspricht die DFT im vorliegenden Fall
aber exakt der Auswertung der DTFT an den diskreten Stiitzstellen

2
Q= =0, N~ 1. (444.5)
N
Wegen
e INDm — o—INZRE — o=i2mm _ Vm=1,...N -1 (444.6)

folgt aber aus (444.4) unmittelbar:

@QQ(m)_ 0.2 fur m:l,N—l,
RE o2+ 2. N fiir m=0. (444.7)

=02+ b2 N - 6y(m).
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Mit den konkreten Daten b%- N = 0.5625-2048 = 1152 und o2 = 0.0278 erhalt
man:

Bpp(m) = (445.1)

0.0278 fur m=1,...2047,
1152.0278 fiir m = 0.

An der Grafik sind diese Werte nicht sehr gut zu erkennen, jedoch kénnen

zu Kontrolle die Werte des Vektors LDS inspiziert werden!8:

>> LDS(1) % Wert bei Omega 0 = 0
ans =

1.1521e+003

>> LDS(2:20) % erste 20 Werte bei Omega_m fir m>0
ans =

—0.0349 — 0.00001
0.0059 + 0.00001i
—0.0240 — 0.00001
0.0193 + 0.00001
—0.0245 — 0.00001
0.0237 — 0.00001
—0.0277 — 0.00001
0.0287 — 0.00001i
—0.0282 — 0.00001
0.0286 — 0.00001i
—0.0231 — 0.00001i
0.0236 — 0.00001
—0.0246 — 0.00001

0.0247 + 0.00001
—0.0211 + 0.00001
0.0263 + 0.00001

—0.0205 — 0.00001i
0.0304 + 0.00001
—0.0304 — 0.00001i

Man erkennt, dass der Wert bei m = 0 (ungefdhr) dem theoretischen Wert
entspricht. Jedoch kénnen die Vorzeichenwechsel der Werte fiir m > 0 nicht
mit den theoretischen Uberlegungen in Einklang gebracht werden.

Ein Blick auf die linke Seite der Abbildung 5.18 gibt allerdings auch iiber die-
sen Effekt Aufschluss. Die Spitze der Autokorrelationsfolge rgl)%(k) befindet

18 Die Werte konnen von Simulation zu Simulation leicht abweichen!
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sich nicht wie in Gleichung (443.1) am Anfang (bei £ = 0), sondern ist in die
Mitte, also um N/2 = 1024 Takte, verschoben (verzogert). Nach den Rechen-
regeln fiir die DTFT (s. Tabelle 4.2, S. 315) muss die oben berechnete DTFT
daher mit dem Faktor e=/> multipliziert werden. An den Auswertestellen
der DFT erhélt man dann den Faktor:

eI E O — iR AR i
) -1 fur m=1,...N —1, mungerade, (446.1)
1 fir m=1,...N —1, m gerade.

Dies erkldrt die Vorzeichenwechsel. Die Abweichungen vom exakten Wert
0.0278 sind stochastischer Natur, da die MATLAB-Berechnung auf der Basis
einer Musterfunktion durchgefiihrt wurde.

Die MATLAB-Berechnung wird somit durch die theoretischen Uberlegungen
bestitigt und erklart. |

Das soeben sehr ausfiihrlich behandelte Beispiel 5.12 ist nicht nur im Bezug
auf die Behandlung diskreter stationdrer Prozesse lehrreich, sondern illus-
triert nebenbei noch einen sehr unangenehmen Effekt, der bei der Berech-
nung der Leistungsdichtespektren auftreten kann.

Die Abbildung 5.18 illustriert sehr schon, dass der durch den Gleichanteil
b = 0.75 (bzw. b*> = 0.5625) verursachte sehr hohe ,Peak” im Leistungsdich-
tespektrum die iibrigen Werte komplett maskieren kann.

Es empfiehlt sich daher generell, Gleichwerte vor der Berechnung des Leis-
tungsdichtespektrums aus dem Signal zu eliminieren. Dies kann entweder
durch die Berechnung des Gleichwertes mit der MATLAB-Funktion mean
geschehen, oder man verwendet gleich die MATLAB-Funktion detrend,
mit der auch ggf. vorhandene lineare , Trends” (wie etwa im Beispiel der
Funktion rp1l.m) eliminiert werden kdnnen.

Im obigen Beispiel etwa liefert die Berechnung

>> N = 100000;

>> rauschprozess2 = rp2(N,1);

>> % Trends und Mittelwert eliminieren

>> rauschprozess2 = detrend (rauschprozess2);
>> xcorr2 = xcorr(rauschprozess2, ’unbiased’);

>> % Ausschnitt des Korrelationssignals
>> % aus der Mitte herausschneiden

% Grafische Darstellung

plot(nfrq,abs(LDSc), ‘b’ , ’LineWidth’ ,3)

grid

axis([—pi,pi, —0.1+max(abs(LDSc)) ,1.1*max(abs(LDSc))])
xlabel ("Normierte Frequenz /rad’)

ylabel (I \Phi_{RR}(\ Omega) | ")
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die Abbildung 5.19.

Man erkennt nun sehr viel besser die Struktur des Leistungsdichtespektrums
auflerhalb des Gleichanteils, den man ggf. ja auch getrennt bestimmen kann.

-3 -2 -1 0 1 2 3
Normierte Frequenz /rad

Abb. 5.19: Betrag des Leistungsdichtespektrums des Prozesses R'? ohne
Gleichanteil (Linie = theoretischer Wert)

5.2.3 Uberlagerung stochastischer und deterministischer
Signale

Die bisherigen Betrachtungen setzten voraus, dass es sich bei den beobachte-
ten Signalen um Musterfunktionen von Zufallsprozessen handelt. Unter die-
sen Voraussetzungen wurden Kenngrofien fiir die Zufallssignale definiert.

In der Praxis trifft man aber Signale an, die sich aus tiberlagerten stochas-
tischen und deterministischen Anteilen zusammensetzen. Im Beispiel 5.11
etwa wurde ein Gemisch aus einem deterministischen Signal (Sinusschwin-
gung) und einem Zufallssignal (weifSes Rauschen) bereits unter stillschwei-
gender Voraussetzung der Ergodizitidt untersucht und es wurden ohne Riick-
sicht auf diese Zusammensetzung Autokorrelation und Leistungsdichte be-
rechnet. Offenbar mit sinnvollen Ergebnissen, sodass zu vermuten ist, dass
sich die Begriffe in irgendeiner Form auch auf deterministische Anteile tiber-
tragen lassen.

Bei deterministischen Signalen unterscheiden wir zwischen Energie- und
Leistungssignalen.

Energiesignale mtissen zwangslaufig abklingende Signale sein (s. Definition
(21.1)). Die eingefiihrten Begriffe sind aber, insbesondere unter der Ergodizi-
tatsannahme, nur sinnvoll, wenn man davon ausgeht, dass die Musterfunk-
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tionen (dhnlich wie bei periodischen Signalen) nie abklingen. Ansonsten be-
rechnen sich die Groflen (410.1) bis (410.6) alle zu 0!

Diese Definitionen ergeben also im Falle abklingender Signale (so genannter
impulsartiger Signale) keinen Sinn. Allerdings gibt es hierfiir anders lauten-
de Definitionen, fiir welche wir auf die einschldgige Literatur ([14]) verwei-
sen.

Wesentlich interessanter ist der Fall periodischer deterministischer Signale,
auf die wir die Begriffe im Folgenden erweitern wollen.

Autokorrelation und Leistungsdichtespektrum periodischer
zeitkontinuierlicher Signale

Wir betrachten zundchst beispielhaft den Fall einer harmonischen Schwin-
gung und versuchen die in (410.1), (410.2) und (410.3) eingefiihrten Kenn-
grofsen auf diesen Fall zu iibertragen.

Wie so oft gehen wir dabei aus Vereinfachungsgriinden einmal mehr zu-
néchst von einer komplexen Schwingung x(t) = e/*°! aus.

Es folgt:
T
T:= lim — / eJwot gy
T—o0
-
To/2
— i / edwot gy — i . L <ejwo% . e—jwo%) (448.1)
To To jwo
—To/2
1 1 . _
=— . — (T —e777) = 0.
%JW( )

Dabei ist Ty = i” die Periodendauer des Signals. Da das Signal periodisch
ist, ist es durch den Verlauf iiber einem Periodizititsintervall vollstindig
bestimmt, sodass der Grenzwert des ersten Integrals in (448.1) das Integral
tiber ein Periodizititsintervall ist.

Mit der gleichen Argumentation fallen auch in den beiden nédchsten Berech-
nungen die Grenziiberginge weg. Es gilt!®:

T
1
—2 9. L 2
Ty 1= Tlgrclx) 2T/|a:(t) T)|°dt (448.2)
-r
To/2 T0/2
:i-/\wm—Wﬁ:i-/lﬁzl
To To ’
7T0/2 7T0/2

19 Man beachte: bei Verwendung komplexer Signale miissen ., und o2 mit Hilfe konjugiert
komplexer Funktionen bei der Produktbildung definiert werden!
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T
1
Tue(T) := Tlggo o7 /x(t)x* (t+7)dt (449.1)
=T
To/2 To/2
1 . , . 1 .
- Jwot ,—jwo(t—T) J4 — piwoT | 1dt = eIwoT
T / e’“%% dt = e T / dt = e .
—To/2 —Tov/2

Die Autokorrelationsfunktion ist also insbesondere wieder eine (komplexe)
harmonische Schwingung gleicher Frequenz.

Mit Hilfe der aus der Euler’schen Identitédt abgeleiteten Formel
1 /. .
2(t) = A-sin(wot +¢) = A+ (eﬂ<wot+¢> - e*ﬂ<w0t+¢>) (449.2)
J

lasst sich dieses Ergebnis schnell auf reelle harmonische Schwingungen x(t)
tibertragen. Exemplarisch, weil von besonderem Interesse, sei dies hier fiir
die Autokorrelationsfunktion durchgefiihrt. Man errechnet:

Ty /2
1
Tua(T) = T / A -sin(wot + ¢) - A - sin(wo(t + 7) + ¢) dt (449.3)
0 —To/2
) To/2
_yt (%) TL / (ej(wot+¢) I @0 (HHT)H9) | gmi(wottd) —i(wo(t+7)+9)
0
—To/2
e (wot+e) iwo (t+)+0) _ ej(wot+¢)e—j(wo(t+7')+¢)> dt
9 To/2 To/2
_ AL eor / (200 426) gy | g / i (20t 4+26) gy
1T,
—To/2 —Tv/2

2

)

also insgesamt:

A? A?
Tez(T) =040+ -5 cos(woT) = - cos(woT). (449.4)

Die Korrelationsfunktion einer reellen harmonischen Schwingung ist folglich
eine Cosinusschwingung mit der Summe AT2 + ATQ der Betragsquadrate der
komplexen Fourierkoeffizienten 54 als Amplitude!

Jedes® periodische Signal z(t) kann jedoch in eine Fourierreihe

20 eigentlich jedes periodische Signal, welches die Dirichlet-Bedingungen erfiillt, also praktisch
alle in der Anwendung relevanten periodischen Signale!



450 Kapitel 5: LTI-Systeme und Stochastische Signale

w(t) =Y ettt (450.1)

k=—0o0

also in eine Uberlagerung von komplexen Schwingungen entwickelt wer-
Ubung 144 den. Daher errechnet man analog folgendes allgemeine Resultat (s. Ubung

144):
/Sei z(t) ein periodisches, zeitkontinuierliches reelles Signal mit Grund—\
frequenz wy und komplexer Fourierreihenentwicklung
z(t) = i cpe?keot, (450.2)
k=—oco
Dann ist
rex(T) = & + 2 i|c;€|2 cos(kwoT) (450.3)
k=1
\die Autokorrelationsfunktion des Signals. /

Betrachtet man ein periodisches Spannungssignal, so hat die rechte Seite von
Gleichung (450.3) (bezogen auf 1 {2) die Einheit V2/(2, also W und damit die
Einheit der Leistung.

Die Ubertragung des Begriffs des Leistungsdichtespektrums ist damit fiir pe-
riodische Signale einfach:

@i x(t) ein periodisches, zeitkontinuierliches reelles Signal mit Grunm
frequenz wy und komplexer Fourierreihenentwicklung

z(t) = Y cpeltol, (450.4)

k=—o00

Dann heifst die Fouriertransformierte

oo

e :—Zo e (450.5)

=21 Y |ex|*do(w — kwo)

k=—o0

der Autokorrelationsfunktion das Leistungsdichtespektrum des Si-

%nals. /
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Da r;,(7) die Einheit der Leistung hat, hat S,.(jw) demzufolge die Einheit
W /Hz. Es handelt sich somit um ein Leistungsdichtespektrum. Die Gesamt-
leistung des Signals berechnet sich durch Integration iiber das Leistungs-
dichtespektrum (vgl. 428.3):

1

| L & e
Dy Sw(]w)dw:%.%rk_z_ k| /6O(w—kw0)dw

— 0o

(451.1)

[
= 2 lal

k=—o00

Eine Uberlegung wie fiir (428.3) zeigt, dass dies, wie im stationdren Fall auch,
der GroBle 4, (0) entspricht.

Korrelationsfunktionen und Leistungsdichtespektren von periodischen und
stochastischen Signalen lassen sich also mit den gleichen Berechnungsvor-
schriften ermitteln. Da in der Praxis nur endliche (diskretisierte) Signalab-
schnitte gegeben sind, konnen diese Berechnungen fiir alle Signale durch-
gefiihrt werden. Dabei werden impulsartige und nicht-periodische Signale
implizit periodisiert, d .h. fiir die Fouriertransformation ergibt sich das gleiche
Ergebnis wie fiir eine periodisch aufierhalb des Datenfensters fortgesetzte
Version des Signals.

5.2.4 Ubungsaufgaben

Ubung 140 (Losungsband Seite 324)

Zeigen Sie, dass fiir einen zeitkontinuierlichen stationdren Prozess aus
Sx x(0) = 0 stets folgt:

o0

/ rxx(r)dr = 0. (451.2)
0
Ubung 141 (Losungsband Seite 324)

Fiir einen zeitkontinuierlichen stationdren Prozess X; sei

Sx x(jw) = rectyor (w + 207) - cos (Z—O) (451.3)

das zugehorige Leistungsdichtespektrum.

(a) Skizzieren Sie das Leistungsdichtespektrum.
(b) Berechnen Sie die zugehorige Autokorrelationsfunktion.
(c) Welche mittlere Gesamtleistung hat der Prozess?
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Ubung 142 (Losungsband Seite 327)

Erzeugen Sie mit MATLAB Abtastwerte eines mit f, = 200 Hz abgetasteten,
A im Band [—50, 50] Hz bandbegrenzten weilen Gauflschen Prozesses N; mit

Gesamtleistung 1.

Gehen Sie dabei folgendermafien vor:

(a) Erzeugen Sie Abtastwerte eines geeigneten im Band [—100, 100] Hz band-
begrenzten weiflen Gaufischen Prozesses. Wéhlen Sie dazu mit der
MATLAB-Hilfe eine passende MATLAB-Funktion.

(b) Tiefpass-filtern Sie das Signal im Band [—50, 50] Hz. W&hlen Sie dazu mit
dem fdatool ein geeignetes diskretes Tiefpassfilter.

(c) Uberpriifen Sie das Ergebnis, indem Sie das diskrete Leistungsdichte-
spektrum des Filter-Ausgangssignals berechnen.

Hinweis: Erzeugen Sie mit dem fdatool in Teil (b) mit File - Generate
M-file zunidchst ein MATLAB-Programm, welches bei Aufruf ein so ge-
nanntes Filter-Objekt erzeugt. Mit diesem Filterobjekt kann die Funktion
filter die Filterung des Signals vornehmen.

Ubung 143 (Losungsband Seite 330)

Betrachten Sie den Prozess
X, =10 +sin(27 - 10 - ) + N,. (452.1)

Dabei sei NV; ein im Frequenzband [—50, 50] Hz bandbegrenztes GaufSsches
weifses Rauschen.

(a) Berechnen Sie das Leistungsdichtespektrum Sx x (jw) des Prozesses.

(b) Uberpriifen Sie Thre Berechnung aus Aufgabenteil (a) durch eine
MATLAB/Simulink-Simulation. Verwenden Sie dazu eine Abtastra-
te von 100 Hz.

(c) Fuihren Sie eine weitere Simulation mit einem Signal durch, welches Sie
mit der MATLAB-Funktion detrend um den Gleichwert bereinigt ha-
ben.

Was stellen sie fest?

Ubung 144 (Losungsband Seite 334)

Weisen Sie fiir reelle Signale der Form (450.1) nach, dass die Autokorrelations-
funktion, wie in (450.3) angegeben, durch

Tou(T) = o +2 z:|ck|2 cos(kwoT) (452.2)
k=1

bestimmt ist.



5.3  LTI-Systeme bei stochastischer Erregung 453

Ubung 145 (Losungsband Seite 336)

Betrachten Sie den Prozess
X; = 8sin* (27 - 10 - t) + N;. (453.1)

Dabei sei N; ein im Frequenzband [—50, 50] Hz bandbegrenztes Gauisches
weifies Rauschen mit mittlerer Gesamtleistung 4 W.

(a) Berechnen Sie das Leistungsdichtespektrum Sx x (jw) des Prozesses.

(b) Uberpriifen Sie Ihre Berechnung aus Aufgabenteil (a) durch eine
MATLAB-Simulation, wobei die verwendete Musterfunktion vorher
mit der MATLAB-Funktion detrend um den Gleichwert bereinigt
werden sollte.

(c) Bestimmen Sie theoretisch und experimentell die mittlere Gesamtleis-
tung des Signals.

5.3 LTI-Systeme bei stochastischer Erregung

Im vorliegenden Abschnitt wenden wir uns der Frage zu, wie LTI-Systeme
auf stochastische Signale reagieren. Die Beantwortung dieser Frage ist fiir die
Anwendungen insofern von zentraler Bedeutung, als praktisch alle realen
Signale entweder stochastischer Natur sind oder mit stochastischen Anteilen
behaftet sind.

5.3.1 Das Wiener-Lee-Theorem

Die Frage, wie LTI-Systeme auf deterministische Signale reagieren, wurde
bereits in den Kapiteln 2 und 4 vollstindig beantwortet. Es ist bekannt, dass
die Funktionsweise von LTI-Systemen im Zeitbereich (i.Allg.) durch die Im-
pulsantwort vollstindig beschrieben werden kann. Des Weiteren kann das
Ubertragungsverhalten mit Hilfe entsprechender Transformationen durch
die jeweiligen Ubertragungsfunktionen im Bildbereich (H(s) resp. H(z))
oder im Frequenzbereich (H (jw) resp. H({2)) beschrieben werden.

Ein dhnliches Verhalten ergibt sich zum Gliick auch fiir stochastische Signa-
le.

Wir betrachten dazu zwei zeitkontinuierliche (stationire) Prozesse?! X, und
Y:, wobei X; der Eingangsprozess und Y; der Ausgangsprozess eines LTI-
Systems sei. Das LTI-System werde durch die Impulsantwort h(t) definiert
(vgl. Abbildung 5.20).

Zwei zusammengehorige Musterfunktionen z(¢) und y(¢) stehen somit in
der Beziehung

21 Fiir zeitdiskrete Prozesse ist die Argumentationskette die gleiche.

Ubung 146
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Abb. 5.20: LTI-Systeme und stochastische Eingangssignale

ot) = [ alpntt—p)dp (454.1)

zueinander.

Den Zusammenhang zwischen sdmtlichen moglichen Beziehungen zwi-
schen Musterfunktionen des Eingangsprozesses und Musterfunktionen des
Ausgangsprozesses gibt? die Kreuzkorrelationsfunktion wieder:

rxy (1) = E(X; - Yigr). (454.2)

Wegen (454.1) erhélt man mit der Substitution p’ = ¢ — p (und anschlieSender
Umbenennung p’ = p)

rov(n) =B Xew [ X, bt p)dp

N (454.3)
—E (X, / Xo_p-h(r+p)dp |,
woraus
rxy(7) = / E(X¢-Xt—p)-h(T+p)dp = / rxx(—=p) - h(r+p)dp
(454.4)

22 fiir reelle Prozesse
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folgt. Mit einer weiteren Substitution ergibt sich:

oo

rxy(T) = / rxx(p) - M7 —p)dp = h(7) *x rxx (7). (455.1)

Mit dem Faltungssatz der Fouriertransformation erhilt man die Beziehung
Sxy (jw) = H(jw) - Sxx (jw) (455.2)

zwischen dem Kreuzleistungsdichtespektrum von Ein- und Ausgangspro-
zess und dem Leistungsdichtespektrum des Eingangsprozesses.

Ganz allgemein kann man auf dhnliche Weise das so genannte Wiener-Lee-
Theorem herleiten:

/Sei der (zeitkontinuierliche) stationére stochastische Prozess (X ):er Ein-\
gangsprozess eines LTI-Systems &. Sei ferner H (jw) die Ubertragungs-
funktion des LTI-Systems im Frequenzbereich und (Y;).cr der zu (X;):er
gehorige Ausgangsprozess des Systems.

Dann gilt fiir die Leistungsdichtespektren:

Sxy (jw) = H(jw) - Sx x (jw),

SYX(jW) = H*(jw) . SXX(jw) (4553)

und

Syy (jw) = |H(jw)|? - Sx x (jw)- (455.4)
o )

In dhnlicher Weise lasst sich dieses Resultat fiir zeitdiskrete Prozesse formu-
lieren:

/Sei der (zeitdiskrete) stationdre stochastische Prozess (X, )nez Eingang -\
prozess eines LTI-Systems &. Sei ferner H (£2) die Ubertragungsfunktion
des LTI-Systems im Frequenzbereich und (Y;,),ez der zu (X, ),ecz geho-
rige Ausgangsprozess des Systems.

Dann gilt fiir die Leistungsdichtespektren:

Dxy(2)=H(N) Pxx(12),

Dy x(2)=H"(2) Pxx(N) (455.5)
sowie

Pyy (2) = [H(2)]* - Pxx(92). (455.6)

- )
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Man beachte die Ahnlichkeit zu den Ubertragungsgleichungen fiir determi-
nistische Signale.

Als wesentliche Folgerung und Anwendung der obigen Gleichungen er-
halten wir eine Methode, die es erlaubt, das Ubertragungsverhalten eines
LTI-Systems mit Hilfe von stochastischen Signalen zu ermitteln. Dazu miis-
sen, statt wie im deterministischen Fall die Aus- und Einganssignalspektren,
offenbar die entsprechenden Leistungsdichtespektren ins Verhiltnis gesetzt
werden.

Zieht man in Betracht, dass, wie gezeigt, weifles Rauschen resp. bandbe-
grenztes weifles Rauschen eine konstante Rauschleistungsdichte hat, etwa
1, so kann man offenbar via

Sxy (jw) = H(jw) - 1 = H(jw),

Syy (jw) = |H(jw)[* - 1 = |H(jw)|? (456.1)

das Ubertragungsverhalten eines LTI-Systems mit Ubertragungsfunktion
H(jw) im Frequenzbereich ermitteln oder (wenn man das System und da-
mit H (jw) richtig wéhlt) durch Filterung von weilen Rauschsignalen ein ge-
wiinschtes stochastisches Signal mit vorgegebener Leistungsdichte erzeugen.
Im zeitdiskreten Fall gelten fiir ein bandbegrenztes weifies Rauschen mit
konstanter Rauschleistungsdichte 1 im Nyquistband (2 € [, 7]) die Be-
ziehungen

(456.2)

Im Zusammenhang mit der Ermittlung der Ubertragungsfunktion eines
unbekannten Systems durch Anregung des Systems mittels eines weifsen
Rauschsignals spricht man von Systemidentifikation.

Die gezielte Erzeugung von stochastischen Signalen mit Hilfe von geeigne-
ten Filtern heifst Formfilterung und die entsprechenden Filter heiflen Form-
filter.

Ein Beispiel fiir die Anwendungsmoglichkeit einer solchen Formfilterung
aus dem Fahrzeugbereich ist die Moglichkeit, aus dem Leistungsdichtespek-
trum einer Fahrbahnunebenheitsmessung ein Fahrbahnrauigkeitssignal zu
erzeugen, welches dann als fahrbahntypisches Anregungssignal auf einem
Priifstand verwendet werden kann. Wir werden hierauf in Abschnitt 5.5
noch einmal zurtickkommen.
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5.3.2 Systemidentifikation

Die Grundidee der Sytemidentifikation mit rauschartigen Signalen auf der
Grundlage des Wiener-Lee-Theorems spielt in der Praxis dort eine Rolle, wo
die Moglichkeit der Anregung durch Impulse (Dirac-Impulse) nur schwer
moglich ist, oder wo die Anregung eines (unbekannten) LTI-Systems durch
Rauschen einfacher ist (etwa im akustischen Bereich oder im Umfeld elek-
tronischer Systeme).

Im Folgenden soll anhand eines einfachen Beispiels illustriert werden, wie
eine solche Systemidentifikation durchgefiihrt werden kann.

5.13 Beispiel (Systemidentifikation eines Bandpasses)

Wir greifen dazu das Beispiel 5.7 noch einmal auf, in dem mit Hilfe des ite-
rationsfahigen Simulink-Systems s_Rausch.mdl (vgl. Abbildung 5.6, S. 413)
die mittelwertfreien Musterfunktionen eines Rauschsignals und eines durch
einen Bandpass gefilterten Rauschsignals erzeugt wurden.

Wire der Bandpass ein unbekanntes LTI-System und die simulierten
Rauschsignale gemessene Signale, so konnte der Bandpass auf der Grund-
lage des Wiener-Lee-Theorems mit Hilfe des Programms Bsp_SysIdent.m
identifiziert werden.

Zur Verdeutlichung des Verfahrens wollen wir die Anweisungen von
Bsp_SysIdent.m im Detail durchdiskutieren.

Zundchst wird durch die Anweisungen

% Simulink-System &6ffnen
open_system( “s_Rausch2’)

% Initialisierung durch Aufruf des Skripts init_Rausch
init_Rausch

das Simulink-File geoffnet und es werden die Parameter des Simulink-
Systems mit Hilfe des Initialisierungsfiles init_Rausch.m initialisiert.

Im vorliegenden Versuch wurden die Parameter wie folgt gewahlt:

o°

Simulationsdauer
Bandbreite des Bandpass in Hz

simudauer = 10;
bw = 5;

o°

o°

frequenz = 200; Mittenfrequenz des Bandpass in Hz
fixstep = 0.0005; % Schrittweite einer Fixed-Step Simu.
dichte = fixstep; Rauschleistungsdichte

(die Rauschleistung wird durch die
Wahl von dichte = fixstep; auf 1
normiert resp. festgelegt)

o0 0P oP

o
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Mit Hilfe der innerhalb von Bsp_Sysldent.m aufgerufenen Funktion Iter-
Rausch2.m kann das Simulink-System eine vorgegebene Anzahl von Ma-
len durchsimuliert werden. Diese Anzahl wurde fiir das vorliegende Experi-
ment mit 50 definiert?:

Mehrfacher Aufruf des Systems und Mittelung der
berechneten Korrelationen mit der Funktion
% IterRausch2 (hier 50 Mittelungen)

%
%

[ct,corrNoise , corrBP]=IterRausch2(50,simudauer, fixstep ,0);

Nach jedem Aufruf von s_Rausch.mdl werden innerhalb dieser Funktion
die Autokorrelationsfunktionen (eigentlich Autokorrelationsfolgen) des Ein-
gangssignals und des Ausgangssignals des in s_Rausch.mdl definierten
Bandpasses berechnet. Am Ende werden diese Autokorrelationen gemittelt
um die Scharmittelwert-Berechnung nachzubilden.

Im Anschluss daran berechnet Bsp_SysIdent.m mit den Anweisungen

% Leistungsdichte des Eingangssignals mit Hilfe der FFT
N = length(corrNoise); M = floor(N/2);

K = 4%1024; % 4%x1024 Werte aus der Mitte herausschneiden
corrNoisemitte = corrNoise (MK+1MK);

Phixx = fft(corrNoisemitte , 2:K);

Phixx = fftshift (Phixx);

% Leistungsdichte des Ausgangssignals mit Hilfe der FFT
corrBPmitte = corrBP (MK+1:MiK);

Phiyy = fft(corrBPmitte, 2+K);

Phiyy = fftshift(Phiyy);

die Leistungsdichtespektren des Eingangssignals (im vorliegenden Fall wei-
Bes Rauschen) und des Ausgangssignals des Bandpasses. Dabei werden 8-K
Daten aus der Mitte des Korrelationssignals* verwendet.

Auf der Grundlage der Formel (455.4) kann nun das Betragsquadrat | H (jw)| 2
der Ubertragungsfunktion des Bandpasses geschétzt werden. Dabei muss
zundchst beachtet werden, dass lediglich die diskreten Leistungsdichtespek-
tren @x x und Pyy zur Verfiigung stehen.

Da wegen (431.1) jedoch

23 Der Parameter kann durch Editieren des Script-Files Bsp_SysIdent.m bei Bedarf geindert
werden.

24 Das Programm priift nicht nach, ob genug Datenpunkte zur Verfiigung stehen. Sinnvoller-
weise sollte die Simulationsdauer so lang sein, dass die Korrelationssignale wesentlich mehr
als 8-K Datenpunkte haben.
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1 .
?SXX(W) =Dxx (),

: (459.1)
T—Syy(jw)=¢yy(9), sz-Ta, e [—7T,7T].
gilt, ist
j P 0
H(jo)2 = 2YUw) _ Pvy(D) Q=w-T,, Qc|-m7 (459.2)

Sxx(jw)  Dxx(£2)

Die Schitzung des Betragsquadrats |H (jw)|® der Ubertragungsfunktion des
Bandpasses kann somit durch die Anweisung

% Schatzung der Ubertragungsfunktion
Hquad = Phiyy./Phixx;

erfolgen.

Abbildung 5.21 zeigt das Ergebnis der Berechnungen. Links ist der gesamte
Amplitudengang, rechts ein Ausschnitt um die Mittenfrequenz des Band-
passes dargestellt.

0 5
- 1 0 = 1
5 \exakte Bandpassi-
-5 charakteristik |
-10 ]
-10
-15
-15
g -0 g
= = =20
T -25 -
-25
-30
-30
=35 _35
-40 -40
-45 i i i -45 iy i \;
-1000 -500 0 500 1000 160 180 200 220 240
Frequenz / Hz Frequenz / Hz

Abb. 5.21: ,Systemidentifikation” eines Bandpasses

Die geschitzte Bandpasscharakteristik ist dabei der exakten Bandpasscha-
rakteristik gegentiber gestellt, die mit MATLAB wie folgt sehr leicht be-
stimmt werden kann (s. MATLAB-Hilfe zur Funktion butter):

>> Wn = [(frequenz—bw)/(fa/2),(frequenz+bw)/(fa/2)];
>> [B,A] = butter (4 ,Wn);

>> frq = (160:1:240);

>> fa = 1/fixstep;
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>> Hth = freqz(B,A, frq,fa);

>> hold

Current plot held

>> plot(frq,20+10og10(abs(Hth)), 'r—", "LineWidth’ ,2)

Die geschitzte Bandpasscharakteristik stimmt sehr gut mit der theoretischen
tiberein. Allerdings ist die Berechnung der Schédtzung umstandlich und der
Aufwand fiir die Mittelungen der Korrelationsfunktionenhoch. W

Wir werden im folgenden Abschnitt 5.4 sehen, wie diese Schédtzung durch
eine bessere Ausnutzung der Daten deutlich effektiver gestaltet und verbes-
sert werden kann.

5.3.3 Formfilter

Auf der Grundlage des Wiener-Lee-Theorems konnen, wie bereits erwahnt,
auch Prozesse konstruiert werden, die eine bestimmte vorgegebene spektrale
Charakteristik haben.

Dies kann fiir Simulationszwecke sehr niitzlich sein. Beispielsweise werden
wir, wie ebenfalls bereits erwidhnt, in Abschnitt 5.5.11 auf diese Weise sto-
chastische Signale erzeugen, deren Leistungsdichtespektren die typischen
Merkmale eines Fahrbahnunebenheitssignals haben. Solche Signale kénnen
dann etwa als fahrbahntypisches Anregungssignal auf einem Priifstand ver-
wendet werden.

Die zentrale Idee dieser Formfilterung genannten Technik ist es, ein geeignet
entworfenes Filter mit (weilem) Rauschen anzuregen. Entsprechend (455.3)
bis (455.6) hat dann das Ausgangssignal des Filters die gleiche spektrale Cha-
rakteristik wie das Filter selbst. Prinzipiell kann man so Prozesse mit beliebi-
ger spektraler Charakteristik erzeugen, sofern es gelingt ein Filter mit dieser
Charakteristik zu entwerfen.

Solange es sich nicht um eines der in den Abschnitten 2.6, S. 186 oder 4.6,
S. 374 vorgestellten Standardfilter handelt, miissen tiefer liegende Techniken
fiir den Entwurf solcher Filter verwendet werden. In Abschnitt 5.5.11, S. 531
etwa wird die MATLAB-Funktion yulewalk verwendet, welche die Filter-
charakteristik durch die Losung der so genannten Yule-Walker-Gleichungen
ermittelt, ohne dass dort allerdings auf die theoretischen Hintergriinde die-
ser Entwurfstechnik eingegangen werden kann.

Im vorliegenden Abschnitt jedoch soll zur Behandlung eines einfachen Bei-
spieles eine andere Technik verwendet werden.

5.14 Beispiel (Formfilterung)

Zur llustration der Formfilterungs-Technik greifen wir auf Ubung 141, S. 451
zuriick. In dieser Ubung wurde das Leistungsdichtespektrum eines fiktiven,
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zeitkontinuierlichen stationdren Prozesses X; diskutiert. Das Leistungsdich-
tespektrum war mit

Sx x(jw) = rectyor (w + 207) - cos (:)_O) (461.1)

vorgegeben, ohne dass allerdings auf die Frage eingegangen wurde, wie kon-
krete Musterfunktionen dieses Prozesses erzeugt werden konnen.

Es ist klar, dass die Kennlinie von Sx x (w) nicht der eines der tiblichen Stan-
dardfilter entspricht. Der in diesem Beispiel verfolgte Ansatz beruht darauf,
die Signale spektral zu filtern. Am einfachsten kann dies anhand von Abbil-
dung 5.22 erldutert werden.

Xn Y,

FFT{-—| H(£2) —FFT

! Y (9) My .

n

Abb. 5.22: Formfilterung via Multiplikation der Spektren mit der Formfilterkennlinie

Die (diskretisierten) Werte eines weifien Rauschsignals x,, werden zun&chst
fouriertransformiert. AnschlieSend wird das Signalspektrum mit der Kennli-
nie (461.1) multipliziert. Das resultierende Spektrum wird mit einer inversen
FFT in den Zeitbereich zurtiick transformiert. Das Ausgangssignal sollte dann
ein der Ubertragungsfunktion entsprechendes Leistungsdichtespektrum ha-
ben.

Bei dieser Technik ist zu beachten, dass die Lange der Eingangssignalfolge
z, grofs genug ist, um Fensterungseffekte so gering wie moglich zu halten
und dass die Kennlinie (461.1) richtig auf die diskrete Ubertragungsfunktion
H (£2) umgesetzt wird.

Es soll nun tberpriift werden, ob diese Idee im vorliegenden Fall funktio-
niert.

Mit Hilfe des Programms Bsp_FormFilt.m konnen Musterfunktionen nach
dem in Abbildung 5.22 skizzierten Verfahren erzeugt werden.

Es lohnt sich auch hier, tiber die Details des Programmcodes zu diskutieren.
Zundchst wird mit

xn = (rand(1,N)—-0.5);
xn xn/std (xn);
xn sqrt(fa)s*xn;

hat Varianz (=Leistung 1)

hat Varianz (=Leistung fa)

und damit die Leistungsdichte 1
im Nyquistband [-fa/2,fa/2]

o0 0P o° o
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ein gleichverteiltes mittelwertfreies weifles Rauschen mit Rauschleis-
tungsdichte 1 erzeugt.

Das Programm benétigt dazu die Angabe einer (virtuellen) Abtastrate f,,
sodass die Leistungsdichte des Rauschens bestimmt und die Kennlinie des
Formfilters richtig auf das Nyquist-Band bezogen werden kénnen. Die Ab-
tastrate sollte dabei so vorgegeben werden, dass das Abtasttheorem be-
ziiglich der (bandbegrenzten) Kennlinie respektiert wird. Im vorliegenden
Beispiel ist die Grenzfrequenz von Sx x (jw) gleich 207w rad/s entsprechend
10 Hz, sodass die Abtastrate grofer als 10 Hz vorgegeben sein sollte.

Die Rauschleistungsdichte des weiflen Rauschsignals wird auf 1 normiert,
damit das Leistungsdichtespektrum des Ausgangssignals der in Abbildung
5.22 skizzierten Filterkette ohne zusétzliche Skalierung Sx x (jw) entspricht.

Mit einer solchen Leistungsdichte hat das Signal die mittlere Gesamtleistung
fa - 1 (Bandbreite des Nyquist-Bandes mal Dichtewert). Da dieser Wert fiir
das mittelwertfreie Rauschsignal der Varianz entspricht, muss das mit

xn = (rand(1,N)—0.5);

erzeugte Signal mit ;{_fg) skaliert werden.

Mit den Anweisungen

% FFT des Signals berechnen und shiften
spxn = fft(xn,N);
spxn = fftshift(spxn);

% Mit der Kennlinie des Filters multiplizieren

dOmega = 2xpi/N; domega = dOmegaxfa;

omegas = (—pi*fa:domega: pixfa—domega); % FFT-Frequenzen
% Kennlinie an diesen Stellen berechnen

Sxx = cos(omegas/40).*(omegas>=—20+pi & omegas<=20xpi);

% und mit den Werten des Spektrums von xn multiplizieren
spyn = spxn.x*Sxx;

wird die FFT des Mustersignals berechnet und diese mit der gewiinschten
Kennlinie skaliert!

AnschliefSend wird dieses Spektrum in den Zeitbereich zuriickgewandelt:

% mit IFFT in Zeitwerte zurlckverwandeln
spyn = fftshift(spyn);
yn = ifft(spyn,N);

% und in Ausgabematrix speichern
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Q

% (damit der "Imagindrteil" 0 nicht mitgespeichert wird,
% wird nur der Realteil gespeichert)
MusFkts = [MusFkts; real (yn)];

Ein Aufruf von

[MusFkts] = Bsp_FormFilt(20, 4+1024, 100);

etwa erzeugt eine Matrix mit 20 Musterfunktionen der Lange 4-K des so kon-
struierten Ausgangsprozesses. Die gewdhlte Abtastrate ist 100 Hz.

Mit Hilfe dieser Musterfunktionen kann gepriift werden, ob der konstru-
ierte Ausgangsprozess tatsdchlich das gewtiinschte Leistungsdichtespektrum
Sxx ( jw) hat.

Dazu werden mit Hilfe der Funktion xcorr die Autokorrelierten der
Musterfunktionen berechnet und anschliefend gemittelt (vgl. dazu
Bsp_FormFiltAuswertung.m):

anz = 3000; % grofle Anzahl von Musterfunktionen
N = 2x1024;
fa = 100;

[MusFkts] = Bsp_FormFilt(anz, N, fa);
% Berechnung des gemittelten Korrelationssignals
corrAusg = zeros(1l,2xN—-1);
for k = l:anz

corrAusg = corrAusg + xcorr (MusFkts(k,:) , “unbiased’);
end

corrAusg = corrAusg/anz;

Anschlieflend wird die Leistungsdichte berechnet, indem die gemittelte Au-
tokorrelierte fouriertransformiert wird.

% Leistungsdichte mit Hilfe der FFT berechnen
M = floor(N/2);

K = 1024; % 1024 Werte aus der Mitte herausschneiden
corrAusgmitte = corrAusg (MK+1:MiK);

Phiyy = fft(corrAusgmitte, 2+K);

Phiyy = fftshift(Phiyy);

Nun wird der passende Frequenzvektor ermittelt:
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% Frequenzvektor definieren
df = fa/(2+K); % Frequenzabstand
frq = (—fa/2:df:fa/2—df);

Nach dem Wiener-Lee-Theorem ist:

2 Syv(jw)  Pyy(92)
o) = S0 2erl,

Im vorliegenden Fall wurde das Leistungsdichtespektrum Sx x (jw) der Ein-
gangssignalfolge jedoch nicht berechnet. Allerdings wurde z,, so konstruiert,
dass Sx x (jw) als konstant 1 im Nyquist-Band angenommen werden kann.
Im vorliegenden Fall ist dann (s. (431.1)):

N=w-T,, N€[-m7w|. (4641)

|H(jw)|? = Syy (jw) = T - Pyy (£2), R=w T, 2€[-m7] (464.2)
Damit folgt insbesondere

|H(jw)| = V/Ta - Pyy (£2), (464.3)

und der Betrag des Leistungsdichtespektrums des Ausgangssignals kann
durch

% Darstellung des Leistungsdichtespektrums

% Wiener-Lee: |H(Omega)|”2 = Phiyy./Phixx

% Phixx wird als konstant 1 angenommen

T =1/fa; % flir die Skalierung des diskreten
% Leistungsdichtespektrums notig

plot(frq, sqrt(T+abs(Phiyy)), ‘b’, ’‘LineWidth’, 2);

grid

xlabel (’Frequenz / Hz’)

ylabel ("Phixx ")

berechnet werden.
Es kann nun leicht grafisch tiberpriift werden, ob dieses Leistungsdichte-
spektrum den Vorgaben entspricht:

axis ([0,30,0,1.2])

% Zu Kontrollzwecken wird die gewilinschte Kennlinie
% eingeplottet

hold

f=(—25:0.01:25);

om = 2+pixf;

Sxx = cos(om/40).x(om>=—20%pi&om<=20+pi);

plot(f, Sxx, ‘r—’, ’LineWidth’, 2);
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Abb. 5.23: Leistungsdichtespektrum des Formfilter-Ausgangssignals und
(gewtinschte) ideale Kennlinie des Spektrums

Abbildung 5.23 zeigt das Ergebnis dieser Berechnung des Leistungsdichte-
spektrums im Vergleich mit der idealen Kennlinie aus (461.1).

Offenbar hat der erzeugte Prozess die gewiinschten spektralen Eigenschaf-
ten! n

Die Berechnung des Leistungsdichtespektrums im vorangegangenen Bei-
spiel ist noch recht umstiandlich und miihsam. Wir werden im folgenden
Abschnitt sehen, wie dies deutlich verbessert werden kann.

5.3.4 Ubungsaufgaben
Ubung 146 (Losungsband Seite 340)

Sei X, ein im weiteren Sinne stationdrer stochastischer Prozess und seien die
Musterfunktionen z(t) dieses Prozesses Eingangssignal eines zeitkontinuier-
lichen LTI-Systems & mit Impulsantwort A(t).

Zeigen Sie, dass der Prozess Y; der zugehorigen Ausgangssignale y(t) von &
ein im weiteren Sinne stationdrer Prozess ist.

Ubung 147 (Losungsband Seite 342)

In der Begleitsoftware befinden sich die Dateien inputsig.mat und output-
sig.mat .

Die Datei inputsig.mat enthélt ein im Nyquistband bandbegrenztes wei-
3es Rauschsignal, welches als Eingangssignal eines zeitkontinuierlichen LTI-
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Systems & mit Ubertragungsfunktion H (s) verwendet wurde. Die Datei out-
putsig.mat enthilt das zugehorige Ausgangssignal.

Die Signale wurden mit einer Abtastrate von f, = 2048 H z diskretisiert.
Bestimmen Sie auf der Grundlage des Wiener-Lee-Theorems eine Schitzung
des Amplitudengangs des Systems.

Um welche Art von System handelt es sich?

Versuchen Sie ggf. die Ubertragungsfunktion H (s) im Bildbereich zu erraten.

Ubung 148 (Losungsband Seite 344)

Erzeugen Sie mit Hilfe von MATLAB einen stochastischen Prozess, dessen
Autokorrelationsfunktion durch

rxx (1) = { e fﬁ“ 720, (466.1)
e’ fir 7<0

gegeben ist.

5.4 Berechnung des Leistungsdichtespektrums

Der Algorithmus fiir die Berechnung eines Leistungsdichtespektrums ist im
Prinzip durch die Definitionen (405.3) und (428.1) klar vorgegeben. Erst muss
die Autokorrelationsfunktion des Prozesses bestimmt werden, bevor diese
dann fouriertransformiert wird.

Dabei wird die der Autokorrelationsfunktion immanente Mittelung meist
unter Verweis auf die Ergodenhypothese weggelassen und mit nur einer
Musterfunktion berechnet.

Das Beispiel 5.11 liefert jedoch einen Hinweis auf eine mogliche andere Vor-
gehensweise.

5.4.1 Das Wiener-Khintchine-Theorem

Im Beispiel 5.11 wurde ein Sinus in weiffem Rauschen betrachtet und die
Berechnung des Leistungsdichtespektrums der Fouriertransformation eines
Mustersignals in Abbildung 5.17, S. 441 gegeniiber gestellt.

Die Schiatzung des Leistungsdichtespektrums war dabei durch den Mitte-
lungseffekt der Autokorrelation deutlich weniger ,verrauscht” als die DFT
der Musterfunktion, allerdings war die Identifikation der harmonischen Si-
gnalanteile auch mit Hilfe der DFT der Musterfunktion miihelos moglich.
Dies ldsst den Schluss zu, dass man zunéchst die Spektren der Musterfunk-
tion(en) berechnen konnte, um erst hinterher die fiir das Leistungsdichte-
spektrum notwendige Mittelung durchzufiihren.

Dass genau dies moglich ist, ist die Aussage des Wiener-Khintchine-
Theorems:
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Ist (Xi)¢cr ein stationdrer (ergodischer) Prozess, so kann man das Leis-
tungsdichtespektrum durch eine Mittelung der Quadrate der Fourier-
spektren von Musterfunktionen schitzen. Genauer gilt:

. 1 .
Sxx (jw) = Jim ——E(|Xr(jw)), (467.1)

wobei X1 (jw) das Fourierspektrum der Musterfunktionen im Zeitinter-
vall [T, T] bezeichnet.
- J

In der Literatur wird die Bezeichnung Wiener-Khintchine-Theorem nicht
einheitlich behandelt. Oft wird die Definition (428.1), also die Definition des
Leistungsdichtespektrums tiber die Fouriertransformation der Autokorrela-
tionsfunktion als Wiener-Khintchine-Theorem resp. als Wiener-Khintchine-
Beziehung bezeichnet.

Aus dem Wiener-Khintchine-Theorem ergibt sich eine wichtige praktische
Folgerung.

Das Leistungsdichtespektrum stochastischer stationérer (ergodischer) Signa-
le und Signalgemische ldsst sich (nach Diskretisierung) durch die Berech-
nung der gemittelten Betragsquadrate von mehreren Fourierspektren einer
oder mehrerer Musterfunktionen berechnen.

Da die Signale in der Praxis als endlich lange Folgen von Abtastwerten vor-
liegen, stiitzen sich die Berechnungen nattirlich auf FFT-Spektren.

5.4.2 DFT/FFT-gestiitzte Schitzung des
Leistungsdichtespektrums

Uber die in den vorangegangenen Abschnitten dargestellten Zusammen-
hénge ist es nun moglich, Spektren stochastischer Signale mittels DFT/FFI-
Analyse zu bestimmen. Genauer gesagt, handelt es sich um eine Schétzung
des Leistungsdichtespektrums, da ja, wie die vorangegangenen Abschnitte
zeigen, die genaue Bestimmung dieses Spektrums die Analyse beliebig vie-
ler zu einer Klasse gehtrenden stochastischen Signale oder beliebig langer
Musterfunktionen voraussetzt, was natiirlich in der Praxis nicht gegeben ist.

Es ist daher stets das Ziel, mit endlich vielen (zufélligen!) Daten eine mog-
lichst gute Naherung des idealen Leistungsdichtespektrums zu erhalten.

Grundlage fiir die Schitzung des Leistungsdichtespektrums eines statio-
ndren ergodischen Signals oder eines Signalgemischs aus deterministi-
schen und stationdren Anteilen ist offenbar die Definition (428.1) des Leis-
tungsdichtespektrums als Fouriertransformation der Autokorrelation (auch
Blackman-Tuckey-Methode genannt) oder das Wiener-Khintchine-Theorem
(467.1). Tabelle 5.1 soll die Zusammenhange nochmals verdeutlichen.
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Diskretisiert man das Signal (unter Beriicksichtigung des Abtasttheorems)
iiber einen endlichen Beobachtungszeitraum, so hat man mit der Schnel-
len Fouriertransformation (FFT) einen leistungsfdhigen Algorithmus zur Be-
rechnung der Fourierspektren zur Verfiigung. Die Popularitit der in diesem
Abschnitt diskutierten Algorithmen basiert im Wesentlichen auf der Tatsa-
che, dass beide oben skizzierten Losungswege von der FFT Gebrauch ma-
chen koénnen.

Tabelle 5.1: Schitzmethoden fiir das Leistungsdichtespektrum

‘ Schidtzmethode fiir Sx x (jw) ‘

‘ Blackman-Tuckey ‘ Wiener-Khintchine ‘
Diskretisierung des Signals Approximiere Grenzwert
mit Abtastintervall T’ und Integral in
zu (zn)n=—n T )
TIEHOOE % g z(t)e Iw dt
1 !
N ) 2
Schitze die Autokorrelation durch: m _ZN z(nT)e 7T . T

N
Pxx (k) = s Ttk
( 2NF1 n:ng nTn _
INFI

N 2

S a(nT)e IenT

n=—

2
= %M |DTFT (x(nT)n=_n)|
! !
DTEFT liefert & x x (12)
!
T
!

Schitzung Sxx (jw) von Sxx(jw) im | Schitzung Sx x (jw) von Sxx(jw) im
Abtastband (Nyquistband) Abtastband (Nyquistband)

Periodogramme

Die zentrale GrofSe fiir die Berechnung nach dem Wiener-Khintchine-Ansatz
ist das so genannte Periodogramm.

Sei z,, = x(nT,) ein stochastisches, stationdres, ergodisches und mit Ab-
tastrate f, = 1/T, abgetastetes diskretes Signal. Dann heifst die Funktion

2

N-—1
1 . _
In(jw) = ~ | ae "™ Ve [, 7] (468.1)
n:0 a a

ein Periodogramm (der Lange V) zu .

- J
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Fiir das normierte Zeitmafi 7,, = 1 (bzw. die normierter Frequenz) ergibt
sich:

2

In(R) = % Ve[~ . (469.1)

N-1
E xne_Jﬂ"
n=0

Das Periodogramm lésst sich mit der FFT berechnen, d.h.:

1 2
In(2) = % |FFT(2)* VQe{k‘ﬁﬂ,kzo,...,N—l}. (469.2)

Fiir kleine N ist der Erwartungswert der Schatzung nicht exakt das gesuch-
te Leistungsdichtespektrum [47]. Man sagt, die Schatzung ist , verschoben”
(,biased”) und der Schitzer nicht erwartungstreu.

Fiir grofse N allerdings schétzt das Periodogramm im Mittel das tatséchliche
Leistungsdichtespektrum (der Schdtzer ist asymptotisch erwartungstreu).

Allerdings hat die Schiatzung durch ein Periodogramm eine grofie Varianz,
wie in der nachfolgenden Diskussion deutlich wird.

Vertrauensintervalle

Blackman und Tuckey [4] haben allgemein untersucht, wie gut Spektral-
schitzungsverfahren ein Leistungsdichtespektrum schétzen kénnen.

Der Focus der Untersuchung lag dabei auf dem Fall der stationdren Gaufs-
schen Prozesse, fiir die exakte Ergebnisse angegeben werden. Die Ergebnis-
se lassen sich nach Blackman und Tuckey jedoch zumindest ndherungsweise
auch auf stationdre nicht-Gaufische Prozesse tibertragen.

Eine der von Blackman und Tuckey beantworteten Fragen ist zum Beispiel,
wie grofs der Vertrauensbereich R, fiir eine Vertrauensprozentzahl z einer
Spektralschitzungsmethode fiir alle Frequenzen des Spektrums ist. Der Be-
reich wird tiblicherweise in dB angegeben.

Sie erhielten (bei Verwendung eines einzigen Datensatzes) die Formel[47]

1
Ro~K—— " dB (469.3)

L/M —0.833

mit den Proportionalitatsfaktoren:
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x(%) | 80 | 90 | 96 | 98

K (112141177 | 20.5

Dabei ist L die Zahl der Datenpunkte und M die Zahl der durch die Schétz-
methode berticksichtigten (gleich breiten) Frequenzbander im positiven Ab-
tastband [0, 7/T"] rad/s (entsprechend [0, %“] Hz).

Bei den bisher betrachteten DFT/FFT-basierten Methoden ist die Zahl der
Frequenzbander M durch die FFT auf N/2 festgelegt, wenn NV die FFT-Lénge
ist, denn der Frequenzabstand ist ja fv—“ Hz.

Damit folgt fiir die Breite in dB eines 90%-Vertrauensintervalls etwa eines
Periodogramms der Lange N

1 L dB
V/N/(N/2) — 0.833 (470.1)
= 14.1-0.9257 = 13.05 dB,

R, ~ 14.

was nicht gerade berauschend gut ist.

Ein zum Vertrauensintervall . W. dquivalentes Giitemafs ist die Varianz der
Schitzung. Man kann zeigen, dass (fiir grofie V) gilt [47, 54]:

V(In(2) = % x (). (470.2)

Die Varianz ist also insbesondere wie das in (470.1) berechnete Vertrauens-
intervall von der Datenmenge N unabhingig. Sie wird in Folge dessen auch
fur grofse N nicht kleiner (man sagt, die Schatzung ist nicht konsistent).

Man kann also festhalten:

Nur ein Periodogramm ist auch fiir grofse Datenmengen keine gute
Schiitzung!

Die tibliche Praxis, alles Mogliche aus nur einer FFT einer Musterfunktion
abzulesen, ist also sehr mit Vorsicht zu geniefien.

Schéatzungen des Leistungsdichtespektrums konnen aber, wie im folgenden
Abschnitt gezeigt wird, besser gemacht werden, wenn man mehrere Periodo-
gramme mittelt!

Welsh’s Periodogramm

Die vorangegangenen Uberlegungen legen nahe, dass es fiir eine Schitzung
des Leistungsdichtespektrums besser ist, mit Hilfe einer vorgegebenen Da-
tenmenge (Abtastwerte einer Musterfunktion) mehrere kleine Periodogram-
me zu berechnen und diese zu mitteln, statt mit Hilfe der gleichen Daten
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Datenvektor ()

@000 000000000ccccc00000000000000000000000000000000S

Abb. 5.24: Aufteilung der Daten in hintereinander liegende Blocke

ein grofles Periodogramm zu bestimmen. Diese Vorgehensweise ist in Abbil-
dung 5.24 schematisch dargestellt.

Um den Fenstereffekt, der sich durch die Verkiirzung der Datenblocke ein-
stellt (breiterer , main lobe”, hohere ,,side lobes”, Verschmierung des Spek-
trums) etwas abzumildern, kénnen die Daten der Segmente gegebenenfalls
geeignet gefenstert werden (etwa mit einem Hanning-Fenster, vgl. Abschnitt
4.5.3, Seite 360).

Einer Idee von Welch [54] folgend, kann man die vorhandenen Daten jedoch
noch besser ausnutzen, indem man Periodogramme iiber kiirzere, sich iiber-
lappende Teilsequenzen bildet und diese mittelt.

Abbildung 5.25 skizziert diese Idee schematisch.

Datenvektor (x,)

@000 000000000ccccc00000000000000000000000000000000S

Abb. 5.25: Aufteilung der Daten nach der Welch-Methode

Bei dieser Aufteilung werden gewisse Abtastwerte gegebenenfalls mehrfach
zu verschiedenen Periodogramm-Berechnungen herangezogen, um die Zahl
der zu mitteInden Periodogramme (kiinstlich) zu erhthen.

Entscheidend ist nun, dass sich die Varianz der Schitzung ungefahr um den
Faktor K (Zahl der Segmente) gegentiber einem Periodogramm mit der glei-
chen Datenmenge verringern lédsst. Lasst sich ndmlich die Datenmenge in K
Blocke unterteilen, so kann man fiir nicht tiberlappende Blocke zeigen, dass

V(LDSwelch(£2)) = w (471.1)
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Erstaunlicherweise kann man fiir tiberlappende Blocke trotz der damit in-
duzierten Abhingigkeit der Daten zeigen, dass ein dhnliches Resultat gilt
[47, 54]:

2
V(LDSwelch2)) ~ Q%XT(Q)_ (472.1)

Der Faktor o > 1 hingt dabei vom Uberlappungsgrad ab. Dieser Faktor
(deri.Allg. nur experimentell bestimmt werden kann) erhoht sich, wenn sich
die Zahl der Datensegmente K und damit der Uberlappungsgrad erhoht.
Er wirkt daher dem Effekt der Verringerung der Varianz (Division durch K)
entgegen.

Dies ist anschaulich klar, denn es werden bei einem hohen Uberlappungs-
grad viele nahezu identische Periodogramme ermittelt, sodass die Unab-
héngigkeitsvoraussetzung, von welcher man bei der Reduktion der Varianz
durch Mittelung ausgeht ([2]), drastisch verletzt wird.

Jedoch kann die Varianz bei moderatem Uberlappungsgrad, beispielsweise
bei hilftiger Uberlappung, in der Tat durch diese Methode noch einmal ver-
bessert werden.

5.4.3 Schitzung des Leistungsdichtespektrums
mit MATLAB

Fiir die Schatzung von Leistungsdichtespektren stellt MATLABs Signal Pro-
cessing Toolbox mehrere Funktionen zur Verfiigung, die im Wesentlichen auf
der Welch-Periodogramm-Schitzung beruhen.

Ganz allgemein konnen Spektralschdtzungen objektorientiert mit Hilfe der
Methoden berechnet werden, die fiir so genannte spectrum-Objekte defi-
niert sind. Fiir eine Spektralschdtzung miissen dazu zunichst so genann-
te spectrum estimator definiert werden. Mit diesen Objekten konnen
dann spectrum-Methoden aufgerufen werden, neben vielen anderen auch
die Welch-Methode.

Fiir einen programmiertechnisch direkteren Zugang stehen aber nach wie
vor MATLAB-Funktionen zur Verfiigung, welche mit entsprechenden Para-
metern aufgerufen werden miissen.

Dies sindz.B. die Funktion pwelch zur Berechnung eines Leistungsdichte-
spektrums nach der Welch-Methode und die Funktion cpsd zur Berechnung
eines Kreuzleistungsdichtespektrums nach der Welch-Methode. Mit cpsd
kann nattirlich auch ein (Auto-)Leistungsdichtespektrum berechnet werden.
Die Aufrufstruktur fiir beide Funktionen ist sehr dhnlich, sodass wir uns im
folgenden Beispiel auf die Verwendung einer Funktion, im vorliegenden Fall
cpsd, beschrianken.

Zur Illustration der Verwendung dieser Funktion greifen wir das Beispiel der
Systemidentifikation aus Abschnitt 5.3.2 noch einmal auf.
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5.15 Beispiel (Leistungsdichtespektren mit MATLAB)

Die Berechnung zu Abbildung 5.21, S. 459 zeigt, dass die Schatzungen der
Leistungsdichtespektren und damit die Schitzung der Ubertragungsfunk-
tion des Bandpass auf der Grundlage einer Blackman-Tuckey-Schitzung mit
einem recht hohen Aufwand verbunden ist, wenn die Varianz der Schitzung
gering gehalten werden soll.

Die Berechnung auf der Grundlage von Welchs Periodogramm-Methode ge-
staltet sich mit den oben erwédhnten speziellen MATLAB-Funktionen wesent-
lich einfacher, wie nun gezeigt werden soll.

Dazu erzeugen wir mit dem Simulink-System s_Rausch2.mdl (vgl. Abbil-
dung 5.6, S. 413) noch einmal mittelwertfreie Musterfunktionen eines Rausch-
signals und eines durch einen Bandpass gefilterten Rauschsignals.

Mit den Periodogramm-Funktionen? kann das System nun auf folgende
Weise identifiziert werden (vgl. Datei Bsp_SysIdentWelch.m ):

% Initialisierung
bw = 5;

frequenz = 200;
fixstep = 0.001;
simudauer = 65.536;
dichte = 1;

Bandbreite in Hz

Mittenfrequenz in Hz

Schrittweite einer Fixed-Step Simul.
Simulationsdauer (fur 64-K Daten)
Rauschleistungsdichte

o0 o

0% o0 oP

% Simulink-System &ffen
open_system ( “s_Rausch2’)

% Simulink-System starten
[t,x,rsig] = sim(’s_Rausch2’);

% Eingangssignal definieren
sigin = rsig(:,1);

Q

% Ausgangssignal definieren
sigout = rsig(:,2);

% Parmeter der Spektralschdtzung

blocklaenge = 2048; % 2-K-FFTs werden berechnet
ueberlapp = blocklaenge/2; % Uberlappungsgrad 50%
abtastrate = 1/fixstep; % Abtastrate

% Schédtzung des Leistungsdichtespektrums des

% Eingangssignals mit der Welch-Methode

% (es wird mit der Option ’‘twosided’ das ZWEISEITIGE,
25 Es soll an dieser Stelle erwiahnt werden, dass fiir die Systemidentifikation die spezielle
MATLAB-Funktion tfestimate zur Verfligung steht, welche intern genau so funktioniert
wie in diesem Beispiel beschrieben. Auf die Diskussion dieser Funktion soll allerdings ver-
zichtet werden.

Ubung 149

Ubung 150
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LDS berechnet! Mit der Option ‘onesided’ kann das

das EINSEITIGE LSD berechnet werden, bei die Verteilung

der Signalleistung nur Uber den POSITIVEN Frequenzen

% dargestellt wird.)

[Sxx,F] = cpsd(sigin,h sigin , rectwin (blocklaenge),...
ueberlapp , blocklaenge , abtastrate , "twosided”);

0% of o

Schdtzung des Leistungsdichtespektrums
des Ausgangssignals
mit der Welch-Methode
(es wird das ZWEISEITIGE LDS berechnet)
Syy,F] = cpsd(sigout,sigout,rectwin (blocklaenge) ,...
ueberlapp, blocklaenge , abtastrate , "twosided”’);

oe

1 o0° 0P o

Q

% Schatzung der Ubertragungsfunktion
UebHquad = Syy./Sxx;

Abbildung 5.26 zeigt das Ergebnis der Berechnungen. Links ist der gesamte
Amplitudengang, rechts ein Ausschnitt um die Mittenfrequenz des Band-
passes dargestellt. Die Bandpasscharakteristik ist dem Ergebnis sehr genau
zu entnehmen.

[ 200 400 600 800 1000 ) 150 200 250
Frequenz / Hz Frequenz / Hz

Abb. 5.26: ,Systemidentifikation” eines Bandpasses mit Hilfe von
Leistungsdichtespektren nach Welchs Periodogramm-Methode fiir 63 gemittelte
Periodogramme

Bei der Berechnung wurden 65536 Abtastwerte verwendet, die in Blocke zu
je 2048 Punkten unterteilt wurden. Die Uberlappung war halftig, sodass ins-
gesamt 65536,/2048 = 32 plus nochmals 31 {iberlappende, also insgesamt 63
Blocke zur Periodogrammschétzung herangezogen und gemittelt wurden.
Es ist interessant, das in Abbildung 5.26 dargestellte Ergebnis einmal der
Schitzung auf der Grundlage einer Periodogrammschétzung gegeniiberzu-
stellen um zu sehen, um wieviel genauer die Schitzung durch die Mittelung
der Periodogramme wird.

Dazu wird das obige Programm wie folgt modifiziert:
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% Parmeter der Spektralschdtzung
blocklaenge = length(sigin); % nur EINE FFT wird berechnet
ueberlapp = 0; % keine Uberlappung

Abbildung 5.27 zeigt das Ergebnis dieser Berechnungen. Deutlich ist die we-
sentlich grofiere ,Verrauschtheit” des Ergebnisses, d.h. die wesentlich gro-
ere Varianz der Schédtzung, zu erkennen, obwohl das gleiche Datenmaterial
(64-K) zur Verfiigung steht.

I/ dB

0 200 400 600 800 1000 - 200
Frequenz / Hz Frequenz / Hz
Abb. 5.27: ,Systemidentifikation” eines Bandpasses mit Hilfe von
Leistungsdichtespektren nach Welchs Periodogramm-Methode fiir nur ein
Periodogramm.

5.4.4 Ubungsaufgaben

Ubung 149 (Losungsband Seite 348)

Erzeugen Sie mit Hilfe des Simulink-Systems s_oneton.mdl ein Sinussignal
der Amplitude 1 in Gaufischem weifien Rauschen (mit Varianz 1).

Andern Sie dabei die im Initialisierungsfile init_oneton.mdl eingestellten
Parameter

o

Simulationsdauer
Amplitude des Sinus

simudauer = 10;
ampl = 1;

oP

Frequenz des Sinus in Hz
Schrittweite einer Fixed-Step
Simulation (1/Abtastrate)

frq = 50;
stime = 1/200;

o0 o° o°

nach der Initialisierung im Command-Window von MATLAB auf
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simudauer = 16.3830;% Simulationsdauer
stime = 1/1000; % Schrittweite

sodass insgesamt nach der Simulation 16-K Datenpunkte zur Verfiigung ste-
hen.

Rufen Sie das System s_oneton.mdl anschlieSend auf und fiihren Sie mit Hil-
fe der MATLAB-Funktion cpsd die nachfolgenden Welch-Periodogramm-
Schitzungen® des erzeugten ,Sinus in Rauschen” durch:

(a) Berechnen Sie das Leistungsdichtespektrum basierend auf einem 16 K-
FFT-Periodogramm. Plotten Sie das Ergebnis in dB. Vergleichen Sie da-
bei das Ergebnis mit dem Leistungsdichtespektrum, das theoretisch zu
erwarten ist!

(b) Berechnen Sie das Leistungsdichtespektrum basierend auf 16 nichtiiber-
lappenden 1 K-FFT-Periodogrammen. Plotten Sie das Ergebnis in dB
und vergleichen Sie es mit dem Ergebnis aus Teil (a).

(c) Berechnen Sie das Leistungsdichtespektrum basierend auf tiberlappen-
den 1 K-FFT-Periodogrammen mit einem Uberlappungsgrad von 256-
Punkten. Plotten Sie das Ergebnis in dB und vergleichen Sie es mit den
Ergebnissen aus Teil (a) und Teil (b).

Ubung 150 (Losungsband Seite 351)

Erzeugen Sie mit Hilfe des Simulink-Systems s_twoton.mdl zwei Sinussigna-
le der Amplitude 1 in GaufSsschem weifien Rauschen (mit Varianz 1).
Verwenden Sie dabei die im Initialisierungsfile init_twoton.mdl eingestell-
ten Parameter

simudauer = 10; % Simulationsdauer

stime = 1/2000; % Schrittweite einer Fixed-Step
% Simulation (1/Abtastrate)

ampll = 1; % Amplitude des 1. Sinus

frql = 100; % Frequenz des 1. Sinus in Hz

ampl2 = 1; % Amplitude des 1. Sinus

frq2 = 101; % Frequenz des 1. Sinus in Hz

sodass insgesamt nach der Simulation 20000 Datenpunkte zur Verfiigung
stehen.

Rufen Sie das System s_twoton.mdl anschlieflend auf und fithren Sie mit Hil-
fe der MATLAB-Funktion cpsd die nachfolgenden Welch-Periodogramm-
Schitzungen? des erzeugten ,Zweitonsignals in Rauschen” durch:

26 Verwenden Sie dabei Hanning-gefensterte Daten.
27 Verwenden Sie dabei erneut Hanning-gefensterte Daten.
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(a) Berechnen Sie das Leistungsdichtespektrum basierend auf einem 16 K-
FFT-Periodogramm. Plotten Sie das Ergebnis in dB.

(b) Berechnen Sie das Leistungsdichtespektrum basierend auf 8 nichtiiber-
lappenden 2 K-FFT-Periodogrammen. Plotten Sie das Ergebnis in dB
und vergleichen Sie es mit dem Ergebnis aus Teil (a).

Untersuchen Sie dabei insbesondere die Wirkung der Berechnungsver-
fahren im Hinblick auf die spektrale Auflésung der Tone.

Ubung 151 (Losungsband Seite 354)

Mit Hilfe des Simulink-Modells s_Rausch3.mdl und mit Hilfe des MATLAB-
Files VRausch3.m kann man automatisiert Leistungsdichtespektren des in
Beispiel 5.15 schon diskutierten Bandpass-gefilterten Rauschsignals berech-
nen.

Untersuchen Sie die Giiteaussagen aus (471.1) und (472.1) experimentell, in-
dem Sie die folgenden Teilaufgaben bearbeiten:

(a) Berechnen Sie mit Hilfe von VRausch3.m 200 Schitzungen des Leis-

tungsdichtespektrums des Bandpass-Ausgangssignals auf der Basis von
1-K-Periodogrammen. Wiahlen Sie dazu eine Abtastrate von f, =
1024 Hz.
Bestimmen Sie anschliefend mit der MATLAB-Funktion distempSte-
tig.m der Begleitsoftware die empirische Verteilung der Schatzung bei der
Frequenz fy = 200 Hz und bei der Frequenz f; = 400 Hz und stellen Sie
diese grafisch dar. Verwenden Sie dazu jeweils 10 Klassen. Vergleichen
Sie die Ergebnisse im Hinblick auf die Formeln (471.1) und (472.1).

(b) Berechnen Sie des Weiteren mit Hilfe von VRausch3.m 200 Schitzungen

des Leistungsdichtespektrums des Bandpass-Ausgangssignals auf der
Basis von 16 gemittelten 1-K-Periodogrammen. Wiahlen Sie dazu wieder
eine Abtastrate von f, = 1024 Hz.
Bestimmen Sie erneut mit der MATLAB-Funktion distempStetig.m der
Begleitsoftware die empirische Verteilung der Schitzung bei der Frequenz
fo = 200 Hz und bei der Frequenz f; = 400 Hz. Verwenden Sie ebenfalls
wieder jeweils 10 Klassen. Vergleichen Sie die Ergebnisse im Hinblick auf
die Formeln (471.1) und (472.1).

5.5 Experimente, Beispiele, exemplarische
praktische Anwendungen

Wie bereits eingangs des Kapitels erwdhnt wurde, sind praktisch alle in der
Praxis vorkommenden Signale stochastischer Natur. Die in den vorangegan-
genen Abschnitten entwickelten Techniken, insbesondere zur Berechnung
von Korrelation und Leistungsdichtespektrum, sind daher von groiem prak-
tischen Nutzen. Wir wollen dies anhand einiger exemplarisch ausgewahlter
Beispiele illustrieren.
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5.5.1 Spektralanalyse eines Wasserstrahl-Gerduschs

In den vorangegangenen Abschnitten wurden Rauschsignale mit Hilfe einer
MATLAB/Simulink-Simulation erzeugt.

Rauschsignale kommen aber in der Natur in vielfdltiger Weise vor®. Das
thermische Rauschen wurde als Prototyp eines Gaufischen (bandbegrenzten)
weifien Rauschsignals bereits mehrfach erwahnt!

Im Folgenden soll als weiteres Beispiel ein Signal betrachtet werden, das mit
ganz einfachen Mitteln erfasst und analysiert werden kann: das Rauschen
eines in ein Waschbecken fallenden Wasserstrahls.

Abbildung 5.28 zeigt den Aufbau einer solchen , Messeinrichtung”, wie sie
von jedermann einfach zu Hause aufgebaut werden kann [3].

Abb. 5.28: Aufbau des Experiments , Wasserstrahl”

Man benétigt lediglich ein Notebook mit einer tiblichen Soundkarte und
ein handelstibliches Mikrofon. Die Aufnahme selbst kann mit Hilfe des Pro-
gramms make_audio.m der Begleitsoftware durchgefiihrt werden.

Das Programm 6ffnet bei Aufruf mit

>> [sound, FS] = make_audio;
ein MATLAB-GUI, das mit dem Button Start die Aufnahme eines Signals

tiber den Mikrofon-Eingang erlaubt. Mit den Buttons Stop und OK wird das

28 S. beispielsweise die Internet-Seite http://www.purewhitenoise.com/ fiir eine interessante
Kollektion von weiflen Rauschsignalen!
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Signal in der MATLAB-Variablen sound gespeichert. Zugleich wird die Ab-
tastrate FS zuriickgeliefert. Optional kann das Signal in einem = .wav-File
gespeichert werden.

Beim Auftreffen auf den Beckenboden verursacht der Wasserstrahl ein Ge-
rdusch, welches auch im landldufigen Sprachgebrauch als ,Rauschen” be-
zeichnet wird. Wir wollen im Folgenden plausibel machen, dass es sich tat-
sdchlich um ein nahezu perfektes Gaufisches weifles Rauschsignal handelt.
Zundchst kann man sich leicht tiberlegen, dass das Gerdusch als Musterfunk-
tion eines stationdren Prozesses aufgefasst werden kann. Das Gerausch (der
resultierende Schalldruckpegel) ist sicherlich nicht deterministisch. Des Wei-
teren dndern sich die Bedingungen der Erzeugung des Gerdusches iiber die
Zeit nicht, jedenfalls solange wie wir nicht den Wasserdruck durch Aufdre-
hen des Hahns variieren oder die Struktur der Auftrefffliche d&ndern. Es gibt
keinen Grund anzunehmen, warum sich der mittlere Schallpegel und die
statistische Abweichung davon é@ndern sollten.

Ferner kann ohne weiteres angenommen werden, dass eine Aufnahme typisch
ist, mit anderen Worten, wir konnen davon ausgehen, dass fiir diesen Prozess
die Ergodenhypothese gilt.

Die Kennwerte des Prozesses konnen also der zeitlichen Variation einer Mus-
terfunktion entnommen werden!

Damit kann zundchst experimentell tiberpriift werden, dass die Zufallsvaria-
ble X;, welche zum Zeitpunkt ¢ die Schalldruckpegel bestimmt, einer Gauf-
Verteilung geniigt.

Die theoretische Begriindung fiir diese Tatsache ergibt sich aus dem so ge-
nannten Zentralen Grenzwertsatz [2,3,7], der, grob gesprochen, besagt, dass
alle stochastischen Effekte, die sich als eine Uberlagerung von einer Vielzahl
von Effekten verstehen lassen, (ndherungsweise) normalverteilt sind.

Dass dies bei dem vorliegenden Experiment so ist, verdeutlicht Abbildung
5.29.

Sie zeigt in einer Momentaufnahme, dass sich der das Gerdusch erzeugen-
de Wasserstrahl im Detail aus vielen Einzeltropfen zusammensetzt. Das Ge-
samtgerausch kann also als Uberlagerung der vielen, durch einzelne Tropfen
erzeugten Gerdausche aufgefasst werden.

Mit Hilfe des MATLAB-Programms wasserrauschen.m kann diese Vermu-
tung experimentell bestatigt werden.

Bei Aufruf von

>> wasserrauschen

berechnet das Programm die empirische Verteilung und die empirische Vertei-
lungsfunktion [2] des (durch die Aufnahme mit dem Mikrofon auf einen dqui-
valenten Bereich von [—1, 1] normalisierten) Schalldruckpegels®.

29 In Wirklichkeit analysieren wir nicht direkt das Geréusch, sondern das Ausgangssignal der
Messkette Schalldruck-Mikrofon-ADU der Soundkarte. Der Frequenzgang des Mikrofons
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Abb. 5.29: ,Wasserstrahl” im Detail

Abbildung 5.30 zeigt das aufgenommene Signal wasser2r (in der Datei was-
ser2.mat) in der gesamten zeitlichen Ausdehnung und in einer Ausschnitts-
vergrofierung.
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Abb. 5.30: Aufgenommenes ,Wasserstrahl”-Gerdusch wasser2r

Optisch ist deutlich eine sehr unregelméfige ,rauschartige” Struktur zu er-
kennen.

Die Abbildung 5.31 gibt die angesprochene empirische Verteilung und die
empirische Verteilungsfunktion der (normalisierten) Gerduschamplituden

hat dabei im Allgemeinen sicherlich einen Einfluss. Wir gehen hier von einem Mikrofon aus,

das zumindest im Nyquist-Band (hier [0, 11025] Hz) einen anndhernd konstanten Frequenz-
gang hat.
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Abb. 5.31: Empirische Verteilung des ,Wasserstrahl“-Gerduschs wasser2r

sowie eine vom Programm an die empirische Verteilung angepasste Nor-
malverteilungsdichte wieder.

Deutlich ist zu sehen, dass die Vermutung, es handle sich um ein Gaufsches
Rauschen, experimentell eindrucksvoll bestatigt wird.
Ob es sich in der Tat um ein weiffes Rauschen handelt, kann nun mit den

erarbeiteten Berechnungsverfahren ebenfalls experimentell untersucht wer-
den. Das Programm wasserrauschen.m enthilt dafiir die Anweisungen

% Schdtzung und grafische Darstellung des (einseitigen)
% Leistungsdichtespektrums. Es werden

% nach der Welch-Methode hdlftig Uberlappende 1-K-

% Periodogramme verwendet.

[Pww,F] = cpsd(wasser2r ,wasser2r , hanning(1024),...
512,1024,FS, "onesided ’ ) ;

Pm = mean(Pww);

figure

mit denen das in Abbildung 5.32 dargestellte (einseitige) Leistungsdichte-
spektrum auf der Grundlage des Welch-Verfahrens mit hilftig tiberlappen-
den 1-K-Periodogrammen berechnet wird.
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Abb. 5.32: Leistungsdichte des ,Wasserstrahl”“-Gerduschs wasser2r

Ganz offensichtlich kann die Leistungsdichte als im Wesentlichen konstant
angesehen werden.

Das Wasserstrahl-Gerdusch ist ein nahezu perfektes Beispiel eines Gaufs-
schen (bandbegrenzten) weifien Rauschens!

5.5.2 Bestimmung eines Signal-Rausch-Abstandes

Eine wichtige Aufgabe der Signalanalyse in der Mess- und Ubertragungs-
technik ist die Unterscheidung von deterministischen und stochastischen Si-
gnalen innerhalb eines Signalgemischs.

Wesentliche KenngrofSe ist dabei das Signal-Rausch-Leistungsverhiltnis
(Signal-to-Noise-Ratio, SNR), mit welchem die Giite eines Nutzsignals in ei-
nem Gemisch von Nutz- und (rauschartigem) Storsignal quantitativ ausge-
driickt werden kann.

Die Rauschleistung eines rauschartigen Signals (Musterfunktion eines sta-
tiondren stochastischen Prozesses) ergibt sich dabei nach den Uberlegungen
der vorangegangenen Abschnitte iiber die Interpretation des Leistungsdich-
tespektrums als Integral der Rauschleistungsdichte und hingt somit unmit-
telbar mit dem Leistungsdichtespektrum zusammen. Fiir ein bandbegrenz-
tes Rauschen in einem vorgegebenen (Kreis-)Frequenzband Brad/s ergibt
sich die Gesamt-Rauschleistung (vgl. Gleichung (428.3)):

1
™
B
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Fiir die Bestimmung des Signal-Rausch-Abstandes wird dieser Rauschleis-
tung die Leistung des Nutzsignals S im Band B gegeniiber gestellt.

Die Signalleistung S eines periodischen Signals im Band B beispielsweise
ergibt sich nach (450.5) aus der Summe der Leistungen aller Harmonischen
im Band B:

> el (483.1)

kwo€B

Das SNR wird meist in dB angegeben und berechnet sich aus dem Verhaltnis
der obigen Grofen.

-
Sei S die Signalleistung und N die Rauschleistung innerhalb eines Fre-
quenzbandes B. Dann definiert die Grofie

10 - logy, (%) dB (483.2)

das Signal-Rausch-Leistungsverhaltnis (SNR) im Band B.
- J

5.16 Beispiel (SNR)

Wir betrachten als einfachstes Beispiel ein Sinussignal von 50 Hz mit der Am-
plitude q, also

f(t) = a - sin(2750¢t) (483.3)

in einem Frequenzband von —500 Hz bis 500 Hz. Bekanntlich hat dieses Si-
gnal eine komplexe Fourierreihenentwicklung mit den Koeffizienten:

c_1= —jg, c1 :jg, c¢o = 0 sonst. (483.4)

Da sich das Signal vollstiandig im betrachteten Band befindet, erhilt man:

2

S = (g>2 + (g)2 - % (483.5)

Dies entspricht der Gesamtleistung und somit auch

T,
r 2
1 1 ,T, a?

/ dt = aQ—P:%:(feff){ (483.6)
P

0

(2 —t —
a - sin(2r —t) %2
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dem Integral iiber die Momentanleistungen des Sinussignals iiber einer Si-
gnalperiode 7}, d.h. dem Quadrat des Effektivwertes.

Es sei nun dieses Signal durch einen mittelwertfreien bandbegrenzten wei-
3en Gaufischen Rauschprozess mit Rauschleistungsdichte

72 =0.0025 HK (484.1)
Z

gestort.

Fiir das Rausch-Leistungsdichtespektrum im Band kann somit angenommen
werden:

Sxx(jw)=+* VYweB. (484.2)

Das Signal hat eine konstante Rauschleistungsdichte von v? W /Hz.

Die Situation ist zur besseren Veranschaulichung idealisiert in Abbildung
5.33 wiedergegeben.

w
Hz

Frequenlzband B Hz

Abb. 5.33: Schematische Darstellung eines Sinus in bandbegrenztem weifsen
Rauschen

Fiir die Inband-Rauschleistung® gilt somit nach Gleichung (482.1):

1 1 1
N = —/SXX(jw) dw = —~?B = —~2271000
2’/T 2’/T 2’/T (484 3)
s )

=~%1000 = 2.5 W.

Man beachte, dass B in Formel (482.1) in rad/s anzugeben ist, da tiber die
Kreisfrequenz w integriert wird. Daher ist der Faktor 27 zu berticksichtigen.

Fiir ein Signal der Amplitude /2 beispielsweise, ergibt sich fiir das resultie-
rende SNR:

30 Rauschleistung im betrachteten Frequenzband
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S 1
SNRg =10 - log;, <N) =10 -logy, (ﬁ) (485.1)
—3.98 dB.

Ist das Leistungsdichtespektrum eines Signal/Rausch-Gemischs bekannt
und kann das Nutzsignal in diesem Spektrum identifiziert werden, so kann
das Signal-Rausch-Leistungsverhaltnis (Signal-Rausch-Abstand, SNR) unter
Umstanden durch Filtermafinahmen deutlich verbessert und das Nutzsignal
aus dem Gemisch deutlich herausgehoben werden.

Das nachfolgende sehr einfache Beispiel soll dieses Verfahren illustrieren.

5.17 Beispiel (SNR-Verbesserung durch Filterung)

Mit Hilfe des Simulink-Systems s_onetonefilt.mdl der Begleitsoftware kann

ein Sinus-Signal in bandbegrenztem weiffen Rauschen erzeugt und mit ei-

nem Butterworth-Tiefpass-Filter gefiltert werden. Das gefilterte und das un-

gefilterte Signal werden in den MATLAB-Workspace exportiert.

Nach der Initialisierung des Systems {iber das Initialisierungsfile init_one- Ubung152
tonefilt.m sind im System folgende Parameter eingestellt:

simudauer = 50; % Simulationsdauer

ampl = 0.1; % Amplitude des Sinus

frq = 50; % Frequenz des Sinus in Hz
stime = 1/1000; % Schrittweite (1/Abtastrate)

Wir fassen im Folgenden die 50 Hz-Sinusschwingung der Amplitude 0.1 als
Nutzsignal und das weifle Rauschen als Storsignal auf.

Nach Simulation von s_onetonefilt.mdl kann zunéchst das gestorte Nutzsi-
gnal mit den Anweisungen

>> signoise = sigs(:,1);
>> plot(t,signoise, ’'b”")
>> grid

>> xlabel(’Zeit/s")

>> ylabel ("Ampl. ")

als Zeitsignal grafisch dargestellt werden (Abbildung 5.34).

Wie insbesondere die zweite Ausschnittsvergroflerung zeigt, geht das Nutz-
signal im Rauschen ,unter”. Quantitativ kann dies durch die Berechnung
des SNR untermauert werden.

Gemaf3 (483.5) betragt die Nutzsignalleistung;:
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Ampl.
Ampl.
o

-1

-2
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-4
24 242 244 2.46 248 25
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Abb. 5.34: Sinussignal in Rauschen (zwei Ausschnitte)

a? 1
S = = = 300" (486.1)
Die Rauschleistung im Nyquist-Band [0, f,] = [0,1000] Hz betrdgt gemaf3
Einstellung des Rauschsignal-Blocks genau 1 (Parameter Noise Power und
sample Time stehen auf dem gleichen Wert).

Damit ergibt sich ein Signal-Rausch-Abstand von:

S 1
SNR = 10 - log; (N) =10 - log,, <%>

(486.2)
= —23.0103 dB.
Aufgrund der Einstellung des Filters auf eine Eckfrequenz von
1.5-50- 27 =75 - 27rrad/s (486.3)

entsprechend 75 Hz passiert das Nutzsignal das Filter ungeddmpft. Wesent-
liche Teile des Rauschsignals werden jedoch unterdriickt.

Dies kann man an der grafischen Darstellung des (einseitigen) Leistungs-
dichtespektrums® des Filter-Ausgangssignals in Abbildung 5.35 erkennen,
welche mit

>> signfilt = sigs(:,2);

>> [Sxx,F] = cpsd(signfilt,b signfilt, rectwin(2+1024),...
2+512,2+1024,1/stime , "onesided ”);

>> plot(F,10x10g10(Sxx),’b”, ’LineWidth’ ,2);

>> grid

>> xlabel(’Frequenz/Hz")

>> ylabel ("Sxx”)

31 Bei der Option ’onesided’ enthilt [0, f,/2] Hz die gesamte Signalleistung im Nyquist-
Band.
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auf der Grundlage von Rechteck-gefensterten 2-K-Periodogrammen erzeugt
werden kann.

100 200 300 400 500 0 20 40 60 80 100
Frequenz/Hz Frequenz/Hz

Abb. 5.35: Leistungsdichte des gefilterten Signals (rechts Ausschnitt)

Die nach Filterung verbleibende Rauschleistung kénnte im Prinzip gemafs
des Wiener-Lee-Theorems aus der Filterkennlinie und der Rauschleistungs-
dichte des weifien Rauschens berechnet werden. Wir wollen dies hier aber
(approximativ) aus dem berechneten Leistungsdichtespektrum ermitteln.
Dazu eliminieren wir zundchst die auf das Nutzsignal (und Leakage-
Nebenlinien) zurtickzufiihrenden Spektralanteile aus dem berechneten Leis-
tungsdichtespektrum.

Wegen
>> fa = 1000; % Abtastrate
>> N = 2x1024; % verwendete FFT-L&nge
>> df = fa/N % Frequenzabstand
df =
0.4883
>> K = 50/df
K =
102.4000

>> Sxx(102 —3:102+3) % Spektralanteile um 50 Hz

ans =
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0.0029
0.0019
0.0007
0.0035
0.0128
0.0056
0.0032

konnen wohl offenbar die Werte Sxx(102), Sxx(103), Sxx(104)
als zum Nutzsignal gehorig betrachtet werden. Wir ersetzen diese Wer-
te pragmatisch durch den Mittelwert der Werte Sxx(99), Sxx(100),
Sxx(101), Sxx(105),die wir schon als Rauschanteile im Durchlassband
des Filters auffassen:

Sxx (102 —3:102+3)= (Sxx(99)+Sxx(100)+Sxx(101)+Sxx(105))/4;
>> Sxx(102 —5:102+5)

ans =

.0018
.0015
.0022
.0022
.0022
.0022
.0022
.0022
.0022
.0035
.0030

OO O OO OO OO oo

Die Rauschleistung nach Filterung im Nyquist-Band ergibt sich nun aus dem
Integral tiber dem (nun verdnderten) Sxx, welches wir durch

>> N = sum(Sxx)=df
N F =

0.1528

approximieren konnen.
Damit ergibt sich ein Signal-Rausch-Abstand nach Filterung von

SNR = 10 - log; (Ni) =10 - log,, ( 0.005 )
F

0.1528 (488.1)
— —14.8515 dB,
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was einer Verbesserung des Signal-Rausch-Abstandes um ca. 8dB ent-
spricht.

Es ist interessant, diese Berechnung auf der Grundlage des berechneten Leis-
tungsdichtespektrums einmal einer Grobschédtzung gegeniiber zu stellen, die
sich ergibt, wenn man das reale Butterworth-Filter gedanklich durch ein
ideales Tiefpassfilter mit Grenzfrequenz 75 Hz ersetzt.

In diesem Fall ist es sehr einfach, die Rauschleistung des , Restrauschens” zu
bestimmen. Mit der eingestellten Rauschleistungsdichte von + ergibt sich

fa
im Durchlassband B = [—75, 75] Hz:

1
—B-~+2=2.75. —— =0.15. 489.1
Np=B-9* =275 o5 = 0.15 (489.1)
Die obige Schitzung fiir das reale Filter kommt dem ziemlich nahe.
Fiir das ideale Tiefpassfilter ergdbe sich ein Signal-Rausch-Abstand von:

SNR = 10 - log;, <Ni> =10- log,, (0.005)
F

0.15 (489.2)

=—14.7712 dB.

Diese theoretische Uberlegung bestitigt die praktische approximative Be-
rechnung.

Abschlieflend sei zum Vergleich in Abbildung 5.36 das gefilterte (verbesser-
te) Zeitsignal dargestellt.

Ampl.
Ampl.
=

24 2.42 2.44 2.46 248 25
Zeit/s Zeitls

Abb. 5.36: Sinussignal in Rauschen nach Filterung (zwei Ausschnitte)

Zwar ist das Nutzsignal (der 50 Hz-Sinus mit Amplitude 0.1) noch immer
deutlich gestort, jedoch ist insbesondere im zweiten Ausschnitt mit ein we-
nig Miihe und gutem Willen in etwa schon die Periodendauer von 0.02s zu
erkennen. [ |
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5.5.3 Quantisierungsrauschen eines ADU

Mit Hilfe des Begriffs des Signal-Rausch-Abstandes kann ein Fehler unter-
sucht und quantifiziert werden, welcher bei der A/D-Wandlung prinzipiell
auftritt und sich als rauschartige Storung dufiert. Es ist dies der so genannte
Quantisierungsfehler.

Der Quantisierungsfehler eines Analog-Digital-Wandlers kann als zufalli-
ges Storsignal ¢, angesehen werden, welches auf den , wahren” Amplitu-
denwert x,, des abgetasteten Signals durch die Zuordnung zu einer Stufen-
hohe #,, des A/D-Wandlers (die Quantisierung) hinzugeftigt wird.

Das Blockschaltbild in Abbildung 5.37 illustriert diese gedankliche Model-
lierung.

Abtaster
mit
Periode T,

Abb. 5.37: Idealisierte Darstellung des Quantisierungsfehlers bei der ADU

Geht man davon aus, dass durch das Signal selbst keine Abhédngigkeiten in
die Quantisierung tibertragen werden®?, so kann das Quantisierungssignal
modellhaft als unabhiingiges additives Rauschsignal aufgefasst werden.

Die folgende Uberlegung macht deutlich, dass dieses Rauschsignal in guter
Naherung als gleichverteiltes (bandbegrenztes) weifses Rauschen aufgefasst
werden kann.

Sei A die Quantisierungsstufenhohe. Fiir einen A /D-Wandler der Nominal-
auflésung n ist diese das 5--fache des Aussteuerungsbereiches. Dann wird
jeder Abtastwert z,, in einem Intervall [-A/2, A/2] gemifl dem in Abbildung
5.38 dargestellten Schaubild einer Quantisierungsstufe zugeordnet.

Ohne zusétzliche Voraussetzungen kann dem Wert von z,, kein spezifischer
Ort um die Quantisierungsstufe innerhalb dieses Intervalls zugeordnet wer-
den. Dies macht die Voraussetzung sinnvoll, dass jeder Wert von z,, inner-
halb des gestrichelten Bandes der Breite A ,,gleich wahrscheinlich” ist. Somit

32 Dies ist zwar bei ,realen Signalen” (Schwingungen, Sprache, etc.) i.Allg. nicht der Fall, jedoch
ist die Annahme in den meisten Fallen eine rechnerisch praktikable Ndherung.
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Quantisierungs-
stufe

Quantisierungs-
stufe

Quantisierungs-
stufe

Abb. 5.38: Idealisierte Darstellung der Abtastung

ist jeder Quantisierungsfehler im Intervall [-A/2, A/2] ,gleich wahrschein-
lich”!

Der Quantisierungsfehler g,, kann daher fiir jedes n durch eine gleichverteil-
te Zufallsvariable im Intervall [ A/2, A/2] modelliert werden.

Da nach Voraussetzung an z,, auch die einzelnen Quantisierungsfehler von-
einander unabhiingig sein sollten, handelt es sich um einen diskreten, mittel-
wertfreien weiflen Rauschprozess, wobei die Verteilung der Signalamplitu-
den nicht die Gauf3- sondern die Gleichverteilung ist.

Das Leistungsdichtespektrum ist deshalb flach im Abtastband mit einer Ge-
samtleistung entsprechend der Varianz von q.

Diese ldsst sich mit ein paar Grundkenntnissen aus der Wahrscheinlichkeits-
rechnung [2] leicht berechnen zu:

V(g) = 0% = A (491.1)

712
Diese Tatsache hat zwei bedeutende Konsequenzen.
Zum einen entspricht die wahre Auflosung, auch als so genannte effektive
Auflosung bekannt, nicht der nominellen Auflosung, sondern ergibt sich aus

dem Signal-/Quantisierungsrauschleistungs-Verhiltnis!

Zum anderen muss beim Design von Analog/Digital-Schaltungen stets auf Ubung 153
diese zusitzliche Rauschquelle geachtet werden. Rauscht der Analogteil zu

stark, so niitzt auch der beste A/D-Wandler nichts und umgekehrt kann Ubung 154
die Wahl eines zu niedrig auflésenden A /D-Wandlers die Performance des
Systems negativ beeinflussen. Welcher A /D-Wandler gewahlt werden muss,
kann durch eine tiberschldgige Berechnung der im Analogteil gebildeten
thermischen Rauschleistungsdichte im Vergleich mit der Quantisierungs-
rauschleistungsdichte ermittelt werden.

Ubung 155
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Wir wollen zum Abschluss das aus dem Quantisierungsrauschen resultie-
rende SNR berechnen.

Wir bedienen uns dazu (verfolgt man die obige Argumentation, nicht ganz
korrekterweise, aber gemédf3 den Gepflogenheiten fiir das Testen von A/D-
Wandlern) eines quantisierten Sinussignals.

Besitzt ein A/D-Wandler einen Aussteuerungsbereich von R (Volt) und das
Sinussignal, welches natiirlich unter Einhaltung des Abtasttheorems diskre-
tisiert wird, eine Amplitude von A = m - £, m < 1, so ergibt sich fiir den
Signal-/Quantisierungsrauschleistungs-Abstand SNR, in dB:

2
SNR, = 10 - log,, (Aa—f) . (492.1)
q

Setzt man die Werte fiir Amplitude A und Varianz 03 in die Formel ein, so
erhilt man:

2 P2
SNR, = 10 - log,, <”22L/1/28) . (492.2)

Mit A = £ (ein 2"-tel des Aussteuerungsbereiches) ergibt sich:

m2R?/8
SNR, = 10 - logyq (7}22/(12 : 2%))

1222n 2
=10-logy, (%)

=10-log;g (%22”7712)

3
=20 -logyo(m) + 10 - 10%10(5) +20n - logy(2).

(492.3)

Man erkennt, dass sich das Verhilinis bei kleiner Aussteuerung m des Si-
gnals verschlechtert.

Bei Vollaussteuerung (d.h. bei m = 1) ergibt sich die bekannte Formel (493.1)
fur die so genannte effektive Auflosung (in Bit) eines A/D-Wandlers.

Aus dem SNR*, welches gemifl Gleichung (492.3) in diesem Fall
SNR, = 1.76 + 1 6.02 dB (492.4)

33 Genauer gesagt, wird bei einer solchen Messung das Verhiltnis der Signalleistung zur Ge-
samtleistung aller Storeinfliisse bestimmt. Dazu gehoren neben dem Quantisierungsrau-
schen und dem thermischen Rauschen u.a. auch der Jitter-Fehler, welcher auf die nicht ideale
Realisierung des Abtastzeitpunktes zurtickgeht. Man spricht deshalb in diesem Zusammen-
hang nicht vom Signal-Rausch-Abstand (SNR), sondern genauer vom Signal-zu-Rausch-und
Stor-Abstand (Signal to Noise and Distortion, SINAD). Wir werden diesen Begriff allerdings
im Folgenden nicht verwenden.
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betrdgt, lasst sich umgekehrt bei Vorliegen eines durch Spektralanalyse des
A/D-Wandler-Ausgangssignals gemessenen SNR, die Formel

SNR, — 1.76

5 Bit (493.1)

Neff =

ableiten.

Diese Formel eroffnet also beim Test eines A/D-Wandlers die Moglichkeit,
anhand der Messung des SNR die ,,wahre”, d.h. effektive Auflésung eines
Wandlers zu berechnen.

5.5.4 Experimentelle Bestimmung der effektiven
Auflésung eines ADU

Die im vorangegangenen Abschnitt vorgestellte Methode soll nun in einem
Laborversuch am Beispiel eines konkreten ADU durchgefiihrt** werden.
Abbildung 5.39 zeigt die Datenerfassungskarte NI PCI-6024E von National
Instruments. Mit ihrer Hilfe konnen (u.a.) Analogsignale digitalisiert und mit
geeigneten Programmen auf einen Rechner {ibertragen werden. Der fiir die
Digitalisierung intern verwendete ADU LTC1410 von Linear Technology hat
laut Datenblatt eine nominelle Auflésung von 12-Bit.

Mit Hilfe eines Signalgenerators wurde der ADU der Datenerfassungskarte
mit einer 100 Hz-Sinusschwingung angesteuert. Die Amplitude betrug 5V.
Der Aussteuerungsbereich R betrug 10 V und der Aussteuerungsgrad m so-
mit 1. Die Abtastrate f, wurde auf 20000 Hz eingestellt.

Das digitalisierte Signal ist im « . mat-File ADUTest.mat der Begleitsoftware
verftigbar. Mit

>> load ADUTest

>> whos
Name Size Bytes
signal5V100Hz20KHz 99948x1 799584

kann das Signal signal5v100Hz20KHz in den MATLAB-Workspace gela-
den werden.
Mit (vgl. Datei ADUTest.m )

34 Es sollte an dieser Stelle erwdhnt werden, dass die Laborbedingungen bei dem hier beschrie-
benen Versuch natiirlich nicht ideal waren. Die Ergebnisse sind somit nur als Ndherung zu
verstehen. Bei der Beschreibung dieses Versuches (und aller anderen im vorliegenden Ab-
schnitt beschriebenen Versuche) geht es primar um die Vorgehensweise, die Probleme bei
der Durchfiihrung und die Probleme bei der Interpretation der Ergebnisse.
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Abb. 5.39: Datenerfassungskarte NI PCI-6024E

sig = signal5V100Hz20KHz; % des kirzeren Namens wegen

% Leistungsdichtespektrum berechnen
% (Bartlett-Fenster, um Leakage-Effekt zu minimieren)

abtastrate = 20000;
NFFT = 8x1024; % df = 20000/NFFT = 2.4414 Hz
[Sxx,F] = cpsd(sig,6sig, bartlett (NFFT) ,...

NFFT /2 ,NFFT, abtastrate , "onesided ’);

wird das (einseitige) Leistungsdichtespektrum des Signals berechnet und mit

plot (F,10+10g10 (Sxx))
xlabel (’Frequenz/Hz")
ylabel ("Sxx/dB")

grid

die in Abbildung 5.40 wiedergegebene grafische Darstellung erzeugt.

An der Darstellung ist zu erkennen, dass das Signal sehr unsauber ist. Zwar
garantiert die Verwendung eines Bartlett-Fensters, dass der Leakage-Effekt
fir die hoheren Frequenzen keine Rolle mehr spielen diirfte, jedoch sind
deutliche Linien erkennbar, die auf nichtlineare Effekte in der Messkette zu-
riickzufiihren sind, welche zur Bildung von Oberwellen des (verzerrten) Si-
nussignals fiihren.
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20

Sxx/dB
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-120 ‘ ‘ ‘ ‘
0 2000 4000 6000 8000 10000

Frequenz/Hz

Abb. 5.40: Berechnetes Leistungsdichtespektrum

Dieses Zwischenergebnis verdeutlicht die Problematik dieses Messverfah-
rens. Unter normalen (Hochschul-)Laborbedingungen diirfte es schwierig
sein, hochlineare Messketten und saubere Signale zu realisieren.

Der Messung kann aber mit folgenden Uberlegungen trotzdem ein passables
Ergebnis entlockt werden. Die Inspektion von Abbildung 5.40 zeigt, dass in
einem Frequenzband ab ca. 8300 Hz keine grofseren Stor-Peaks mehr vor-
kommen. Geht man einmal davon aus, dass wir uns ab dieser Frequenz
im Bereich des additiven Rauschens (Quantisierungsrauschen plus sonsti-
ge Rauschquellen) befinden, so kann man versuchen, die Rauschleistung in
diesem Band zu messen und auf das gesamte Nyquist-Band ,hochzurech-

“

nen :

>>
>>
>>
>>
>>

>>
>>

%

o

% Ausschnitt aus Leistungsdichtespektrum herausschneiden,
% der wahrscheinlich keine Signal- sondern nur noch

% Rauschanteile enthdlt. Es wird nach Inspektion des

% Spektralplots der Bereich von 8301 Hz bis £fa/2=10000

% Hz gewahlt.

df = abtastrate/NFFT;

binunten = floor(8301/df); % Index von ~8301 Hz

Spektrum (hoffentlich) ohne Signal- und Leakage-Anteile

>> PNN = [Sxx(binunten:end)];
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% Rauschleistung approximativ berechnen

>> nnbins = length (PNN); % Anteil des Bandes mit Rauschen
>> faktor = NFFI/nnbins % Verh&dltnis halbes Nyquistband
% zu betrachtetem Band
faktor =
11.7364

>> N = sum(PNN) = faktor*df % "hochgerechnete" Rauschleist.
N =

2.5963e—006

Das betrachtete Frequenzband stellt den ca. 12-ten Teil des halben Nyquist-
Bandes [0, %"] Hz dar. Zu beachten ist, dass IV die gesamte Rauschleistung im
Nyquist-Band [—£, L] Hz représentiert, obwohl mit

sum (PNN) + faktorxdf

nur {iber das halbe Nyquist-Band integriert wird, denn bei Verwendung der
Option ' onesided’ werden die Leistungsanteile der negativen Frequenzen
denen der positiven zugeschlagen.

Mit
>> % Signalleistung berechnen. Diese wird nicht
>> % aus dem PSD ermittelt,
>> % sondern anhand der eingestellten Amplitude
>> = 5; % 5 Volt

A 7
>> S = (AN2/2); % Signalleistung
>> SNR = 10+log10(S/N)

SNR =

66.8256

wird der Signal-Rausch-Abstand und mit

> m = 1;
>> neff = (SNR-20x1log10(m)—-1.76)/6.02
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die effektive Bitzahl auf 10.8 Bit geschatzt.

Dieses Ergebnis diirfte aufgrund der Stérungen etwas zu ungtinstig fiir den
ADU sein.

Geht man erneut von Abbildung 5.40 aus und schétzt den Rauschfloor auf
ca. —100 dB, so kann man der obigen Berechnung folgende Uberschlagsrech-
nung gegentiber stellen:
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Die effektive Bitzahl kann also auf ca. 11 Bit geschétzt werden.

Genaueren Aufschluss konnte nur eine sorgfaltigere Messung der obigen Art
unter Verwendung hochwertigerer Komponenten bieten. Folgt man dem Da-
tenblatt [28] des ADU LTC1410, so liegt die tatsdchliche effektive Bitzahl bei
11.8 Bit.

5.5.5 Laufzeitmessung mittels Korrelation

Eine mogliche Anwendung der Korrelationsidee bietet sich dort, wo Lauf-
zeiten zu messen oder Echos zu detektieren sind.

Denkbare Anwendungen wéren die (beriihrungslose) Geschwindigkeits-
messung von Forderbiandern, Fahrzeugen oder rotierenden Elementen
(Drehzahlmessung), wo etwa optisch eine vorbeilaufende Oberfliche zwei-
mal abgetastet wird und - im Idealfall — das zweite Signal eine verzogerte
Version des ersten Signals sein sollte (man vergleiche dazu Abbildung 1.15,
S.15).

Eine andere Anwendung wire die Abstandsmessung mit Hilfe von Lauf-
zeitmessungen. Hierbei wird ein abgesendetes und vom Ziel reflektiertes Si-
gnal mit einer gleichartigen, lokal erzeugten Version verglichen. Anschlie-
Bend wird der Zeitversatz per Korrelation bestimmt und es wird mit Hilfe
der bekannten Signalgeschwindigkeit der Abstand berechnet. Solche Prinzi-
pien finden sich (in komplizierterer Version als wir hier besprechen werden)
im Radar oder in der Satellitenortung (vgl. dazu Abbildung 1.10, S. 11).

Die Grundidee des Messverfahrens ist recht einfach: Man verschiebe zwei Si-
gnale solange gegeneinander und korreliere sie, bis maximale Ubereinstim-
mung durch ein auftretendes Korrelationsmaximum angezeigt wird. Enthal-
ten beide Signale zeitlich gegeneinander versetzte Versionen, so erscheint
das Korrelationsmaximum zu einer Zeit 7, die der Zeitverschiebung ent-
spricht.

Dies bedeutet, dass die Kreuzkorrelationsfunktion eines Signals x(t) und ei-
nes Signals y(t), welches eine (gegebenenfalls verrauschte) um 7 zeitversetz-
te und amplitudenverdnderte Version von z(t) enthilt, ein Maximum bei 7
haben sollte. Dies geht aus der nachfolgenden einfachen Rechnung hervor:
Sei x(t) ein Nutzsignal, n(t) ein Rauschsignal, etwa ein durch thermisches
Rauschen verursachtes Storsignal beim Messen der Grofle x(t), und

z(t) = z(t) + n(¢) (498.1)

eine Uberlagerung dieser beiden Signale, z.B. das Messergebnis.

Sei weiter m(t) ein zu n(t) unkorreliertes Rauschsignal, 7y eine Verzoge-
rungszeit und

y(t) = a-z(t — 79) + m(t) (498.2)

eine verzogerte, amplitudenverdnderte, verrauschte Version von z(t).
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Dann gilt fiir die Kreuzkorrelationsfunktion der zu Grunde liegenden Pro-
zesse (Zt)ter, (Ye)ter, (Ni)ter und (My)ier:

E(Z:Yi17) = E((X¢ + N)(aXp—rgpr + Miyr))

(XXt roqr + Xe My + aNe Xo rir + NeMyyr) (499.1)
(X Xt rgpr) + E(XeMyyr) + E(aNe Xy rgir) + E(Ne Myt r)
rxx (T —70) + E(XiMiqr) + aB(N: X rgir) + E(N My r).

rzy (T)

E
E
o

Nimmt man nun fiir die Rauschprozesse an, dass es sich um unabhdngige,
mittelwertfreie Prozesse handelt, was zumindest bei Messrauschen sinnvoll
angenommen werden kann, und nimmt man weiterhin an, dass die Stérpro-
zesse unabhingig von den Nutzsignalprozessen sind, was vielfach ebenfalls
eine sinnvolle Annahme ist, so erhdlt man fiir die gemischten Erwartungs-
werte den Wert 0 und insgesamt gilt:

rzy (1) = arxx (T — 70) + E(X¢)E(M4,)
+ aE(Nt)E(X¢—r4r) + E(N)E(Miyr)
=arxx(T—10) +EXy) -0+ a-0-E(X¢_rsr)+0-0

= OzTX)((T — 7'0).

(499.2)

Die Kreuzkorrelationsfunktion ist also die um 7y verschobene, um « skalierte
Autokorrelationsfunktion des Eingangsprozesses. Da die Autokorrelierte ihr
Maximum stets bei 0 hat, hat die Kreuzkorrelierte ihr Maximum bei 7q!

Der Zeitversatz 79 kann also mit einer Maximumsuche gefunden werden!

Giite der Laufzeitschitzung

Wie oben hergeleitet, wird die Laufzeit aus der Kreuzkorrelierten bestimmt.
Diese ist in der Praxis Ergebnis einer Mittelung iiber eine oder ggf. mehre-
re (Ausschnitte von) Musterfunktionen! Die Bestimmung der Laufzeit nach
diesem Verfahren kann daher nie exakt sein. Sie ist stets eine Schéitzung!

Ein bestimmender Faktor fiir die Giite und damit die Verldsslichkeit der
Schatzung ist sicherlich das Signal/Rauschleistungs-Verhiltnis des fiir die
Messung verwendeten Nutzsignals und der beteiligten Storsignale.

Dartiber hinaus werden, wie bereits erwéhnt, die Kennwerte unter Zugrun-
delegung der Ergodenhypothese anhand von Musterfunktionen endlicher
Linge T berechnet. Es ist klar, dass diese endliche Beobachtungsldnge Ein-
fluss auf die Giite der Schitzung haben muss.

Genau genommen miisste man daher neben der reinen Bestimmung der
Laufzeit 7p auch mit angeben, wie genau die Schitzung ist. Man miisste also
Varianz und Vertrauensintervall des Schiitzers mit angeben. Wir wollen hier
nicht in die mathematischen Details der Herleitung eindringen, sondern le-
diglich die Ergebnisse wiedergeben und interpretieren.
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Man kann zeigen [30], dass die auf der Kreuzkorrelation endlicher Linge
zweier Musterfunktionen z(t) und y(¢) beruhende Schiatzung

T
1
7o = max o / y(t)z(t+7)dt (500.1)
=T

ein so genannter erwartungstreuer Schitzer ist, d.h. es gilt:
E(70) = 70. (500.2)

Dies bedeutet nichts weiter, als dass diese Schdtzung im Mittel den richtigen
Wert fiir die Verzogerung 7y liefert.

Fiir (gegentiber der Signalbandbreite) breitbandiges Rauschen m(t) mit Ge-
samtrauschleistung M besitzt die Schatzung die Varianz [30]:

My
V(%) ~ - . 500.3

An der Formel (500.3) kann man zundchst unmittelbar erkennen, dass sich
die Varianz der Schiatzung erhdht, wenn

die Rauschleistung M, grofier wird (der SNR somit kleiner),
die Schitzdauer T kleiner wird,
die Amplitude « kleiner wird (der SNR somit ebenfalls kleiner).

Alle diese Abhéngigkeiten wurden oben bereits angesprochen und sind un-
mittelbar einzusehen.

Der letzte Faktor, die zweite Ableitung der Autokorrelationsfunktion an der
Stelle 0, bedarf einer genaueren Untersuchung.

Die Tatsache, dass die Autokorrelierte rx x (7) nach Definition des Leistungs-
dichtespektrums die Fourier-Riicktransformierte des Leistungsdichtespek-
trums ist, impliziert:

2
%’I‘X)((O) ps) QW/SXX ]w)@JWwa
7=0
1 d? .
=5 SXX(jw)ﬁejm dw (500.4)
=0
1 T 9 .
=5 w?Sxx (jw) dw.

— 0o
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Wie man der Formel entnehmen kann, entspricht der Ausdruck j—;r xx(0)
einer Gewichtung des Leistungsdichtespektrums von X; mit starker Beto-
nung der hohen Frequenzen. Es handelt sich also um ein Bandbreitemaf3 fiir
das Nutzsignal z(t).

Die Varianzformel (500.3) sagt demnach aus, dass die Varianz und damit die
Giite der Laufzeitschdtzung umso besser wird, je hoher dieser Bandbreite-
faktor ist.

Man ist deshalb bemiiht, fiir diese Art der Laufzeitmessung moglichst breit-
bandige Signale zu wihlen.

Geeignet hierfiir ist vor allen Dingen bandbegrenztes weifses Rauschen!

Ein weiterer, fiir diese Zwecke viel verwendeter Signaltyp ist das so genann-
te Chirp-Signal. Darunter versteht man ein sich zeitabhédngig linear in der
Frequenz dnderndes Sinussignal, d.h. ein Signal der Form:

x(t) =sin(2rf,t) mit f,=p-t, pe Ry. (501.1)

Das Spektrum eines solchen Chirp-Signals dhnelt dem eines bandbegrenzten
weiflen Rauschens (vgl. Ubung 156).

Ferner werden, beispielsweise im GPS, digitale Pseudozufallssignale ver-
wendet, welche ebenfalls sehr breitbandig sind und rauschartige Eigenschaf-
ten haben.

Alle diese Signaltypen zeichnen sich durch ein flaches, dem weiflen Rau-
schen dhnliches Spektrum aus und haben daher einen hohen Bandbreitefak-
tor im Sinne der Formel (500.4).

Die in den nachfolgenden beiden Abschnitten diskutierten Beispiele sollen
ein Gefiihl fiir die Moglichkeiten und die Schwierigkeiten des Korrelations-
verfahrens geben.

5.5.6 Berithrungsfreie Messung der Rotationsgeschwindig-
keit einer rotierenden Scheibe mittels Korrelation opti-
scher Sensorsignale

Wir greifen zur Illustration der Korrelationsmesstechnik das Rotationsge-
schwindigkeits-Messsystem aus Kapitel 1, Abbildung 1.14, S. 15 noch einmal
auf. Abbildung 5.41 zeigt den Versuchsaufbau zur Bestimmung der Rotati-
onsgeschwindigkeit einer (bedruckten) Scheibe (CD). Zwei kurz nacheinan-
der {iber der Scheibe platzierte Infrarotsensoren tasten dabei die Oberfldche
der Scheibe ab. Die reflektierten Signale repréasentieren zeitversetzt die (prin-
zipiell gleiche) Oberflachenstruktur der Scheibe. Aus dem Zeitversatz und
dem bekannten Abstand der Sensoren kann die Geschwindigkeit ermittelt
werden.

Der Zeitversatz soll nun mit Hilfe der Kreuzkorrelation der beiden gemesse-
nen Signale auf der Grundlage von (500.1) bestimmt werden.

Ubung 156
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Abb. 5.41: Versuchsaufbau des Rotationsgeschwindigkeits-Messsystems

Zwei der von den Sensoren gemessenen Signale sind beispielhaft in Abbil-

dung 5.42 dargestellt.

Der zeitliche Versatz der Signale ist im Zeitbereich zwar zu erkennen, aber
aufgrund der verrauschten Struktur der Signale nicht ohne weiteres und
schon gar nicht genau abzulesen.

Mit Hilfe des folgenden MATLAB-Programms (vgl. Dateien KorrCDPunk-
te.m, SignaleCDdickePunkte.mat ) wird daher eine Schiatzung des Zeitver-
satzes der beiden Sensorsignale auf Basis von (500.1) durchgefiihrt:

Q

% Laden der Signalmatrix
load SignaleCDdickePunkte

% Entnahme der einzelnen Signale
zeit = SignaleCDdickePunkte (: ,1);
kanall = SignaleCDdickePunkte (:,2);
kanal2 = SignaleCDdickePunkte (:,3);

Bestimmung der Abtastrate (dquidistante
Abtastung ist vorausgesetzt)

t = zeit(2)—zeit(1);

= zeit(end)—zeit(1); % Signaldauer in sec
length (zeit);

Z H o o o
I

% Korrelationszeitvektor
czeit = (—T:dt:N=dt);
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Abb. 5.42: Signale der Infrarotsensoren des Rotationsgeschwindigkeits-

Messsystems aus Abbildung 1.14

% Berechnung der Kreuzkorelation von
% kanall und kanal2
corsig = xcorr(kanall,b kanal2, "biased’);

% Grafische Darstellung

figure

plot(czeit ,corsig, 'r’, ’LineWidth’ ,b3)
title ('CD mit vielen dicken Punkten’)
xlabel (’Zeit/s”)

grid

% Berechnung des Zeitversatzes
[maxm,ind] = max(corsig);
ZeitVCDdickePunkte = czeit (ind)

Grundlage der Berechnung ist dabei eine Messung mit einer CD, die mit
dicken, tiber die Fliache gleichverteilten Punkten bedruckt ist, um der Ober-
flache eine fiir die optische Abtastung geeignete, unregelméfiige Struktur zu

verleihen.

In dhnlicher Weise wird mit Hilfe des Programms KorrCDKreise.m eine
Messung mit einer CD durchgefiihrt, die mit kleinen, {iber die Flache gleich-
verteilten Kreisen bedruckt wurde. Zum Vergleich wird dann noch mit Hil-
fe des Programms KorrCDOriginal.m eine Laufzeitschdtzung mit Signalen
durchgefiihrt, die auf einer Abtastung der CD mit ihrem originalen Auf-

druck (Grafik mit einem dunklen Balken) beruhen.
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Alle Berechnungen kénnen mit dem Script-File KorrCDAlle.m aufgerufen
werden:

>> KorrCDAlle

ZeitVCDvieleKreise =

0.0175

ZeitVCDdickePunkte =

0.0172

ZeitVCDOriginaldruck =
0.0173
In allen Féllen wird ein Zeitversatz von ca. 0.0175 s berechnet. Die Abbildung

5.43 zeigt zum Vergleich die Korrelationsfunktionen fiir die Messung , mit
dicken Punkten” und die Messung mit der Originalbedruckung.

0.4 0.4
03 0.3
0.2 ‘ 0.2
0.1 0.1
0 0
04 -0.1
=¥ ~0.05 0 0.05 0.1 =¥ ~0.05 0 0.05 0.1
Zeit/s Zeitls

Abb. 5.43: Korrelationsfunktionen fiir die Messung ,,mit dicken Punkten” (links)
und fiir die Messung mit der Originalbedruckung (rechts)

In der Originalbedruckung (hier nicht dargestellt) wies die CD lediglich
einen dicken schwarzen Balken in der Mitte und einige Beschriftungen
auflerhalb auf. Im Gegensatz zu der Bedruckung mit unregelmafligen Punk-
ten fiihrt solch ein Muster dazu, dass die Sensoren i.W. ein periodisches Si-
gnal produzieren. Dessen Bandbreitefaktor (s. Gleichung (500.4)) ist geringer
und das Korrelationsmaximum in Folge dessen weniger ausgepragt.
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Deutlich sind die beiden Nebenspitzen bei der Messung mit Originalbedru-
ckung zu erkennen, die auf den bei der Rotation periodisch auftauchen-
den dunklen Balken der CD zuriickzufiihren sind. Dadurch konnte in einer
starker verrauschten Umgebung unter Umstdnden eine Fehlmessung resul-
tieren. Deutlich ausgepragter ist das Maximum bei dem unregelmafSigeren
Punkte-Hintergrund. Die vom Sensor aufgenommenen Signale sind durch
die unregelmafiige Bedruckung ,rauschartiger” und das Korrelationsmaxi-
mum ausgepragter.

Die Qualitdat der Laufzeitschitzung héngt nattirlich zunédchst auch von der
gewdhlten Abtastrate ab. Es ist klar, dass das Ergebnis einer Einzelmessung
eine Laufzeit ist, die in Vielfachen des Abtastintervalls angegeben wird.

Die Giiteaussage in Gleichung (500.1) basiert auf der Varianz der Schitzung.
Dies ist also eine Aussage, die auf einer Mittelung tiber viele Messungen be-
ruht! Eine Genauigkeit im Sinne von (500.1) kann daher nur durch Mittelung
mehrerer Messungen erreicht werden.

Die Messzeit T" spielt nach (500.3) fiir die Giite der Schidtzung ebenfalls eine
Rolle. Diese war in den obigen Beispielen vergleichsweise kurz (0.1 s), sodass
bei der verwendeten Abtastrate von 10kHz lediglich 1000 Abtastwerte fiir
die Korrelation herangezogen wurden.

In einem weiteren Versuch® mit der in Abbildung 5.44 dargestellten, mit
unregelmaéfiigen, dicken Punkten bedruckten CD wird bei gleichbleibender
Abtastrate von 10 kHz die Messdauer T auf 20 s deutlich erhoht.

Abb. 5.44: CD mit ,,dicken Punkten” und geometrische Anordnung der Sensoren

Mit den Anweisungen (vgl. Dateien KorrV2CDPunkte.m und cdaufnah-
me.mat )

35 Die Rotationsgeschwindigkeit wurde fiir diesen Versuch gegeniiber dem vorangegangenen
Versuch erhoht!
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load cdaufnahme . mat

% Zundchst werden Mittelwert und ggf. vorhandene

% lineare Trends aus den Sensorsignalen eliminiert
sensorl = detrend (sensorl);

sensor2 = detrend(sensor2);

% Berechnung der Kreuzkorrelation von
% sensorl und sensor2
corsig = xcorr(sensorl , sensor2, 'biased’);

Q

% Grafische Darstellung

Q

% Ausschnittsvergréflerung der grafischen Darstellung
figure

plot(czeit ,corsig ,’b’,’LineWidth’ ,2)

xlabel (’Zeit/s”)

grid

axis ([ —0.15,0.15,1.1«min(corsig),1.1+max(corsig)])

% Berechnung des Zeitversatzes
[maxm,ind] = max(corsig);
ZeitV2CDdickePunkte = czeit (ind)

wird das Korrelationssignal berechnet, grafisch dargestellt und das Korrela-
tionsmaximum ermittelt. Abbildung 5.45 zeigt die Kreuzkorrelationsfunk-
tion auf der ganzen verwendeten Zeitskala und ausschnittsvergrofert in
dem interessanten Bereich um 0 herum.

Interessante Aufschliisse liefert natiirlich nur die Ausschnittsvergrofserung.
Sie zeigt ein Korrelationsmaximum bei dem durch das Programm berechne-
ten Wert

>> KorrV2CDPunkte
ZeitV2CDdickePunkte =
—0.0068

allerdings in regelméafliigen Abschnitten auch weitere Nebenmaxima!

Abbildung 5.46 zeigt eine weitere Ausschnittsvergrofierung, aus der der Ab-
stand dieser Nebenmaxima zu ermitteln ist.

Der Abstand der Linien betragt:
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Abb. 5.45: Kreuzkorrelationsfunktion fiir die zweite Messung ,, mit dicken Punkten”
(links) und eine Ausschnittsvergroflerung (rechts)
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Abb. 5.46: Eine weitere Ausschnittsvergrofierung der Kreuzkorrelationsfunktion

>> 0.0275—(—0.0068)
ans =
0.0343

>> —0.0068 —(—0.0411)
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ans =

0.0343

Man beobachtet also offenbar eine Ahnlichkeit der Sensorsignale nach
0.0068 s und nach Vielfachen von 0.0343s.

Diese Beobachtung kann so erkldrt werden: Der erste Wert entspricht der ge-
suchten Laufzeit von Sensor 1 zu Sensor 2, der zweite Wert muss die Laufzeit
fiir eine volle Rotation sein.

Wir kénnen diese Vermutung anhand Abbildung 5.44 geometrisch tiberprii-
fen.

Da das Verhiltnis der gemessenen Laufzeiten wegen

>> (0.0343/0.0068
ans =

5.0441

ungefdhr 1/5 betrdgt, miisste dies entsprechend der obigen Interpretation
auch dem Verhiltnis des Winkelabstands der Sensoren zum Gesamtwinkel
im Kreis entsprechen. Wir berechnen:

>> w = 360/5.0441
W =

71.3705

Dies entspricht ziemlich genau dem in Abbildung 5.44 eingezeichneten Win-
kel. Dies unterstiitzt die obige Interpretation der Nebenmaxima.

Da die Zeit fiir eine Umdrehung 0.0343 s ist, konnen wir die Rotationsge-
schwindigkeit wegen

>> R = 60/0.0343
R =

1.7493e+003

mit ca. 1749 U/min angeben (schétzen).
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5.5.7 Entfernungsmessung mittels Korrelation akustischer
Laufzeitsignale

Im vorangegangenen Abschnitt wurde mit Hilfe der Korrelationstechnik die
Rotationsgeschwindigkeit einer Scheibe ermittelt. Es konnten sogar Aussa-
gen iiber die geometrische Anordnung der Sensoren gemacht werden, da
der (Winkel-)Abstand aus den Daten ermittelt werden konnte.

Dieser Zusammenhang zwischen der Geschwindigkeit des Mediums oder
dquivalent der Ausbreitungsgeschwindigkeit der zur Messung verwendeten
Signale und dem Abstand der Sensoren kann umgekehrt zu Abstands- und
Entfernungsmessung verwendet werden.

Kennt man die Ausbreitungsgeschwindigkeit eines Signals und kann man
(beispielsweise tiber eine Korrelation) die Laufzeit zwischen zwei Sensoren
messen, so kann umgekehrt der Abstand der Sensoren oder ganz allgemein
eine Distanz vermessen werden.

Die Anwendungsbeispiele dieses Prinzips sind zahlreich. Die Abstandsmes-
sung mit Radar beruht auf diesem Prinzip ebenso wie das in Kapitel 1 als
Beispiel schon angesprochene GPS-System.

Im Folgenden soll diese Messtechnik anhand eines einfachen akustischen
Laborexperiments illustriert werden. Dabei soll mit Hilfe eines akustischen
Signals der Abstand zweier auf einer Schiene angeordneter Mikrofone ver-
messen werden.

Abbildung 5.47 zeigt die Versuchsanordnung.

Sie besteht aus einem Lautsprecher, der tiber einen Signalgenerator mit dem
zur Messung verwendeten Nutzsignal angesteuert wird. Die auf der Schie-
ne in einem festen Abstand angeordneten (gleichartigen) Mikrofone nehmen
das Signal auf. Die gemessenen Signale werden mit einem Speicheroszillos-
kop aufgezeichnet und zur spéteren Weiterverarbeitung (mit MATLAB) in
zwei Dateien gespeichert.

Bevor mit der Messung begonnen werden kann, sind allerdings einige Uber-
legungen anzustellen, die sicherstellen, dass das Experiment verniinftige Er-
gebnisse liefert.

Uber die Struktur der zur Laufzeitmessung mit Hilfe der Korrelationsmess-
technik idealerweise zu verwendenden Signale gibt der Abschnitt 5.5.5 Aus-
kunft. Gemaf3 (500.3) sind moglichst breitbandige Signale zu verwenden,
idealerweise weifses Rauschen oder Chirp-Signale. Schlecht geeignet sind
schmalbandige Signale wie etwa reine Sinussignale.

Im Folgenden soll daher der Lautsprecher iiber einen Signalgenerator mit
einem (weiflen) Rauschsignal angesteuert werden.

Da die Signale durch das Speicheroszilloskop abgetastet werden, ist die Fra-
ge nach der fiir die Messung geeigneten Abtastrate zu stellen. Die Ausbrei-
tungsgeschwindigkeit von Schall in Luft betragt bei Zimmertemperatur be-
kanntlich [15]:
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Abb. 5.47: Versuchsaufbau des Messsystems zu Abstandsmessung

v=343 m/s. (510.1)

Die Laufzeit, die sich daraus fiir einen cm ergibt, ist 2.9155 - 1075 s, fiir einen
mm entsprechend 2.9155 - 107 s.

Da in diesem Experiment mit Hilfe der Korrelation der gemessenen akusti-
schen Signale zundchst die Laufzeit des Signals zwischen den Mikrofonen
bestimmt wird und diese Laufzeit durch die Abtastung der Signale nur in
Vielfachen des Abtastintervalls angegeben werden kann, ist die Genauigkeit
der Messung auch durch die Abtastrate bestimmt.

Eine weitere technische Randbedingung ist die beschriankte Speicherkapazi-
tat des Speicheroszilloskops. Aus diesem Grunde muss ein Kompromiss zwi-
schen der , geforderten” Genauigkeit und der Menge der zu speichernden
Daten geschlossen werden. Da eine Genauigkeit von einen mm bei diesem
einfachen Versuchsaufbau ohnehin kaum zu erwarten ist, wurde in den Ex-
perimenten eine Abtastrate von f, = 100kHz entsprechend einem Abtastin-
tervall von 1-107° s gewdhlt, was einer entfernungsmifigen Auflosung von
ca. 3.4 mm entspricht. Dies erschien fiir den vorliegenden Versuch als durch-
aus ausreichend. Die Einstellung erlaubte unter maximaler Ausnutzung der
Speicherkapazitit des verwendeten Speicheroszilloskops eine Messung von
5s Dauer.

Eine weitere Vortiberlegung bezieht sich auf die geometrische Anordnung
von Lautsprecher und Mikrofonen. Die in Abbildung 5.47 dargestellte Ver-
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suchsanordnung hat sich im Versuch als nachteilig erwiesen, da der Laut-
sprecher zu nahe an den Mikrofonen steht. Durch die in Abbildung 5.48
skizzierten ,schragen” Laufwege des akustischen Signals zu den Mikrofo-
nen kann es in der Tat zu erheblichen Messfehlern kommen.

dy —dy < d!
~~~~~ dl
d2 ~-~-~
. d ~~~~

-Q =0

d1 —dg ~d!

—_———_ di
d

Abb. 5.48: Auswirkung der Messanordnung auf die Laufzeiten

Der Lautsprecher wurde daher in ca. 1 m Entfernung vom ersten Mikrofon
platziert, um den geometrischen Fehler zu minimieren.

Die unter diesen Bedingungen mit einem weiffen Rauschen durchgefiihrte
Messung ist in der Datei LaufzeitAkustWN.mat der Begleitsoftware gespei-
chert und kann mit

>> load LaufzeitAkustWN .mat

>> whos
Name Size Bytes Class
MikroHinten 500000 x1 4000000 double
MikroVorne 500000 x1 4000000 double
t 500000 x1 4000000 double

in den Workspace geladen werden. Der bei diesem Versuch eingestellte Ab-
stand der Mikrofone betrug 50 cm!

Mit den Anweisungen (vgl. Datei KorrAkustLaufZeit.m)

% Zundchst werden Mittelwert und ggf. vorhandene

% lineare Trends aus den Sensorsignalen eliminiert
MikroVorne = detrend (MikroVorne);

MikroHinten = detrend (MikroHinten);
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% Der Zeitoffset der Messung wird eliminiert und so
% die Anfangszeit der Messung auf 0 gestetzt
zeit = t—t(1);

Bestimmung der Abtastrate (dquidistante
Abtastung ist vorausgesetzt)

t = zeit(2)—zeit (1);

= zeit(end)—zeit (1); % Signaldauer in sec
length(zeit);

Z)—]Q_O‘Po\o
|

% Korrelationszeitvektor
czeit = (—T:dt:N=dt);

% Berechnung der Kreuzkorrelation von
% MikroVorne und MikroHinten
corsig = xcorr(MikroVorne, MikroHinten, 'biased’);

% Grafische Darstellung

figure

plot(czeit ,corsig, 'r’, ’LineWidth’ ,2)
title ("Korrelation der Mikrofonsignale”)
xlabel (’Zeit/s”)

grid

% AusschnittsvergroRerung der grafischen Darstellung
figure

plot(czeit ,corsig ,’b”,’LineWidth’ ,3)

xlabel (’Zeit/s”)

grid

axis ([ —0.003,0.0,1.1*min(corsig),1.1+max(corsig)])

% Berechnung des Zeitversatzes

[maxm,ind] = max(corsig);

laufzeit = czeit(ind);

% Berechnung der Entfernung der Mikrofone in cm
dMicro = laufzeit+*343%100;

fprintf(’\n\nGemess. Laufzeit in s : %10.5f”,abs(laufzeit));
fprintf('\n\nGemess. Abstand in ecm: %5.3f\n\n’,abs(dMicro));

erhilt man das in Abbildung 5.49
dargestellte Korrelationssignal und das Messergebnis:

Gemessene Laufzeit in s : 0.00145

Gemessener Abstand in cm: 49.735
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Abb. 5.49: Kreuzkorrelationsfunktion der Mikrofonsignale

Dieses Ergebnis ist unter Beriicksichtigung der durch die Abtastrate auf ca.
3.4 mm eingeschrankten Messgenauigkeit exakt!

5.5.8 Untersuchung eines Ventilators mittels Spektralanalyse
des Rotorgerdusches

Interessante Anwendungen der Spektralanalyse finden sich auf dem Gebiet
der beriihrungsfreien Messung von mechanischen Systemen. So kénnen oft-
mals aus dem emittierten Schall eines solchen Systems charakteristische Ei-
genschaften des Systems selbst ermittelt werden.

Im Folgenden soll dies exemplarisch an einem Beispiel illustriert werden,
welches von jedermann mit einfachen Mitteln im Labor oder zu Hause nach-
vollzogen werden kann.

Mit Hilfe eines Mikrofons und eines Rechners wird dabei, wie in Abbildung
5.50 dargestellt, das Gerdusch eines handelsiiblichen Tischventilators aufge-
nommen und analysiert.

Die im Folgendem analysierte Aufnahme wurde mit dem MATLAB-GUI ma-

ke_audio.m des Software-Begleitmaterials aufgenommen. Das GUI kann mit
dem Befehl

[sound, FS] = make_audio;

gestartet werden.

Nach dem Start 6ffnet sich das GUI in der in Abbildung 5.51 dargestellten
Form. Mit Hilfe des Buttons Start kann die Aufnahme gestartet und mit
Stop beendet werden. Optional kann die Aufnahme auch mit dem Button
Save in einem = .wav-format unter dem angegebenen Namen gespeichert
werden.
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Abb. 5.50: Versuchsaufbau des Messsystems zur Gerduschanalyse eines
handelsiiblichen Tischventilators

Nach Driicken des Buttons OK steht die Audio-Aufnahme unter dem in der
Ausgabeliste gewihlten Variablennamen (z.B. sound) zur Verfligung. Zu-
gleich wird im zweiten Parameter die Abtastrate in Hz zuriickgeliefert.

Abb. 5.51: Das MATLAB-GUI make_audio.m

Im Folgenden werden zwei Messungen diskutiert, die in der Datei Ventila-
torVersuche.mat der Begleitsoftware gespeichert sind und mit
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>> load VentilatorVersuche . mat

>> whos
Name Size Bytes Class
VentiV2 321930 x1 2575440 double
VentiV2G 343980 x1 2751840 double

in den Workspace geladen werden konnen.

Das Signal Vent 1V2 repréasentiert das Gerdusch des Ventilators in der hochs-
ten Geschwindigkeitsstufe. Lediglich das vordere Schutzgitter wurde fiir
den Versuch abgenommen.

Das Signal Ventiv2G ist das Gerédusch, das bei der hochsten Geschwindig-
keitsstufe entsteht, wenn ein Fliigel des Ventilators, wie in Abbildung 5.50
dargestellt, mit einem kleinen Gewicht*® beschwert wird.

Auswertung von Versuch 1: Nachdem das Signal VentiVv2 in den Work-
space geladen ist, kann mit Hilfe der folgenden Anweisungen eine Spektral-
analyse des Gerdusches durchgefiihrt werden (vgl. Datei VentilatorPSD.m):

% Signal mit detrend um Mittelwert und Tend bereinigen
VentiSig = detrend(VentiSig);

% Leistungsdichtespektrum Eingangssignal berechnen

[Pxx,F] = cpsd(VentiSig, VentiSig, bartlett (NFFT) ,...
NFFT /2 ,NFFT, fa, "onesided ’ );

Die FFT-Lange NFFT wird dabei so gewihlt, dass die spektrale Auflosung
zufriedenstellend erscheint. Mit

>> NFFT = 16+1024
NFFT =
16384
>> fa = 22050
fa =
22050

>> df = fa/NFFT

36 Im vorliegenden Fall eine Aspirin-Tablette, was aber nicht heilen soll, dass man von der
Auswertung dieses Versuches Kopfschmerzen bekommt;-))
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df =

1.3458

wird beispielsweise eine Auflosung von ca. 1 Hz erreicht.
Ein entsprechender Aufruf von VentilatorPSD.m mit

>> VentilatorPSD(VentiV2, fa ,250 ,NFFT)

liefert das in Abbildung 5.52 dargestellte Leistungsdichtespektrum (wobei
allerdings die Markierungen der Peaks nachtriglich eingefiigt wurden).

X:114.4
Y:-5098

X:75.37
-55| Y: Zs6.71 x:227.4 ]
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Y:-6024
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Abb. 5.52: Leistungsdichtespektrum des Ventilatorgerauschs
(Ausschnittsvergrofierung)

Interessant ist, bei welchen Werten sich ausgepragte Spektrallinien befinden.
So befinden sich etwa Peaks in anndhernd gleichem Abstand zueinander bei
den Frequenzen

>> peaks = [37.68, 75.73, 114.4, 152.1, 189.8, 227.4];

Teilt man diese Frequenzen durch die kleinste Frequenz

>> peaks/peaks (1)

ans =
1.0000 2.0098 3.0361 4.0366 5.0372
6.0350
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so erkennt man, dass die hoheren Frequenzen in einem ganzzahligen Ver-
héltnis zur kleinsten Frequenz stehen, d.h. Oberwellen einer Grundschwin-
gung bei ca. 37.68 Hz sind.

Diese Frequenzen miissen in unmittelbarem Zusammenhang mit der Rota-
tion der Ventilatorblétter stehen.

Geht man von der Pramisse aus, das jedes Ventilatorblatt beim Vorbeilauf am
Mikrofon ein nahezu gleichartiges (starkes) Gerdusch verursacht, so nimmt
das Mikrofon ein periodisch wiederkehrendes akustisches Signal auf, dessen
Periodendauer einem Drittel der Umlaufdauer entspricht, da der verwende-
te Ventilator drei solcher Fliigelbldtter besitzt.

Das gleiche Fliigelblatt streicht erst nach einem vollen Umlauf wieder am
Mikrofon vorbei. Damit hat man einen periodischen Vorgang mit einer drei-
fach geringeren Frequenz. Dies ist zugleich die (wahrscheinlich) geringste
auftretende Frequenz.

Gemif dieser Uberlegung muss 37.68 Hz der Umlauffrequenz entsprechen
und die Frequenz 114.4 Hz der Frequenz, die dem (zeitlichen) Abstand von
Blatt zu Blatt entspricht. Die Frequenz 75.73 Hz entspricht der periodischen
Reproduktion des Gerdusches durch das iiberniichste Blatt.

Die tibrigen Harmonischen entstehen durch die Unwucht des Rotors. Diese
Harmonischenleistungen werden umso grofler, je ,unrunder” der Rotor lauft
(s. dazu auch Versuch 2).

Aufgrund dieser Uberlegungen kann die Rotationsgeschwindigkeit des Ven-
tilators aus den Daten bestimmt werden. Wegen

>> dt = 1/peaks(1) % Periodendauer in s (1 Umlauf)
dt =
0.0265
>> n = floor(60/dt) % Umdrehungen pro Minute
n =
2260

kann die Rotationsgeschwindigkeit des Ventilators in der hochsten Stufe auf
rund 2260 U/min geschitzt werden. Dieser Wert konnte mit einer Strobo-
skopmessung (vgl. Kapitel 3, S. 229) bestatigt werden.

Neben den offensichtlich auf die Rotation zuriickzufiihrenden Peaks fallen
zwei weitere Peaks bei ca. 100 Hz und ca. 214 Hz auf.

Die 100 Hz-Schwingung lasst Riickschliisse auf das Antriebsprinzip zu. Bei
den fiir Ventilatoren meist verwendeten Spaltpol-Asynchronmotoren treten
grofle, so genannte Pendelmomente bei der doppelten Netzfrequenz (50 Hz)
auf [33]. Diese Pendelmomente erzeugen Korper- und Luftschall und sind
in Folge dessen im Spektrum wahrnehmbar.
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Bei der 214 Hz-Frequenz konnte es sich um die Folge einer durch die Pen-
delmomente verursachten Amplitudenmodulation der Hauptschwingung bei
114.4 Hz handeln. Denn wegen

asin(27100t) - bsin(27114¢)

(518.1)
= %bcos(%r(llll —100)t) — %bcos(27r(114 + 100)¢)

entstehen dadurch Frequenzanteile bei 214 Hz und 4 Hz. Der Frequenzanteil
bei 4Hz ist sehr wahrscheinlich durch die Ubertragungseigenschaften des
Mikrofons eliminiert worden. Das Mikrofon kann solch niedrige Frequen-
zen nicht messen. Ahnliche Effekte konnen auch festgestellt werden, wenn
man das Spektrum tiber die dargestellte Maximalfrequenz von 250 Hz hinaus
untersucht. Dies sei dem Leser {iberlassen!

Auswertung von Versuch 2: Interessante Einblicke in die Anwendungs-
moglichkeiten der Spektralanalyse im Bereich der Mechanik liefert auch der
zweite Versuch, der nach dem Laden der Signale mit dem Aufruf

>> VentilatorPSD (VentiV2G, fa ,250 ,NFFT)

leicht ausgewertet werden kann.

Abbildung 5.53 zeigt das berechnete Leistungsdichtespektrum im Vergleich
mit dem Spektrum aus Abbildung 5.52.

T T
Rotation mit Zusatzgewicht

&n

1
1

L
w \\J\

Sxx/W/Hz
4
=)
T

751

Rotation ohne Zusatzgewicht
I

50 100 150 200 250
Frequenz/Hz

Abb. 5.53: Leistungsdichtespektrum der Ventilatorgerdusche
(Ausschnittsvergrofierung) von Versuch 1 und 2 im Vergleich
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Auftfillig ist die dramatische Erhohung der Harmonischenleistung! Dies ist
auf das durch das Zusatzgewicht verursachte ,, unrundere” Rotieren zurtick-
zufiihren.

Eine mogliche Anwendungsmoglichkeit eines solchen Effekts wire die Dek-
tektion (oder auch Klassifikation) einer Unwucht. Dazu konnten beispiels-
weise empirisch gewonnene Schwellwerte beziiglich der Harmonischenleis-
tung bestimmter (oder aller) Oberwellen herangezogen werden.

5.5.9 Systemidentifikation eines realen RC-Tiefpasses

Der RC-Tiefpass ist ein klassisches Beispiel fiir ein einfaches LTI-System, wel-
ches seit Kapitel 1 schon mehrfach herangezogen wurde, um verschiedene
Aspekte beztiglich der Beschreibung von LTI-Systemen klar zu machen. Er
sollte daher in der Liste der hier vorgestellten Experimente nicht fehlen.

Im Folgenden soll der in Abbildung 5.54 dargestellte reale RC-Tiefpass auf
der Grundlage des Wiener-Lee-Theorems identifiziert werden!

Abb. 5.54: Realer RC-Tiefpass

Der Tiefpass ist mit einem 0.1 ;. F-Kondensator und einem 10 k{2-Widerstand
aufgebaut, hat also eine 3 dB-Grenzfrequenz von

1 1 1

“TTRC —10°=1 d 519.1
“o T RC 0.1-10-6-10-103 0 000 rad/s ( )

entsprechend 1% = 159.155 Hz.

Da die Ausgangssignale des RC-Tiefpasses digitalisiert werden, ist der Ab-
tastung ein ebenfalls als RC-Tiefpass ausgelegtes Anti-Aliasing-Filter vorge-
schaltet. Die Grenzfrequenz dieses Tiefpasses betrdgt 10000 rad/s entspre-
chend 1591.55 Hz, sodass die Abtastrate auf einen Wert oberhalb von ca.
3.2kHz festgelegt werden sollte. Fiir den Versuch wurde mit 125 kHz eine
weit groflere Abtastrate gewahlt.

Ubung 157
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Der RC-Tiefpass wurde im Versuch mit Hilfe eines Signalgenerators mit
bandbegrenztem weifien Rauschen angeregt. Eingangssignal und Ausgangs-
signal des RC-Tiefpasses wurden mit Hilfe eines Speicheroszilloskops aufge-
nommen.

Die gemessen Daten stehen in der Datei VersuchRCTP.mat zur Verfiigung
und kénnen mit

>> load VersuchRCTP.mat

>> whos
Name Size Bytes Class
AusgangRC 65534 x1 524272 double
EingangRC 65534 x1 524272 double
abtastrate 1x1 8 double
zeit 1x65534 524272 double

in den MATLAB Workspace eingelesen werden.

Mit Hilfe der folgenden Anweisungen (vgl. Datei SystemIdentRC1.m ) wird
der Amplitudengang auf der Grundlage des Wiener-Lee-Theorems geschatzt
und grafisch mit dem theoretischen Amplitudengang des aufgebauten RC-
Tiefpasses verglichen. Verwendet werden dabei Schatzungen der Leistungs-
dichtespektren der Signale, die mit Hilfe der Welch-Periodogramm-Methode
gewonnen wurden (Kommando cpsd).

% Uberlappungsgrad fiir die Welch-Periodogramm-Schétzung

NOVERLAP = NFFT/2;

% Signale mit detrend um Mittelwert und Tends bereinigen

EingangRC = detrend (EingangRC);

AusgangRC = detrend (AusgangRC);

% Leistungsdichtespektrum Eingangssignal berechnen

[Pxx,F] = cpsd(EingangRC, EingangRC, bartlett (NFFT) ,...
NOVERLAP, NFFT, fa );

% Leistungsdichtespektrum Ausgangssignal berechnen
[Pyy,F] = cpsd(AusgangRC, AusgangRC, bartlett (NFFT) ,...
NOVERLAP, NFFT, fa );

% Amplitudengang (Ubertragungsfunktion) berechnen
H = abs(Pyy./Pxx);

% und grafisch darstellen

figure

semilogx(F,10+1og10(H), ‘b’ , "LineWidth " ,3)
grid
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xlabel (’Frequenz/Hz")
ylabel (" IHI ")

% Theoretischen Amplitudengang dartuber plotten
R = 10000; % 10 kOhm

C=0.1«10~r(—-6); % 0.1 muF

T = R«C; % Zeitkonstante des RCTP

% Theoretischer Amplitudengang
Hth = abs(1./(1+T*j*F+2xpi));
hold
semilogx(F,20+1og10 (Hth) , 'r—", "LineWidth " ,2)
axis([10,10000,—-35,0])

Die Aufrufe

>> [F,Pxx,Pyy H] SystemIdentRC1 (EingangRC , AusgangRC, . ..
zeit ,125000,16+1024);
>> [F,Pxx,Pyy H] = SystemldentRC1 (EingangRC, AusgangRC, ...

zeit ,125000,1024);

liefern die in Abbildung 5.55 dargestellten Ubertragungsfunktionen.

H|
H|

-35 3 4 =35 1 2 3
10 10 10 10 10 10 10 10
Frequenz/Hz Frequenz/Hz
Abb. 5.55: Geschitzte Ubertragungsfunktionen des RC-Tiefpasses fiir
16-K-Periodogramme (links) und 1-K-Periodogramme (rechts)

Dabei sind die Schitzungen auf der Grundlage von 16-K-Periodogrammen
und 1-K-Periodogrammen einander gegeniiber gestellt.

Man erkennt deutlich, dass die spektrale Auflosung auf der Grundlage
der 16-K-Periodogramme natiirlich besser ist (Af = 7.6294 Hz gegeniiber
Af = 122.0703 Hz), jedoch ist die Varianz der Schédtzung natiirlich grofier
und die Gite der Schdtzung damit schlechter. Generell wird aber der Verlauf
der Ubertragungsfunktion korrekt wiedergegeben.
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Da die Grenzfrequenz des Tiefpasses bei 159.155 Hz liegt, sind beide Aus-
wertungen ein wenig unbefriedigend. Insbesondere im zweiten Fall konnte
die exakte Grenzfrequenz aus der Grafik schwerlich geschétzt werden.
Ideal wére eine Moglichkeit, in den Bereich um die Grenzfrequenz ,hinein-
zuzoomen”. Dies kann bewerkstelligt werden, indem in einem kleinen Fre-
quenzbereich die DFT statt der FFT verwendet wird. Man ist dann nicht
mehr an die Frequenzauflosung Af = fﬁ( der FFT gebunden, sondern kann
die DFT prinzipiell an jeder Frequenz auswerten. Man verliert nattirlich die
rechnerische Effektivitit der FFT. Dieses kann jedoch unter Umstédnden teil-
weise dadurch kompensiert werden, dass man nur einen kleinen (interessie-
renden) Frequenzbereich auswertet statt des ganzen Nyquist-Bandes.

Mit Hilfe der folgenden Anweisungen (vgl. Dateien SystemIdentRC2.m,
psddft.m, rctpAmp.m) wird der Amplitudengang auf die beschrieben Weise
mit einer Auflésung von 1 Hz in einem Bereich um die Grenzfrequenz her-
um geschitzt ([0, 1] kHz). Mit der Optimierungsfunktion 1sgcurvefit von
MATLAB kann die theoretische Ubertragungsfunktion an die Schitzung an-
gepasst werden, um so eine Schitzung der Inbandverstiarkung und der Zeit-
konstanten zu erhalten:

Q

% Signale mit detrend um Mittelwert und Tends bereinigen
EingangRC = detrend (EingangRC);
AusgangRC = detrend (AusgangRC);

% Frequenzvektor flr die Darstellung definieren

f=(1:1:1000);

% Leistungsdichtespektrum Eingangssignal
[F, Pxx] = psddft(EingangRC, block,f,6 fa);

% Leistungsdichtespektrum Ausgangssignal
[F, Pyy] = psddft(AusgangRC, block,f, fa);

% % Berechnetes Leistungdichtespektrum darstellen
% figure

% semilogx (F,Pyy, ‘b’, 'LineWidth’, 2)

% grid

% xlabel ('Frequenz/Hz')

oe

ylabel (' Pyy/W/Hz")
title(’'Leistungsdichte des Ausgangssignals’)

o0

o°

Amplitudengang (Ubertragungsfunktion) berechnen
= abs(Pyy./Pxx);

e

% und grafisch darstellen

figure

semilogx(F,10x1og10(H), 'b”, "LineWidth " ,2)
grid
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xlabel (’Frequenz/Hz")
ylabel (" IHI ")

% Finde RCTP-Amplitudengang, der am besten dazu passt

o

Zeitkonstante des RC-Tiefpass bestimmen

Theoretische Ubertragungsfunktion in rctpAmp

Startwerte flir die vom Algorithmus gesuchte

Vertarkung und Zeitkonstante werden 1 und 0.01 gewahlt
Frequenzen und gemessene Ubertragungsfunktion in F und H
Die Parameter werden bei der Optimierung auf positive
Werte beschrdnkt, da Vertdrkung und Zeitkonstante
positiv sind.

RCTPparams = lsqcurvefit (@rctpAmp,[0.01,1], F, H, ...
[0,0], [inf,inf]);

o

oe

o° o° o°

o0 o°

T = RCTPparams(1); A = RCTPparams(2);
fprintf(’\n\nGefundene Zeitkonstante des RC-TP:
%10.6f sec\n’, T);
fprintf(’Gefundene Grenzfrequenz des RC-TP:
%10.6f Hz\n’, (1/T)/2/pi);
fprintf(’Gefundene Verstirkung des RC-TP bei 0:
%10.6f \n\n’, A);

% Von der Optimierung gefundenen Amplitudengang darstellen
hold

Hth = rctpAmp (RCTPparams, F);

semilogx(F,10+10og10 (Hth), 'r
axis ([10,1000,—20,0])

", ’LineWidth " ,2)

Bei der Schatzung wird die Funktion psddft.m verwendet, welche das Leis-
tungsdichtespektrum nicht mit einer FFT berechnet, sondern mit einer DFT,
damit es an beliebigen Frequenzstellen bestimmt werden kann.

Mit Hilfe des Parameters block wird bestimmt, wie viele Zeitsignalwerte
fur die Berechnung der DFT herangezogen werden. Enthélt das Eingangssig-
nal mehr Werte, so wird das Spektrum tiber hintereinander liegende Blocke
gemittelt, dhnlich wie beim Welch-Periodogramm.

Die Aufrufe

>> [F,Pxx,Pyy H,T,A] = ...
SystemlIdentRC2 (EingangRC , AusgangRC, zeit ,125000,5000);

Gefundene Zeitkonstante des RC-TP : 0.000960 sec
Gefundene Grenzfrequenz des RC-TP 3 165.829529 Hz
Gefundene Verstirkung des RC-TP bei 0: 0.910493



524 Kapitel 5: LTI-Systeme und Stochastische Signale

>> [F,Pxx,Pyy H,T A] = ...
SystemldentRC2 (EingangRC, AusgangRC, zeit ,125000,1000);

Gefundene Zeitkonstante des RC-TP : 0.000830 sec
Gefundene Grenzfrequenz des RC-TP : 191.802995 Hz
Gefundene Verstirkung des RC-TP bei 0: 0.861568

liefern die angegebenen Schitzungen der Parameter und die in Abbildung
5.56 dargestellten Ubertragungsfunktionen.

10 10° 10° 10 10° 10°

Frequenz/Hz Frequenz/Hz

Abb. 5.56: Geschitzte Ubertragungsfunktionen des RC-Tiefpasses fiir
5000-Punkt-DFTs (links) und 1000-Punkt-DFTs (rechts)

Dabei sind die Schédtzungen auf der Grundlage von 5000-Punkt-DFTs und
1000-Punkt-DFTs gegeniiber gestellt.

Fiir die 1000-Punkt-DFTs ergibt sich ein starkerer Mittelungseffekt und eine
geringere Varianz, allerdings ist der geschitzte Wert fiir die Grenzfrequenz
schlechter. Unter Umstdnden kann dies auf den Einfluss der impliziten Fens-
terung der Daten zurtickzufiihren sein, der bei den 5000-Punkt-DFTs nicht so
sehr ausgepragt ist.

Insgesamt liefern alle Schidtzungen des realen RC-Tiefpasses auf der Grund-
lage des Wiener-Lee-Theorems sehr brauchbare Ergebnisse und ,,identifizie-
ren” den Tiefpass recht genau.

5.5.10 Akustische Fiillstandsmessung mit dem Helmholtz-
Resonator auf Basis einer Spektralanalyse

Einem so genannten Helmholtz-Resonator ist wahrscheinlich jeder schon
einmal begegnet. Blast man tiber die Offnung einer Flasche, so wird die Luft-
sdule in Flasche und Flaschenhals zum Schwingen angeregt und es erklingt
ein Ton.
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Dieser Ton ist erfahrungsgemafs abhéngig vom ,Fiillstand” der Flasche. Ist
die Flasche leer, so ertont ein tiefer Ton, ist sie (teil-)gefiillt, so ist der Ton
hoher.

Im Grunde ist nicht der Fiillstand fiir die Tonhohe verantwortlich, sondern
das verbleibende Luftvolumen, wie die folgende Uberlegung zeigt [34].

Das Luftvolumen (der Luftpfropfen) im Flaschenhals kann als Masse mo-
delliert werden, die durch die dufSere Anregung in die Luftsdule der Fla-
sche gedrtickt wird. Die Luftsdule wirkt als Feder und drtickt die Masse zu-
riick. Das System Luftpfropfen-Luftsdule kann in guter Néherung als (rei-
bungsfreies) Feder-Masse-System modelliert werden, das der Schwingungs-
Differentialgleichung

() +wiz(t) = Fu(t) (525.1)

gentigt. Dabei ist x(t) die Auslenkung des Luftpfropfens (Verschiebung in
das Luftvolumen des Behilters) und F,(t) die fiir die dufSere Anregung ver-
antwortliche Kraft.

Die Ubertragungsfunktion des durch (525.1) definierten linearen Systems im
Bildbereich ist (vgl. Kapitel 2):

(525.2)
Mit

>> s = tf(’s’);

>> omegal = 2xpi*1000;

>> H = 1/(s"2+omega0”"2);

>> f = (0:1:3000);

>> [Amp,Ph] = bode(H,2+pi*f);

>> Amp = Amp(:);

>> plot(f,20%x10g10 (Amp), 'b”, "LineWidth’ ,2)

kann das Ubertragungsverhalten im Frequenzbereich beispielsweise fiir w =
27 - 1000 rad/s berechnet und grafisch dargestellt werden (Abbildung 5.57).

Abbildung 5.57 zeigt beispielhaft, dass es fiir die Frequenz fo = 52 zur Reso-
nanz kommt. Der Parameter wy in (525.2) ist also die Resonanzfrequenz des
Systems (in rad/s). Wird diese Frequenz durch das Eingangssignal (,,Blasen”)
angeregt, so ist der entsprechende Ton laut zu horen.

Wie bereits angedeutet, hingt die Resonanzfrequenz vom Gasvolumen des
Resonatorbehilters ab. Man kann zeigen, dass fiir das Volumen V' und die

Resonanzfrequenz fév) folgende Beziehung gilt [34]:

vi_ec | A 525.3
Jo 2m\| V(h+ Ah)’ (525.3)
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Abb. 5.57: (Theoretisches!) Ubertragungsverhalten des Helmholtz-Resonators im
Frequenzbereich (Beispiel)

Dabei ist A der Querschnitt des Luftpfropfens, ¢ die Schallgeschwindigkeit
und h die Hohe des Luftpfropfens. Die Grofie Ah ist eine von der Geometrie
des Resonators abhidngige Grofie und muss experimentell ermittelt werden.

Volumenmessung mittels Helmholtz-Resonanz
Die Beziehung (525.3) kann nun umgekehrt zur Messung des Volumens eines
Behdlterinhalts genutzt werden. Wegen

2
c\2 A 1
V= (%) h+ Ah (W) (26.1)

kann das Gasvolumen V durch Messung der Resonanzfrequenz bestimmt
werden. Kennt man das Gesamtvolumen des Behilters, so kann damit auch
das Volumen des Behilterinhalts bestimmt werden. Eine mogliche Anwen-
dung ist beispielsweise die Messung des Fiillstandes eines Benzintanks oder
eines anderen Fliissigkeitsbehdlters, dem man die Fliissigkeit zur Messung
nicht entnehmen kann (oder will).

Abbildung 5.58 zeigt eine Labor-Versuchsanordnung [34], mit der diese Idee
experimentell tiberpriift werden kann.

Der Laboraufbau besteht aus einem Rohr mit einem Aufsatz, in dem ein
Lautsprecher und ein Mikrofon integriert sind.

Die Messung kann nun prinzipiell auf zwei Arten durchgefiihrt werden.
Die erste Moglichkeit besteht darin, den Lautsprecher mit einem Sinuston
anzusteuern und die Frequenz dieses Tones so lange zu verstellen, bis die
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Mikrofon
h
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Abb. 5.58: Prinzipielle Darstellung der Versuchsanordnung zur Volumenmessung
(links) und Realisierung als Laborversuch (rechts)

Resonanzfrequenz erreicht ist, was sich in einem deutlich lauter werdenden
Ton manifestiert.

Da der Ansteuerton jederzeit horbar ist, ist diese Methode nicht in allen An-
wendungsfillen angenehm und anwendbar. Zudem miisste noch ein objek-
tives Verfahren ersonnen werden, mit dem entschieden werden kann, wann
der Ton ,,am lautesten” ist.

Eine andere Moglichkeit besteht darin, den Lautsprecher mit weiffem Rau-
schen anzusteuern. Grundlage dieses Verfahrens ist das Wiener-Lee-Theorem.
Das Leistungsdichtespektrum des mit dem Mikrofon aufgenommenen Si-
gnals sollte gemaf (455.3) und (455.4) proportional zur Ubertragungskennli-
ne in Abbildung 5.57 sein. Es sollte daher leicht ein deutlicher Peak in diesem
Spektrum zu detektieren und damit die Resonanzfrequenz zu ermitteln sein.
Vor Beginn des Versuches sollten jedoch beziiglich der Auswahl der Ver-
suchsparameter noch einige Voriiberlegungen gemacht werden.

Der in Abbildung 5.58 dargestellte Versuchsbehilter hat ein Fassungsvermo-
gen von

Ve +V = 9 Liter, (527.1)

entsprechend 9 - (0.1)% m3.
Die Grundfldche und die Hohe des Aufsatzes betragen:

A=0.0016m? h=0.13m. (527.2)
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Legt man fiir eine Uberschlagsrechnung die Formel (525.3) ohne den geome-
trieabhdngigen Korrekturterm Ah zu Grunde, so ergibt sich fiir einen leeren
Behilter die Resonanzfrequenz:

V) — 00016 H 528.1
0 %\/ g onp o1 ~ 0 He (528.1)

Fiir einen fast mit Fliissigkeit (Wasser) vollen Behdlter (8.5 Liter) erhielte
man:

v, ¢ 343 o 0016
- 2 ~ 271 Hz. 528.2
To 05-(0.1)7 013 ~ 211 Hz (528.2)

2

Um diese beiden Schitzwerte zu verifizieren, kann zunichst mit einfachen
Mitteln ein Vorversuch® durchgefiihrt werden. Wie eingangs bereits er-
wihnt, kann die Luftsiule in einer Flasche durch Uberblasen der Flaschen-
offnung zum Schwingen angeregt werden. Dies kann man, mit etwas mehr
Anstrengung, auch mit dem in Abbildung 5.58 dargestellten Rohr machen.
Der entstehende Ton wird mit Hilfe eines Mikrofons und des in Abbildung
5.51 dargestellten MATLAB-GUIs make_audio.m aufgenommen.

Diese Messung (die fiir den leeren Behélter durchgefiihrt wurde) kann der
Datei HelmHoltzVorVersuch.mat der Begleitsoftware entnommen werden.

Mit den Anweisungen

>> load HelmHoltzVorVersuch .mat

>> whos
Name Size Bytes Class
Fs 1x1 8 double
sound 427770x1 3422160 double

>> [Pxx,F] = cpsd(sound,sound ,rectwin (16%1024),...
8+1024 ,16x1024 ,Fs, "onesided’);

erhilt man das in Abbildung 5.59 dargestellte Leistungsdichtespektrum.
Das Spektrum bestatigt die Berechnung eindrucksvoll, denn der grofite Peak
befindet sich tatsdchlich bei ca. 60 Hz.

Andererseits zeigt das Spektrum auch, dass das Modell (525.2) doch recht
vereinfachend ist, da deutlich sehr viele Oberwellen auftreten, die auf ein
nichtlineares Ubertragungsverhalten hindeuten.

Im vorliegenden Fall kann dies fiir die eigentliche Messung mit Rauschan-
regung tiber den Lautsprecher jedoch positiv ausgenutzt werden. Aufgrund

37 Dieser Versuch kann im Ubrigen ohne grofien Aufwand zu Hause oder im Labor mit einer
einfachen Wasserflasche nachvollzogen werden.
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Abb. 5.59: Leistungsdichtespektrum des Resonatorgerduschs bei Anregung durch
“Blasen”

der Geometrie des Resonators kann nur ein sehr kleiner Lautsprecher ver-
wendet werden. Dieser kann die fiir die Messung bei leerem Behilter not-
wendige Anregungsfrequenz nicht iibertragen.

Daher werden fiir den eigentlichen Versuch die Nebenresonanzen um
1000 Hz ausgenutzt.

Die Frequenzen fiir die Nebenresonanzen grenzen den zu beobachtenden
Frequenzbereich ein. Die verwendete Abtastrate und die Bandbreite des
bandbegrenzten weifien Rauschens sollten darauf ausgelegt sein.

Fiir die folgenden beiden Messungen, die in der Datei HelmHoltzVersu-
che.mat der Begleitsoftware zur Verfiigung stehen, wurde eine Abtastrate
von f, = 25 kHz und ein im Nyquist-Band bandbegrenztes weifles Rauschen
verwendet.

Diese Daten konnen mit

>> load HelmHoltzVersuche . mat

>> whos

>> whos
Name Size Bytes Class
HHhalb 250000 x1 2000000 double
HHleer 500000 x1 4000000 double
fa 1x1 8 double
t 500000 x1 4000000 double

t2 250000x1 2000000 double
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in den Workspace geladen werden.

Der Vektor HH1eer enthilt eine Messung, die mit einem leeren Resonator-
behalter durchgefiihrt wurde. Bei der im Vektor HHhalb gespeicherten Mes-
sung war der Resonatorbehélter mit 5 Litern Wasser gefiillt.

Mit den folgenden Anweisungen wird jeweils das Leistungsdichtespektrum
der Signale berechnet, wobei 16-K Periodogramme verwendet werden (N =
16 - 1024). Die Frequenzauflosung ist somit Af = 1.5259 Hz.

>> sigleer = detrend (HHleer );

>> sighalb = detrend (HHhalb);

>> [Sxxleer ,F] = cpsd(sigleer, sigleer,...
rectwin (N) ,N/2,N, fa, "onesided’);

>> [Sxxhalb ,F] = cpsd(sighalb,sighalb, ...
rectwin (N) N/2,N, fa, “onesided’);

Wie bereits erwdhnt, muss aufgrund der Geometrie des Resonators ein
sehr kleines Mikrofon verwendet werden. Dieses Mikrofon kann erst ab ca.
300 — 400 Hz Tone in signifikantem Mafse tibertragen. Daher sind fiir die Ver-
suchsauswertung nur potentielle Resonanzen oberhalb dieser Schwelle in-
teressant. Es zeigt sich, das die stdrksten Resonanzen im Bereich um 1000 Hz
auftreten®.

Die berechneten Spektren werden daher im Bereich 700 Hz bis 1200 Hz gra-
fisch dargestellt (s. Abbildung 5.60).

Es ist interessant, diesen Messungen die Messung des Uberblasversuchs
aus Abbildung 5.59 gegeniiberzustellen. Die Darstellung in Abbildung 5.60
zeigt, dass die Resonanzspitzen im interessierenden Bereich fiir den leeren
Behdlter nicht exakt tibereinstimmen. Dies ist plausibel, denn durch den Auf-
satz wird die Geometrie des Resonators verdndert. Aufierdem ist die Mess-
kette eine andere. Eine vollstindige Ubereinstimmung ist deshalb nicht zu
erwarten. Andererseits zeigt der Vergleich, dass in beiden Féllen im Bereich
700 Hz bis 1200 Hz drei deutliche Resonanzspitzen mit zumindest dhnlichen
Frequenzen auftreten, sodass in dieser Hinsicht von einer Ubereinstimmung
der Versuchsergebnisse gesprochen werden kann.

Die Resonanzspitzen fiir den halbvollen Behélter sind (nach oben) verscho-
ben. Die in Abbildung 5.60 markierten Frequenzverschiebungen betragen
rund 87 Hz bzw. 89 Hz.

Der Fiillstand kann also im Prinzip anhand der Frequenzverschiebungen
deutlich unterschieden werden. Fiir eine brauchbare Fiillstandsmessung
nach diesem Prinzip miissten nun weitere Messungen gemacht werden, um
eine (Frequenzverschiebungs-Fiillstands-)Kennlinie zu ermitteln.

38 Dies konnte durch einen Versuch verifiziert werden, bei dem das System durch Sinusténe
angeregt wurde. Da bei einem solchen Versuch im Gegensatz zur Rauschanregung die Ein-
gangssignalleistung auf eine Frequenz konzentriert ist, kommt es zu einer horbaren Reso-
nanzerhchung des Tons. Die in Abbildung 5.60 dargestellten Resonanzspitzen konnten so
experimentell klar verifiziert werden.
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Abb. 5.60: Reales Ubertragungsverhalten des Helmholtz-Resonators im
Frequenzbereich 700 Hz bis 1200 Hz

5.5.11 Fahrbahnunebenheits-Simulation mittels

Formfilterung

Bereits in Beispiel 5.3, S. 407 haben wir im Zusammenhang mit der Einfiih-

rung des Begriffs des stochastischen Prozesses Fahrbahnunebenheitssignale
betrachtet.

Es wurde gezeigt, dass Fahrbahnunebenheitssignale eine typische Selbstahn-

lichkeit aufweisen, die die Zuordnung zu einer Straffenklasse zulassen.

Messungen [25] haben ergeben, dass sich das Leistungsdichtespektrum von Ubung 158
Fahrbahnunebenheitssignalen, die so genannte spektrale Unebenheitsdich-

te
S ip), p=2m/L,
xx(jp), p=27/ ) N (531.1)
L = Wellenldnge der Unebenheit in m
einer Strafie, gut durch eine Funktion der Form
Sxx(jp) = do - (%0) . we [1.75,2.25] (531.2)

approximieren ldsst.

Dabei ist pg eine zu einer Bezugswellenldnge, etwa 1 m, gehdrende Uneben-
heitsfrequenz und ¢y = Sxx(jpo) ein straenabhingiges Unebenheitsmaf.
Der Parameter w bestimmt die Steilheit der Flanke der Ubertragungsfunk-
tion® und ist ein Mag fiir die Welligkeit der Strafe.

39 Diese besitzen alle Tiefpassform.
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Aus diesen Zusammenhingen ergibt sich nun die Moglichkeit, mit Hilfe
der spektralen Unebenheitsdichten Fahrbahnunebenheitssignale zu erzeu-
gen, welche dann als fahrbahntypischens Anregungssignal auf einem Priif-
stand verwendet werden konnen.

Grundlage dieses Verfahrens ist einmal mehr das Wiener-Lee-Theorem (s.
Gleichungen (455.3) und (455.4)).

Dabei wird ein Zufallssignal mit einem Leistungsdichtespektrum (spektrale
Unebenheitsdichte) gemaf (531.2) erzeugt, indem ein Filter, dessen Ubertra-
gungcharakteristik dem Verlauf der Leistungsdichte entspricht, mit einem
weiflen Rauschsignal angeregt wird.

Solche Filter, also Filter, die Signale mit vorgegebenen spektralen Eigenschaf-
ten erzeugen, heiffen Formfilter.

Die Konstruktion von Formfiltern ist sehr einfach, wenn die spektrale Cha-
rakteristik der zu erzeugenden Signale mit rationalen Funktionen dargestellt
werden kann, wie das folgende Beispiel zeigt.

5.18 Beispiel (Formfilterkonstruktion)

Kann das (analoge) Formfilter in Form einer rationalen Funktion im
Frequenz- oder Bildbereich definiert werden, so kann das Formfilter anhand
des Pol/Nullstellendiagramms konstruiert werden.

Da der Amplitudengang des Formfilters grundsétzlich der Beziehung

[H(jw)| () - H(je) (532.1)
= H(jw) - H(—jw)

geniigen muss, kann nach Fortsetzung in den Bildbereich fiir die entspre-

chenden Laplace-Transformierten

|H(s)|> = H(s) - H(—s) (532.2)

geschrieben werden.

Offensichtlich kommen Pole und Nullstellen als Paar links und rechts der
jw-Achse vor. Da das Formfilter rein reell ist, miissen diese zudem rein reell
oder konjugiert komplex sein.

Ein stabiles Filter H(s) zu |H(s)|?> erhdlt man nun, wenn man die Pole
der linken Halbebene zu Grunde legt. Die Nullstellen konnen links und
rechts der imaginiren Achse gewihlt werden, von jedem Paar symmetrisch
zu dieser Achse aber nur eine. Im Falle einer gewiinschten Amplituden-
Ubertragungsfunktion von beispielsweise

1+ w?
. 2
HGo)* = o (532.3)

erhilt man durch Einsetzen von s = jw:
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1+ ()
+ (2 )
|H(s)]? = d _ 1o (533.1)

B $\? AL 44— 2484
1+(5) +(3)

Diese Ubertragungscharakteristik hat die Pole

SRLALN Yo ¥ 2
5 tig 5 5 (533.2)
sowie die Nullstellen +1 und —1.
Ein stabiles Formfilter wire also:
-1 -1
H(s) = s - ° (533.3)

(5+§—j%§).(s+§+j§> s2 4+ vbs+2

Fiir digitale Filter kann in dhnlicher Weise vorgegangen werden. Hier sind
die Pole innerhalb des Einheitskreises fiir die Stabilitdt verantwortlich. ___H

Ublicherweise diirfte die Ubertragungscharakteristik in gemessener Form
vorliegen und nicht als analytischer Ausdruck. Dies ist auch fiir die spek-
tralen Fahrbahnunebenheitsdichten der Fall.

In diesem Fall kann dann versucht werden, entweder einen klassischen Fil-
tertyp durch Ermittlung entsprechender Kennwerte (Passband, Stoppband
etc.) anzupassen oder ein direktes IIR-Filter-Design anhand der Ubertra-
gungscharakteristik durchzufiihren.

MATLAB bietet in diesem Zusammenhang die Funktion yulewalk, wel-
che die Filtercharakteristik durch die Losung der so genannten Yule-Walker-
Gleichungen®® ermittelt.

Eine andere Moglichkeit ist die direkte Synthese eines zum gewiinschten
Leistungsdichtespektrum gehorenden Prozesses durch Uberlagerung von
sehr vielen einzelnen Sinusoiden, deren Frequenz und Amplitude sich nach
der Ubertragungscharakteristik richtet. Erzeugt man zusétzlich die Nullpha-
sen der Sinusoide per Zufallsgenerator, so erhilt man ein stochastisches Si-
gnal, das einer Musterfunktion der vertikalen Fahrbahnanregung vom ge-
wiinschten Typ entspricht.

Wir wollen im folgenden Beispiel mit Hilfe der ersten Methode ein Fahrbah-
nunebenheitssignal fiir eine sehr raue Strafe*! (Exponent w = 1.75) erzeu-
gen.

40 auf deren Herleitung wir allerdings nicht eingehen wollen.

41 Der Exponent w = 1.75 bewirkt, dass die Flanke der spektralen Unebenheitsdichte nicht so
schnell mit 1/Wellenlidnge abfallt. Es gibt daher signifikante Spektralanteile fiir kleine Wel-
lenldngen (grofles p) und daher hochfrequente vertikale Ausschldge. Die Fahrbahn verlauft
nicht ,glatt”, sondern unruhig. Sie ist rau.
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5.19 Beispiel (Erzeugung eines Unebenheitsignals)

Da die Signale eine spektrale Unebenheitsdichte der (nicht-rationalen) Form

1.75
Sxx(ip) = do - (%) (534.1)

haben sollen, kommt eine Konstruktion nach der Methode aus Beispiel 5.18
nicht in Frage.

Es soll daher fiir die Simulation ein (digitales) IIR-Filter mit Hilfe der Yule-
Walker-Methode erzeugt werden. Fiir die Bezugsfrequenz po wéhlen wir der
Einfachheit halber 1 rad/m und das straBenabhédngige Unebenheitsmafl ¢ =
Sx x(jpo) normieren wir ebenfalls auf 1.

Die zu simulierende spektrale Unebenheitsdichte hat somit die Form:

. 1 1.75
SX)((],D) = <;> . (5342)

Da die Simulation zeitdiskret mit einem digitalen IIR-Filter realisiert werden
soll, sind vorab noch einige Voriiberlegungen notwendig.

Die Bandbreite der Charakteristik (534.2) bestimmt zunéchst die zu wihlen-
de Abtastrate. Prinzipiell ist die Bandbreite von (534.2) nicht beschréankt. Je-
doch fallt die Charakteristik mit steigender Frequenz prad/m stark ab, so-
dass die Anteile der Fahrbahnunebenheiten unterhalb einer bestimmten Wel-
lenldnge vernachlassigt werden kénnen.

Wir wollen im Folgenden Wellenldngen vernachlédssigen, fiir die Sx x (jp) auf
—40 dB und mehr abgefallen ist.

Wegen

1 1.75 1 1.75
10~10g10<(;) )——40 = <;> =10""* (534.3)

p = 1017 = 193.0698. (534.4)

folgt:

Vernachléssigt man also die Frequenzanteile oberhalb von p = 200 rad/m, so
kann gemdfs Abtasttheorem die Abtastrate p, durch

Pa > 2200 = 400rad/m (534.5)

festgelegt werden. Dies entspricht einer Abtastung von f, > 63.6621/m.

Somit sollten f, = 100 Messungen pro Meter ausreichend sein, um die Vor-
aussetzungen des Abtasttheorems (zumindest approximativ) einzuhalten.
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Nach (431.1) gilt dann fiir die Charakteristik des dquivalenten diskreten Leis-
tungsdichtespektrums:

QSXX(Q):fa'SXX(jp)v Q:p/fm 2¢€ [_7()71—}' (5351)
Damit folgt:
1 \L7
Bxx(2) = fu- Sxx (2 fa) = fu- (Q L )  Oclma] (5352)

Nach dem Wiener-Lee-Theorem (456.2) entspricht (535.2) dem Betragsqua-
drat der mit dem Filter-Entwurfsverfahren zu realisierenden Filtercharakte-
ristik. Somit wird ein digitales IIR-Filter gesucht, welches den Amplituden-

gang

1.75/2
H(9)=\/E-(Q.1f) . Qe[-m] (535.3)

hat.

Mit Hilfe des folgenden MATLAB-Programms werden zunédchst die Filter-
Koeffizienten nach der Yule-Walker-Methode berechnet (vgl. Datei Yule-
WalkFahrbahn.m):

fa = 100; % Abtastrate in 1/m

F

(0:0.01:0.1);% Frequenzvektor normiert auf die halbe
% Abtastrate (1 entspricht fa/2)

F [F,(0.2:0.1:1)];

Omega = Fxpi; $ normierte Frequenz in rad
% pl entspricht Abtastrate/2

% gewlunschte Filtercharakteristik

magn = sqrt(fa)=(1./(Omegaxfa)).~(1.75/2);

magn(1l) = magn(2); % da sonst magn(l)=Inf und die
% Anpassung schwierig wird

order = 8; % gewdhlte Filterordnung
% Berechnung der Filterkoeffizienten

[b,a] yulewalk (order ,F,magn);
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Abb. 5.61: Gewtinschte Filtercharakteristik und Filtercharakteristik des
konstruierten IIR-Filters

Abbildung 5.61 zeigt einen Vergleich der gewiinschten Filtercharakteristik
und der Charakteristik des IIR-Filters achter Ordnung, welches mit den obi-
gen MATLAB-Anweisungen berechnet wurde.

Mit Hilfe eines einfachen Simulink-Systems s_YuleWalkFahrbahn.m (s. Ab-
bildung 5.62) kann nun ein Fahrbahnunebenheitssignal erzeugt werden.

b (z)
—>
2 outl
Discrete Filter Nach Simulation:
Rauschquelle in Vektor fahrbahnOut
Initialisierung

(bitte vor Start anklicken )

Abb. 5.62: Simulink-System zur Berechnung des Fahrbahnunebenheitssignals

In Abbildung 5.63 ist ein solches Fahrbahnunebenheitssignal ausschnittswei-
se wiedergegeben 2.

Zur Kontrolle des Ergebnisses soll nun noch abschliefend das sich aus
dem berechneten Fahrbahnunebenheitssignal ergebende Leistungsdich-
tespektrum bestimmt und mit den Vorgaben vergleichen werden. Mit

42 Die Auslenkung ist hier (willkiirlich) in cm angegeben. Die Einheit hangt natiirlich von der
Einheit ab, in der Sx x (jp) angegeben wird.
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Abb. 5.63: Simuliertes Fahrbahnunebenheitssignal

dem MATLAB-Skript Bsp_FahrbahnUnebenheitsSpektrum.m kann das
Simulink-System initialisiert und durchsimuliert sowie das Leistungsdich-
tespektrum berechnet werden:

% Initialisierung
init_YuleWalkFahrbahn

% Simulink-System o6ffen
open_system ( “s_YuleWalkFahrbahn")

% Simulink-System starten
[t,x,fahrbahnOut] = sim(’s_YuleWalkFahrbahn’);

% Parmeter der Spektralschdtzung
blocklaenge = 2048; % 2-K-FFTs werden berechnet
ueberlapp = blocklaenge/2; % Uberlappungsgrad 50%
abtastrate = fa; % Abtastrate fa in

% init_YuleWalkFahrbahn
% definiert

% Schdtzung des Leistungsdichtespektrums des

% Fahrbahnunebenheitssignals mit der Welch-Methode

% (es wird das ZWEISEITIGE LDS berechnet)

[Sxx,F] = cpsd(fahrbahnOut, fahrbahnOut, rectwin (blocklaenge),
ueberlapp , blocklaenge , abtastrate , "twosided”);

figure
% Darstellung des Amplitudengangs (nur positive Frequenzen)
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Frq = F(l:length(F)/2);
Pxx = Sxx(1l:length(F)/2);
plot (Frq, 10xlogl0(abs(Pxx)), ’‘b’, ’LineWidth’, 2)

% Vergleich mit der gewiinschten Spektralcharakteristik
% normierte Frequenz in rad

% pl entspricht Abtastrate/2
Omega = Frq+2+pi/fa;

% gewlinschte Filtercharakteristik

magn = (1./(Omega+fa)).N(1.75);
hold

plot (Frq, 10+logl0(abs(magn)), ‘k’, ’LineWidth’, 3)

Das Leistungsdichtespektrum und die Vorgabe stimmen gut tiberein, wie in
Abbildung 5.64 zu erkennen ist.

10

Vorgabe

berechnetes LDS

IS,/ dB

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Frequenz/1/m

Abb. 5.64: Leistungsdichtespektrum des simulierten Fahrbahnunebenheitssignals
und vorgegebene Spektralcharakteristik

Lediglich im Bereich der niedrigen Frequenzen ist die Ubereinstimmung et-
was weniger gut, da in diesem Bereich wegen der stark gegen Unendlich

anwachsenden, vorgegebenen spektralen Charakteristik die Anpassung des
IIR-Filters nur ndherungsweise gelingt. [ |
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5.5.12 Ubungsaufgaben
Ubung 152 (Losungsband Seite 360)

Das deterministische Signal
x(t) = 4 - cos(2m30t) - cos(2m40¢) (539.1)

sei durch ein im Band [—100, 100] Hz bandbegrenztes weifles Rauschen mit
Rauschleistungsdichte 0.2 W /Hz gestort.
Beantworten Sie folgende Fragen:

(a) Wie grofs ist der Signal-Rausch-Abstand?

(b) Wenn das Signal mit einem Tiefpass der Grenzfrequenz 20 Hz gefiltert
wird, wie grofs ist dann der Signal-Rausch-Abstand?
(Gehen Sie von einem idealen Tiefpass aus.)

Ubung 153 (Losungsband Seite 361)

Das deterministische Signal
x(t) = cos(2720¢) (539.2)

werde mit einem 8-Bit ADU und der Rate f, = 100 Hz abgetastet. Der Aus-
steuerungsbereich des ADU betragt £5 V.
Beantworten Sie folgende Fragen:

(a) Wie grofs ist der Signal-Quantisierungsrausch-Abstand?

(b) Skizzieren Sie das Spektrum von Signals plus Quantisierungsrauschen
im Nyquist-Band [—%‘l, %] = [-50, 50] Hz.

(c) Wie dndert sich der Signal-Quantisierungsrausch-Abstand im Band
[-50,50] Hz wenn die Abtastrate f, = 10000 Hz betragt (,Oversamp-
ling*”)?

(d) Schlagen Sie auf dieser Basis eine Methode zur Reduzierung des Sig-
nal/Quantisierungsrausch-Abstandes vor!

Ubung 154 (Losungsband Seite 363)

Das deterministische Signal
x(t) = 0.5 - cos(2w50t) (539.3)

werde mit einer Abtastrate von f, = 1000 Hz durch einen ADU mit nominell
8 Bit diskretisiert.

Der Aussteuerbereich des ADU betrédgt 5 V.

Der ADU sei zusétzlich durch diverse Storquellen gekennzeichnet, die
mit Hilfe eines zusitzlichen weiffen Rauschens der Rauschleistungsdichte
2 - 10~° W/Hz modelliert werden kénnen.

Beantworten Sie folgende Fragen:
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(a) Wie grofs ist der Signal/Rausch-Abstand fiir das diskretisierte Signal?
(b) Skizzieren Sie das Autokorrelationssignal zum diskreten Signal (2, )nez
im Zeitintervall [—0.04, +0.04] s.

Ubung 155 (Losungsband Seite 364)

Betrachten Sie das Simulink-System s_adu.mdl der Begleitsoftware. Dieses
System produziert ein Quantisierungsfehlerrauschen fiir einen Quantisierer,
der von einem weifien Rauschsignal angesteuert wird.

(a) Begriinden Sie, warum der Parameter Noise Power des Rauschsignal-
Blocks auf stime/9 gesetzt wurde.

Hinweis: Beachten Sie die anschlieffende Begrenzung durch den Hard-
Limiter!

(b) Testen Sie das System fiir 3 verschiedene nominelle Auflésungen (n =1,
n = 8, n = 10) des Quantisierers.

Berechnen Sie dabei jeweils die theoretische Quantisierungsrausch-
leistung und vergleichen Sie Ihr Ergebnis mit Hilfe des MATLAB-
Kommandos var.

(c) Berechnen Sie fiir n = 8 das Leistungsdichtespektrum des Quantisie-
rungsrauschsignals mit Hilfe von MATLAB, wobei Sie grofie Datenmen-
gen verwenden sollten.

Vergleichen Sie das Ergebnis mit den Berechnungen aus Ubungsteil (b).

(d) Fithren Sie die Tests aus Ubungsteil (b) mit dem Simulink-System
s_adu2.mdl erneut durch. Dieses System produziert ein Quantisierungs-
fehlerrauschen fiir einen Quantisierer, der von einem Sinussignal voll-
ausgesteuert wird.

Interpretieren Sie das Ergebnis.

Ubung 156 (Losungsband Seite 369)

Betrachten Sie das Simulink-System s_delayl.mdl der Begleitsoftware. Die-
ses System produziert ein sinusformiges Testsignal der Amplitude /2
und ein zugehoriges verrauschtes Echosignal. Die Frequenz des Sinus, die
Rauschleistung des Storsignals sowie die Signalverzogerung des Echosignals
konnen {tiber das Initialisierungsfile init_delayl.m eingestellt werden.

(a) Schétzen Sie mit Hilfe einer Korrelationsanalyse die in s_delayl.mdl ein-
gestellte Laufzeit (Signalverzogerung).
Verwenden Sie dabei die in Tabelle 5.2 angegebenen Kombinationen fiir
die Parameter Signal-Rausch-Abstand (am Empfangsort des laufzeitver-
zogerten Signals) und Messzeit. Verwenden Sie als Signalfrequenz 50 Hz.
Verdndern Sie bei jedem Versuch den Signal-Rausch-Abstand (im
Nyquist-Band) durch Erhohung bzw. Verminderung der Rauschleis-
tung des White-Noise-Blocks.
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Tabelle 5.2: Testkombinationen fiir Ubung 156

SNR (dB) 0 ]-20( O -20

Messzeit (s) | 1.0 | 1.0 | 10.0 | 10.0

(b) Testen Sie die Laufzeitmessung fiir schlechtes SNR (—20 dB) und kurze
Messzeit, indem Sie statt des Sinussignals ein Chirp-Signal verwenden.
Ersetzen Sie dazu den Sinus-Block im obigen Simulink-System durch
einen Chirp-Signal-Block (Sources-Blocke). Wahlen Sie dabei das Chirp-
Signal so, dass die Bandbreite etwa 50 Hz betrdgt. Diese konnen Sie em-
pirisch feststellen, indem Sie die FFT des Chirp-Signals berechnen.
Vergleichen Sie das Ergebnis mit dem entsprechenden Sinus-Signal Ex-
periment.

Was stellen Sie fest?

Ubung 157 (Losungsband Seite 374)

In der Begleitsoftware befinden sich die Files inputsigH.mat und output-
sigH.mat mit zwei diskretisierten Ein- und Ausgangssignalen eines zu iden-
tifizierenden LTI-Systems H (jw) resp. H(s).

Die Signale wurden dabei mit einer Abtastrate von f, = 2048 Hz diskreti-
siert.

Bestimmen Sie (numerisch und grafisch) den Amplitudengang des Systems
auf der Grundlage des Wiener-Lee-Theorems. Stellen Sie anhand der grafi-
schen Darstellung eine Vermutung dariiber an, welche Ubertragungsfunk-
tion H (s) im Bildbereich das System hatte.

Ubung 158 (Losungsband Seite 376)

In der Begleitsoftware befindet das File fahrbahn.mat mit einem Fahrbahn-
unebenheitssignal, welches die vertikale Auslenkung in mm einer Fahrbahn
in Abhdngigkeit von einer in ¢m gemessenen Strecke angibt. Das Signal ist
dabei in einem Abstand (Abtastintervall) von T, = 7 ¢m diskretisiert.
Berechnen Sie das Fahrbahnunebenheitsspektrum und stellen Sie es grafisch
dar. Achten sie dabei auf die korrekte Beschriftung der Achsen (insbesondere
die richtige Angabe der Einheiten).

Gehen Sie dann davon aus, dass dieses Unebenheitsspektrum die Form
(531.2) hat, und schitzen Sie anhand der grafischen Darstellung des Spek-
trums fiir den Parameter pg rad/cm entsprechend einer Wellenldnge von 1 m
den Parameter ¢ ab.

Ermitteln Sie anschlieflend experimentell den passenden Parameter w. Plot-
ten Sie, wenn Sie den passenden Exponenten w gefunden haben, zum Ver-
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gleich die Charakteristik entsprechend (531.2) tiber das gemessene Fahr-
bahnunebenheitsspektrum.



Mathematische Grundlagen

A.1 Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung mit konstanten
Koeffizienten

Es sei a € R und z(t) eine reelle Funktion.

f )
Eine Gleichung der Form

&y(t) +a-y(t) = =(t) (543.1)
heifit eine lineare Differentialgleichung 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten.

Ist zusétzlich der Wert y(0) vorgegeben, so spricht man von einem linearen Anfangswert-
problem 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten.

- J

Ein allgemeines Merkmal linearer Differentialgleichungen ist, dass die Losung eine Uberlage-
rung einer so genannten homogenen Losung, d.h. der Losung der Gleichung

%y(t) +a-y(t)=0 (543.2)

und einer partikuliren Losung, d.h. irgendeiner Losung von (543.1) ist. Jede Losung ldsst sich
in diese Bestandteile aufteilen, wobei die Aufteilung nicht eindeutig ist [10, 17].

Mit Hilfe des so genannten Exponentialansatzes,

yp(t) =C -t A\ CeR (543.3)

folgt fiir die homogene Losung sofort
yn(t) =C-e 7, (543.4)
d.h. ein LTI-System 1. Ordnung, welches durch eine solche Differentialgleichung 1. Ordnung

beschrieben wird, kann ,,aus der Ruhe heraus” nur mit einer Exponentialfunktion reagieren.
Mit Hilfe des so genannten Variationsansatzes [10, 17]

yp(t) = C(t) - e~ (543.5)

errechnet man die allgemeine Losung der Differentialgleichung (543.1) zu

y(t) = C-e "+ UO
=C.e % 4 {/Oi z(r)e”*t=7) dfr} .

t
z(1)e* ™ dr} ceTat
(543.6)

A.2 Systeme linearer Differentialgleichungen 1. Ordnung mit konstanten
Koeffizienten

Sei Z(t) ein Vektor von reellen Funktionen und A = (ax;)k,j=1,...,n €ine n x n Matrix von
reellen Koeffizienten.

O. Beucher, Signale und Systeme: Theorie, Simulation, Anwendung,
DOI 10.1007/978-3-642-20294-0 6, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2011
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~N
Die Gleichung

Z(t) + A - Z(t) = a@(t) (544.1)

heifit ein System (n-ter Ordnung) linearer Differentialgleichungen 1. Ordnung mit kon-
stanten Koeffizienten.

Ist zusétzlich der Wert #(0) vorgegeben, so spricht man von einem linearen Anfangswert-
problem 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten.

- J

Es ist leicht nachzuweisen, dass jede vektorielle Losung Z(t) der Gleichung (544.1) wieder ei-
ne Uberlagerung einer homogenen Lésung &0y, (t) und einer partikulédren Losung & (t) sein
muss und umgekehrt. Wir kénnen also die Diskussion wieder trennen und zunéchst nur die
homogenen Losungen betrachten. Im Falle der einfachen homogenen Gleichung 1. Ordnung
(543.2) flihrte der Exponentialansatz zum Ziel.

Es ist ein nahe liegender Gedanke, es im Falle des (mit @(t) = 0(t) homogenen) Gleichungssys-
tems (544.1) mit einem Matrix-Ansatz folgender Form zu versuchen:

X(t) =e At.C, Ceinen x n — Matrix. (544.2)

Dazu miisste in geeigneter Form eine matrixwertige Funktion eAt definiert werden, die noch
dazu dhnliche Eigenschaften wie die reelle oder komplexe Exponentialfunktion haben sollte.

Ein geeigneter Ansatz ergibt sich aus der Reihenentwicklung der Exponentialfunktion. Man
definiert:

e Ak = Z (¢ A)k (544.3)

o(t) : Z

Es kann gezeigt werden, dass diese Reihe fiir alle ¢ komponentenweise konvergiert, sodass die
Definition eine sinnvolle, reelle matrixwertige Funktion liefert. Ahnlich wie bei Vektoren, lisst
sich auch fiir matrixwertige Funktionen eine (komponentenweise) Differentiation definieren.
Die Reihe (544.3) ist gliedweise differenzierbar und man erhélt

d g _ s d oAt
dt dt k!

t2~A3 t3~A4

_ A2 i X

=Att A — ot (544.4)
ootk'Ak At

(B

und damit genau das identische Ableitungsgesetz wie fiir reelle oder komplexe Funktionen.

Damit ist auch klar, dass jede Matrix X (t) = e~“? . C das homogene Differentialgleichungssys-
tem

X+ X(t) = 0(t) (544.5)

erfiillt, denn es gilt:
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iX(t) _ 4
dt

= C=—A-eM.C=—-A-X(1). (545.1)

Da aber jede Spalte von X (t) eine vektorielle Losung des Systems ist, reprasentiert e ~4* . C' auf
einen Schlag n vektorielle Losungen des Systems!

Natiirlich stellt sich hier sofort die Frage nach der Berechnung von e ~“* und dem Zusammen-
hang zu den vektoriellen Lésungen des inhomogenen Gleichungssystems (544.1).

In Abschnitt A.4 wird eine elegante Moglichkeit aufgezeigt, wie man diese so genannte Transi-
tionsmatrix! &(t) = e~ 4* berechnen kann.

Ist die Transitionsmatrix bekannt, so konnen die vektoriellen Losungen des inhomogenen Glei-
chungssystems (544.1) wieder mit Hilfe eines Variationsansatzes bestimmt werden.

—At

Betrachtet man fiir eine Spalte ¢'von C' die homogene Losung e ~“'*-¢, variiert man die Konstante

cund setzt den Ansatz

#(t) := e~ At &) (545.2)

in die Gleichung (544.1) ein, so erhélt man, vollig analog zum eindimensionalen Fall, die allge-
meine Losung:

t
Bt)=e At G4 At {/ eATa(r) dT:|
0

) (545.3)
—e At.24+ {/ efA‘(th)u(T) d’r} .
0

Im Gegensatz zum eindimensionalen Fall ist hier lediglich auf die richtige Reihenfolge der Mul-
tiplikation zu achten, da die Matrixmultiplikation nicht kommutativ ist.

A.3 Jordan’sche Normalform
Bekanntlich werden alle lineare Abbildungen & : V. — W zwischen endlich-dimensionalen
Vektorrdumen V und W durch Matrizen A in der Form

BEF)=A-FT VFEV (545.4)

dargestellt.

Die Darstellungen, d.h. die Eintrage der Matrix A, beziehen sich dabei auf die jeweils zu Grunde
liegenden Basen der Vektorraume V und W.

In praktischen Berechnungen ist es vorteilhaft Basen zu finden, die eine moglichst einfache Dar-
stellung der Matrix und somit eine moglichst einfache Berechnung von (545.4) moglich machen.

Im Idealfall kann die darstellende Matrix A (falls V' = W ist) in Form einer Diagonalmatrix

M 0 0 - 0
0 X 0 - 0
A= o ... . ... 0o (545.5)
0 .0
0 0 M

reprasentiert werden.

! Man beachte, dass sich die Definition der Transitionsmatrix auf die in (544.1) gewahlte Dar-
stellung des Differentialgleichungssystems bezieht. Wird der die Gleichung in der Form
F(t) = A- () + @t geschrieben, so muss die Transitionsmatrix als &(t) = e4* definiert
werden!!
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Die Eintrége in der Diagonalen \; sind dann Eigenwerte von ¢ und somit Invarianten der Ab-
bildung.

Allerdings kann eine solche Matrixdarstellung nicht immer gefunden werden. Jedoch ist (falls
V = W ist) eine Darstellung moglich, die auf einer Zerlegung in so genannte Jordan-Matrizen

A 1 0 o 0
0 A 1 oo 0
J=| 0 ... . 1 o0 (546.1)
0 0 1
0 0 0 A
beruht.
Genauer gilt[13]:

Kst V ein endlich-dimensionaler Vektorraum und & : V. — V eine lineare Abbildung. \
Wenn das charakteristische Polynom p(\) = det(A — A - E,) in Linearfaktoren zerfallt, d.h.
eine Darstellung

PA)=A=A)" - (A=X)" k<n (546.2)

erlaubt, so existiert eine Basis 8 von V/, sodass sich & beziiglich dieser Basis durch die
Jordan’sche Normalform

J1 0
0 J1
A= 0 -~ . 0 0 (546.3)
0 0 0
0 0 0 J

darstellen lasst.
J1 bis Jj, sind dabei die zu den Eigenwerten A1 bis A;, gehérenden Jordan-Matrizen. /

Da jedes Polynom nach dem Fundamentalsatz der Algebra tiber C in Linearfaktoren zerfallt, ist
eine solche Darstellung immer méglich, wenn man komplexe Eigenwerte zuldsst.

A.4 Berechnung der Transitionsmatrix

Auf Seite 545 wurde gezeigt, wie ein Differentialgleichungssystem im Zeitbereich gelost werden
kann. Mit Hilfe der so genannten Transitionsmatrix &(t) = e~ 4t kann (545.3) in folgender
Form dargestellt werden:

#(t) = B(t) - 7(0) + { /O ' B(t — 7)d(r)dr| . (546.4)

Wendet man auf beiden Seiten der Gleichung (546.4) die Laplace-Transformation an (man be-
achte dabei, dass die Laplace-Transformation eines Vektors komponentenweise definiert ist), so
erhilt man die dquivalente Gleichung

X(s) = ®(s) - £(0) + B(s) - U(s). (546.5)
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Dabei bezeichnet &(s) die Laplace-Transformierte von &(t). In (546.5) wurde ausgenutzt, dass
es sich bei dem Integral um eine Faltung von &(t) und @(t) handelt und infolgedessen der
Faltungssatz angewandt werden kann.

Transformiert man die Differentialgleichung (544.1), so erhilt man:
)
(547.1)
) .
Also ist
X(s)=(s+A)7L-B0) + (s+ A)~L-T(s). (547.2)

Vergleicht man (547.2) mit (546.5), so sieht man, dass offenbar gilt:

Die Laplace-Transformierte der Transitionsmatrix &(t) = e~ At ist

D(s) = (sI + A)~ L. (547.3)

Dabei bezeichnet I die (zu den Dimensionen von A passende) Einheitsmatrix.

Diese Matrix und damit die Transitionsmatrix ist vielfach mit Hilfe der Tabellen (oder auch mit
MATLAB) wesentlich einfacher zu berechnen.

Transitionsmatrix fiir eine Jordan-Matrix

Ist die Systemmatrix A eine Jordan-Matrix J der Form (546.1), so folgt speziell aus (547.3):
-1

s+A 1 0 0
0 s+ 1 0
P(s) = (sI+J)"" = 0 R T
0 0 1
0 o0 0 s+A (547.4)
1 1 1 1 1
sHAE (sHAR)2Z (sFAR)3 (sFapt T (s+AK)™
0 1 1 1 1
_ I € Y N e ) R CE O VO L
0 1

S+Ag

Wird allgemein die Systemmatrix A durch eine Koordinatentransformation in die Jordansche
Normalform (546.3) tiberfiihrt, so hat die Laplace-Transformierte #(s) der Transitionsmatrix
&(t) die Form:

(s+J1)~ 1t 0

s —1
B(s) = (s + A)~! = (s 7o) . . (5475)

0 (s+ Jp) L.
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A.5 Distributionen
Distributionen [11, 39, 53] kénnen als eine Erweiterung bzw. als eine Verallgemeinerung der
(reellen oder komplexen) Funktionen? auf R aufgefasst werden.

Testfunktionenraum und Distributionen

Diese Verallgemeinerung wird dadurch realisiert, dass die Funktionen als Funktionale auf dem
Vektorraum der unendlich oft differenzierbaren Funktionen mit kompaktem Trager, dem so ge-
nannten Grundraum D aufgefasst werden.

Der Grundraum 9 ist der Vektorraum aller auf R unendlich oft differenzierbaren (reellen
oder komplexen) Funktionen z(t), welche auerhalb einer beschrinkten Menge 0 sind.
Diese Funktionen heiflen Testfunktionen.

Die (kompakte) Menge Ti; := {t | z(t) # 0} heifit der Triger von x(t).

Der Grundraum © wird ein vollstdndiger linearer Raum, wenn man den Konvergenzbegriff so
definiert, dass eine Folge von Grundraumfunktionen z (¢) gegen z(t) konvergiert, wenn alle

2 (t) auBerhalb einer beschrankten Menge verschwinden und alle Ableitungen ml(cm (t) gleich-
miRig gegen x (™) (t) konvergieren.

Unter einer Distribution oder einer verallgemeinerten Funktion ¢ versteht man dann ein
stetiges lineares Funktional auf ©, d.h. eine stetige lineare Abbildung

¢:®—R (bzw.C). (548.1)

Die verallgemeinerten Funktionen bilden einen Vektorraum ®’.

Regulire und nicht regulire Distributionen

Man zeigt leicht, dass lokal integrierbare Funktionen f(t) iiber die Zuordnung

b v ) — / FO) -2t dt, () €D, (548.2)

ebenfalls stetige lineare Funktionale definieren. Diese Funktionale heiflen regulire Distributio-
nen und kénnen mit den Funktionen f(t) identifiziert> werden.

Dartiber hinaus gibt es aber noch weitere Distributionen, die keine reguldren Distributionen
sind, wie etwa das Dirac-Funktional:

Die Distribution

S :®—R mit 5a(t) =z(0) (548.3)

heilt Dirac-Funktional oder Dirac-Impuls.

2 Wir beschrénken uns in der Darstellung auf Funktionen z : R — R( bzw. C)
3 Es werden dabei alle Funktionen f(t) als eine Funktion aufgefasst, fiir die das Integral (548.2)
den gleichen Wert liefert. Die Differenz solcher Funktionen hat stets das Integral 0.
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Konvergenz fiir Distributionen

Man kann zeigen, dass jede Distribution aber im Sinne der Konvergenz im Distributionenraum
®' durch eine Folge von reguldren Funktionen angenghert werden kann. Dabei ist der Konver-
genzbegriff wie folgt definiert:

Eine Folge von Distributionen ¢, konvergiert genau dann gegen eine Distribution ¢, wenn

on(z) — d(z) Y x(t) € D. (549.1)

Eigenschaften von Distributionen

Obwohl die Distributionen keine Funktionen mit reellem Definitionsbereich sind, lassen sich oft
Eigenschaften definieren, die denen dieser Funktionen weitestgehend dhnlich sind.
So ist beispielsweise der Tréger einer Distribution wie folgt definiert:

Unter dem Tréger T einer Distribution ¢ versteht man das Komplement der grofiten offe-
nen Teilmenge G C R, fiir welche gilt:

(@) =0 Ya(t) € DmitTy, C G. (549.2)

Fiir regulére Distributionen stimmen beide Tragerbegriffe tiberein. Fiir nicht-regulire Distribu-
tionen ist der Tréger bisweilen verananschaulichbar, wie etwa fiir den Dirac-Impuls.

Ist ndmlich x(t) eine Testfunktion, welche einen Trager in der offenen Menge G = R \ {0} hat,
so ist nach Definition des Tragers von z(t) offenbar x(0) = 0! Daher gilt fiir alle diese x(t), dass
do(z) = 0 ist!

Damit ist der Punkt {0} der Tréger des Dirac-Impulses, was der Veranschaulichung aus Abbil-
dung 2.10, S. 71 entspricht.

Auch der Ableitungsbegriff ldsst sich tibertragen.

Ist ¢ eine Distribution, so wird durch

¢ () = —¢(a’) Vz(t) €D (549.3)

die Ableitung der Distribution ¢ definiert.

Diese Definition ergibt sich unmittelbar aus den Rechenregeln fiir die partielle Integration fiir
reguldre Distributionen.

Eine unmittelbare Folge dieser Definition ist, dass Distributionen unendlich oft differenzierbar
sind!

Auch lassen sich stiickweise stetig differenzierbare Funktionen mit Sprungstellen plétzlich dif-
ferenzieren, wenn diese als reguldre Distributionen aufgefasst werden. Es gilt:

Ist 2(t) eine stiickweise stetig differenzierbare Funktion mit Sprungstellen ¢;, € R und sind
sk € R die Sprunghohen, so ist die distributionelle Ableitung von z(t) durch

a'(t) =g'(t) + ) sk - So(t — tx) (549.4)
k

gegeben.




550 Kapitel A: Mathematische Grundlagen

Dabei ist g(t) die um die Spriinge bereinigte stiickweise stetig differenzierbare Funktion z(t)
und die 6 (¢t — t,) die Dirac-Impulse an der Stelle ¢.

Erweiterung der Distributionen auf C*°

In einigen Berechnungen der Systemtheorie ist es von Bedeutung, Distributionen ¢ auch auf un-
endlich oft differenzierbare Funktionen ohne kompakten Trager anzuwenden, d.h. das formale
Integral

/ B(t) - (t) dt (550.1)

—o0

fiir eine Funktion z(t) (etwa z(t) = 7“?) im Vektorraum der unendlich oft differenzierbaren
Funktionen C'*° zu interpretieren.

Ferner ist auch die Interpretation von endlichen Integralen

/ o(t) dt (550.2)

a

fiir Distributionen ¢ bisweilen interessant.

Solche Erweiterungen lassen sich fiir Distributionen mit kompaktem Triger sinnvoll definieren.
Hauptséchlich wird diese Erweiterung natiirlich fiir das Dirac-Funktional benotigt.

Hat die Distribution ¢ einen kompakten Trager, so ldsst sich ¢ durch die Definition

&(z) = pla-x) Vaz(t) € C™ (550.3)

zu einem stetigen linearen Funktional auf C'>° erweitern.

Dabei ist a(t) € D eine Testfunktion, die auf dem Tréager T, der Distribution den Wert 1 hat
(man zeigt natiirlich, dass es fiir die Definition nicht darauf ankommt, welche der vielen Funk-
tionen mit dieser Eigenschaft man zu Grunde legt).

Auf diese Weise ist es dann auch moglich, folgende Beziehung zu rechtfertigen, die als Fourier-
transformierte des Dirac-Impulses interpretiert werden kann:

5o —> / So(t) - e i@t dt = @0 = 1. (550.4)
—oo

Fiir die Interpretation des endlichen Integrals (550.2) wiahlt man eine Folge von Testfunktio-
nen ay, (t), deren Triger das Intervall [a, b] umfassen und die dort gleich 1 sind, deren Flanken
auflerhalb von [a, b] aber mit wachsendem n immer steiler gegen 0 abfallen.

Das endliche Integral ergibt sich dann mit:

b

[owar= tim s(@n). (5505)

a
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Auf diese Weise erhilt man (fiir 7' > 0) beispielsweise eine korrekte Interpretation der Bezie-
hung:

T
/ Sot) dt = lim do(an(t)) = 1. (551.1)
T

Faltung von Distributionen
Ahnlich wie bei ,gewdhnlichen” Funktionen ist auch im Falle der Distributionen die Faltungs-
operation nicht in allen Fallen definiert.

Man kann jedoch zeigen, dass die Faltung zweier Distributionen ¢ und ¢ immer dann sinnvoll
ist, wenn mindestens eine der beiden Distributionen einen kompakten Trager hat.

Die Faltung ist dann durch

¢ x () = ¢ (P(T)(x(t + 7)) = d(B)(P(1 — D)(=(7)) V=z(t) €D (551.2)

definiert.
Diese Definition rechtfertigt fiir (lokal integrierbare) Signale h(t) die Faltungsgleichung

(6a * h)( /6 h(t — 7)dr = h(t — a), (551.3)

obwohl h(t) im Allgemeinen keine Testfunktion ist.
Fasst man ndmlich h(t) als reguliire Distribution auf, so ist (551.3) wie folgt zu interpretieren:

50 (8) (h(r — £)((7) (/ h(r —t) T)dT)

Sa(t)h(T —t) - x(7T) dr dt (551.4)

(Ga * h)(z(t))

Sa(t)h(T —t) - x(7T) dtdr.

| |
| |
8\8 8\.8

Dies bedeutet aber:

(9a * h)(z(t))

( / da(t)h(T —t) dt) ~x(T)dr

h(t —a)-z(t)dr VzeD.

(551.5)

Damit ist die Distribution d, * h mit der reguldren Distribution (und damit mit der lokal inte-
grierbaren Funktion) h(t — a) zu identifizieren, was die Gleichung (551.3) erklart.
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Fourierreihen fiir Distributionen

Die Theorie der Fourierreihen ldsst sich ebenfalls auf Distributionen verallgemeinern. Da Fou-
rierreihen fiir periodische Funktionen erklért sind, muss zunéchst erklart werden, was eine perio-
dische Distribution sein soll.

Unter einer T-periodischen Distribution versteht man eine Distribution ¢ mit der Eigen-
schaft

p(z(t)) = ¢zt +T)) Yz €D (552.1)

In diesem Sinne ist die so genannte Dirac-Impulsreihe

AL (¢/T) == i 8o (t — nT) (552.2)

n=-—oo

eine T-periodische Distribution.

Man kann zeigen, dass solche T-periodischen Distributionen immer in eine Fourierreihe entwi-
ckelt werden konnen:

Jede T-periodische Distribution ¢ wird durch ihre Fourierreihe dargestellt, d.h. es gilt im
Sinne der Gleichheit von Distributionen
oo ) 2
)= > cp-e?T (552.3)
k=—oc0
wobei
1 o 1
— Lo J2m st
o= = (¢ (a(t) eIt )) (552.4)

\ist. /

Die Testfunktion c(t) ist dabei eine beliebige Testfunktion? mit der Eigenschaft:

o'}

> a(t+kT)=1 VteR. (552.5)

k=—o0

Fiir reguldre periodische Distributionen, die in eine Fourierreihe entwickelbar sind, stimmt die
Berechnung der Fourierkoeffizienten mit der Definition (552.5) tiberein.

Mit diesen Definitionen kann man beispielsweise zeigen (vgl. dazu (218.4)), dass die Dirac-
Impulsreihe folgende Fourierreihenentwicklung hat.
w /Ty =3 ?eﬂ”%t. (552.6)

n=-—oo

Man beachte, dass die Reihe in (552.6) im distributionellen Sinne zu verstehen ist. Im gewohnli-
chen sinne hat Sie keine Bedeutung, da sie nicht konvergiert.

4 Man muss natiirlich zeigen, dass man eine beliebige Funktion nehmen kann.
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A.6 Lineare Differenzengleichungen 1. Ordnung mit konstanten
Koeffizienten
Es sei a € R und 2, eine reelle Folge.

Eine Gleichung der Form
Yn + @ Yn—1 = Tn, (553.1)
heifit eine lineare Differenzengleichung 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten.

Ist zusétzlich der Wert yo vorgegeben, so spricht man von einem linearen Anfangswert-
problem 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten.

Die Losungstheorie solcher Gleichungen lésst sich in weiten Ziigen analog zu der von linearen
Differentialgleichungen 1. Ordnung (vgl. A.1) entwickeln.

Auch die Losung linearer Differenzengleichungen ist eine Uberlagerung einer homogenen Li-
sung, d.h. der Lésung der Gleichung

Yn+a-yn—1=0 (553.2)

und einer partikuliren Losung, d.h. irgendeiner Losung von (553.1).
Mit Hilfe des so genannten Exponentialansatzes

Yy, =C-b", bCeER (553.3)
folgt fiir die homogene Losung sofort b = —a und
yn=C- (=)™ -a". (553.4)

Auch im diskreten Fall kann zur Auffindung einer speziellen Losung ein Variationsansatz ge-
macht werden:

Yn = Cn - (—a)™. (553.5)

Damit errechnet man die allgemeine Losung der Differenzengleichung (553.2) zu

Yn = Yo - (—a)" + {Z xn(a)"’c} . (553.6)

k=0

A.7 Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung

Die Aufgabe der Wahrscheinlichkeitsrechnung ist die mathematische Beschreibung von zufal-
ligen, unter reproduzierbaren Voraussetzungen ablaufenden Vorgéngen, so genannten Zufalls-
experimenten.

In der tiberwiegenden Anzahl der Anwendungen kommt es dabei nicht so sehr auf die Beschrei-
bung der Ergebnisse des Zufallsexperimentes selbst an, sondern auf Werte von Funktionen von
diesen moglichen Ergebnissen. Diese Funktionswerte reprasentieren Werte von interessieren-
den Merkmalen des Zufallsexperiments.

Das Ergebnis des Experiments wird dabei mit dem Wert dieser Funktion identifiziert und es
werden Wahrscheinlichkeiten hierfiir anzugeben.

Diese Sichtweise fiihrt auf die Begriffe der Zufallsvariablen und der Verteilung.

Eine (reelle) Zufallsvariable X ist eine Funktion

X :(2,A,P) >R (553.7)
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Dabei ist {2 eine (im Allgemeinen nicht niher spezifizierte Menge von moglichen Ergebnissen
des Zufallsexperiments, A ein System von Teilmengen von {2, welche mit Ereignissen identifi-
ziert werden kann und P eine Funktion, mit welcher jedem Ereignis A € A eine Wahrschein-
lichkeit P(A) zugeordnet werden kann.

Die Zufallsvariable X ist eine Funktion, deren Werte vom Zufall abhingen. Sie hat die Eigen-
schaft, dass die Ereignisse

XM ={wen|Xw)el} (554.1)

fiir jedes Intervall I = (a, b] zum Ereignismengensystem A gehoren.

Diese Bedingung stellt sicher, dass den Ereignissen X ~1(I) (, X nimmt Werte im Intervall I
an”) mit dem zugehorigen Wahrscheinlichkeitsmaf} P stets eine Wahrscheinlichkeit zugeordnet
werden kann.

In der Praxis verwendet man Ereignismengensysteme und Wahrsc}}einlichkeitsmaﬁe, fiir die
die Bedingung stets erfiillt ist. Sie wird daher in den nachfolgenden Uberlegungen als gegeben
angenommen und nicht weiter tiberpriift.

Man unterscheidet beziiglich des Wertebereichs von X, ob die Zufallsvariable eine abzihlbare
Menge von Werten annehmen kann oder ein Kontinuum von Werten. Im ersten Fall sprechen
wir von einer diskreten Zufallsvariablen, im zweiten von einer stetigen Zufallsvariablen.
Diskrete Zufallsvariablen spielen etwa in der statistischen Qualitatskontrolle bei so genannten
ziihlenden Priifungen eine Rolle, wo es, wie bei der Annahmekontrolle, auf das Auszihlen von
Fiillen ankommt. Stetige Zufallsvariablen kommen dagegen in natiirlicher Weise bei messenden
Priifungen vor, etwa bei der Priifung von Mafien, die prinzipiell alle Werte in einem bestimmten
Intervall einnehmen kénnen.

Fiir die Berechnung von Wahrscheinlichkeiten im Zusammenhang mit Zufallsvariablen ist von
Interesse, welchen Wert eine Zufallsvariable annimmt oder in welchem Wertebereich eine Zu-
fallsvariable Werte annimmt. Diese Ereignisse haben eine Wahrscheinlichkeit, die sich (ge-
maf (554.1)) aus der Wahrscheinlichkeit der zugrunde liegenden Ereignisse im Ereignisraum
(92, A, P) ergibt.

Die Bestimmung der Wahrscheinlichkeiten dieser Ereignisse fiihrt nun unmittelbar zu dem Be-
griff der Verteilung einer Zufallsvariablen:

\

Sei X : (12, A, P) — R eine reelle Zufallsvariable.
Dann heifst die Funktion

Px : A—[0,1] (554.2)
mit

Px(A) ¥ P(x e A) Y P({we 2|X(w) € A}) firalle A A (554.3)

(also die Wahrscheinlichkeit, dass X Werte in A annimmt) die Verteilung von X.

J

Die Definition der Verteilung einer Zufallsvariablen ist in der vorliegenden Form noch unprak-
tisch.

Fiir reelle Zufallsvariablen X, insbesondere solche mit nicht diskreten Verteilungen, legt die
Vorgehensweise nahe, die Verteilung mit Hilfe der Ereignisse (X < x) wie folgt zu charakteri-
sieren:
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Sei
X:(2,P)—R

eine reelle Zufallsvariable. Dann heif$t die Funktion

Fx(z)=P(X <z) firalle z € R (555.1)

die Verteilungsfunktion von X.

- J

Die Verteilungsfunktion ldsst sich sowohl fiir diskrete als auch fiir Zufallsvariablen mit einem
Wertekontinuum definieren.

Mit Hilfe der Verteilungsfunktion lasst sich sehr leicht angeben, wie grof8 die Wahrscheinlichkeit
ist, dass X Werte in einem bestimmten Intervall [a, b] annimmt. Nach den Rechenregeln der
Wahrscheinlichkeit[2] erhilt man:

P(la,b]) = P(a < X < b) = Fx(b) — Fx(a). (555.2)

Ist die Zufallsvariable diskret, d.h. nimmt sie nur Werte in Z an®, so erhilt man

fx(k) =P(X =k) =Fx (k) — Fx(k—1). (555.3)

Ist die Zufallsvariable stetig, d.h. nimmt sie Werte in einem Kontinuum der reellen Zahlen R an,
so kann man man eine zu fx (k) dquivalente Funktion durch
d

Ix(z) = Fx () (555.4)

definieren.

Die durch (555.3) definierte Funktion fx (k)ez heifSt die (diskrete) Verteilung von X.
Die durch (555.4) definierte Funktion fx (z)cr heifit die (stetige) Verteilungsdichte von
X.

Die Wahrscheinlichkeiten, dass X Werte in einem bestimmten Intervall [a, b] annimmt, lassen
sich dann durch

P([a,b]) = Pla< X <b) = Z fx (k) (555.5)
a<k<b
bzw. durch
b
Pllat) = Pa< X <0) = [ fx(@)da (555.6)
berechnen.

Beispiel: Diskrete Gleichverteilung fiir {1,2,--- ,n}
Die diskrete Gleichverteilung fiir {1,2, - -- , n} ist durch die Verteilung

1 g .
fx(ky={ n fir kEdl2oon), (555.7)
0 sonst

5 Man kann den Wertebereich einer diskreten Variablen immer mit Z identifizieren!
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und die Verteilungsfunktion

0 fiir k<o,
Fx(k)=9q k fir ke{1,2,-- ,n}, (556.1)
1 fur k<n

definiert.
Ein Anwendungsbeispiel hierfiir ist die Verteilung eines fairen Wiirfels.

Beispiel: Binomialverteilung

Die (diskrete) Binomialverteilung fiir die Parameter p € [0, 1] und n € N ist durch die Vertei-
lung

0 sonst

und die Verteilungsfunktion

0 fiir k<0,
k
Fx (k) = ) (Mpm(1—pm fur ke{l,2,---,n}, (556.3)
m=
1 fiir k<n

definiert.

Ein Anwendungsbeispiel hierfiir ist die Verteilung der Anzahl X defekter Teile der Defektwahr-
scheinlichkeit p bei n Ziehungen aus einem grofien Los von Teilen.

Beispiel: Gleichverteilung

Die (stetige) Gleichverteilung im Intervall [a, b] l4sst sich durch die Verteilungsfunktion

0 falls z < a,

Fx(z) = 7= falls € [a,b], fiir alle z € R. (556.4)

1 falls z>b

beschreiben.
Die Verteilungsdichte ergibt sich als Ableitung der Verteilungsfunktion:

0 falls z < a,

fx@ =4 7 falls «€[ab], fiir alle = € R. (556.5)

0 falls z>b
Ein Anwendungsbeispiel ist etwa die Zeigerstellung bei einem (fairen) Gliicksrad.

Beispiel: Die Normalverteilung

Die Normalverteilung ist die wohl wichtigste Verteilung der Wahrscheinlichkeitsrechnung und
Statistik.

Ihre iiberragende Bedeutung verdankt sie zahllosen Anwendungen. So ist in fast allen Mess-
vorgangen oder zufélligen Prozessen, bei denen ein Sollwert eingehalten werden muss, die Nor-
malverteilung ein angemessenes Modell.
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Das héufige Auftreten dieser Verteilung liegt darin begriindet, dass sie immer dann zwingend
vorkommt, wenn sich viele gleichartige zuféllige Prozesse aufsummieren. Ein Anwendungsbei-
spiel hierfiir ist die Rauschspannung eines Widerstands, die als (summierter) Effekt der unre-
gelméBigen Bewegung einer Unzahl von Elektronen aufgefasst werden kann.

Ein weiteres Beispiel ist die Messung der Abmafie eines produzierten Werkstiicks. Bei solchen
Fertigungsprozessen kann man oft davon ausgehen, dass Abweichungen vom Sollwert das Re-
sultat einer Uberlagerung von vielen kleinen unsystematischen Stérungen ist. Dann ist es i.Allg.
eine sinnvolle Annahme die gefertigten Maf3e als normalverteilt anzusehen.

Die Verteilungsdichte der Normalverteilung (oder auch Gauf3-Verteilung) ist:

Fav(@) = N(g,0?) = — L _e~mz@=m® L cp (557.1)
oV 2w

Die Verteilungsfunktion der Normalverteilung kann nicht in geschlossener Form angegeben
werden:

Dy (z) = !

x
1 (r—)2
= / e 22 T gr 2z eR (557.2)
(o Y
— 00

Statt fxv (z) wird meist die Bezeichnung N(u, 02) verwendet wird, um die Parameter der
Verteilung zu kennzeichnen.

Die Parameter haben eine spezielle Bedeutung (s.u.). So ist der Parameter ;. ein Maf3 fiir den
,mittleren” Wert, den eine so verteilte Zufallsvariable X annimmt und o ist ein Maf fiir die
(mittlere) Abweichung davon.

Tragt man die Dichte grafisch auf, so ergibt sich die berithmte Gaufische Glockenkurve (s.
Abbildung A.7).

0.5

0.45- 1

Abb. A.1: Verteilungsdichte der Normalverteilung (,,Gaufische Glockenkurve”) fiir
die Parameter = 0 und o = 1 (Standard-Normalverteilung)

Auf Grund allgemeiner Normierungsvorschriften lassen sich die Normalverteilungen N (1, 02)
durch entsprechende Skalierungen auf die Normalverteilung mit den Parametern y = 0 und
o = 1 zurtickfiihren.

Die in der Abbildung dargestellte Verteilung N (0, 1) wird daher auch Standard-Normalvertei-
lung genannt.
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Erwartungswert

In der Praxis erhilt man tiber Zufallsgréien oft schon dann eine signifikante Information, wenn
man aus den beobachteten Daten bestimmte charakteristische Kenngrofien ableitet. Ein Beispiel
ist der Mittelwert von beobachteten Zufallsgrofien, der in vielen Fallen schon sehr viel Infor-
mation beinhaltet. Eng verkniipft mit diesen statistischen Kenngrofien sind meist entsprechende
Kennwerte der Verteilungen der Zufallsvariablen, wie im Falle der Normalverteilung (s.o.) schon
erwahnt wurde.

Als Mittelwert einer Zufallsgréfie kann die Summe aller auftretenden Werte gewichtet mit ih-
rer Auftretenswahrscheinlichkeit angesehen werden. Sind alle Werte gleich wahrscheinlich, so
erhilt man mit diesem Ansatz beispielsweise das bekannte arithmetische Mittel.

Dies fiihrt auf die Definition des folgenden Begriffes:

/Sei X eine (reelle) Zufallsvariable mit diskreter Verteilung fx (k)xecz oder mit Verteilungsx

o0 o0
dichte fx (z), die der Bedingung Y |zg|fx (k) < coresp. [ |z|fx(z)dz < co genii-
k=— 59
gen. -
Dann heifst
oo
E(X)= Y ak-fx(k) (558.1)
k=—oc
bzw.
o o]
E(X) = / 2 fx()dz (558.2)
\der Erwartungswert von X. /
Momente

Weitere Informationen tiber die Art der Wahrscheinlichkeitsverteilung einer Zufallsvariablen X
geben die so genannten Momente.

Sie geben etwa tiber die ,Breite” der Verteilung (Streuung der X-Werte, s.u.) oder die ,,Schiefe”
der Verteilung (Asymmetrie der Werteverteilung von X um den Mittelwert herum) Auskunft
und sind wie folgt definiert:

Sei X eine (reelle) Zufallsvariable.
Dann heiflt E(X*) (falls er existiert) das k-te Moment von X.

In der Praxis kommen neben dem ersten aber meist nur das zweite und dritte Moment, selten
das vierte Moment zur Anwendung.

Varianz und Streuung

Von spezieller Bedeutung ist das zweite Moment in folgender Form:
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~
Sei X eine (reelle) Zufallsvariable. Dann heif3t
V(X) =E ((X — E(X))?) (559.1)
die Varianz von X und
o=o(X) = V(X) (559.2)
die Streuung oder die Standardabweichung von X.
- J

Wie die Namen schon sagen und wie auch aus der obigen Definition hervorgeht messen in einem
gewissen Sinne die beiden Grofien Varianz und Streuung die Abweichungen der Zufallsvaria-
blen vom Mittelwert. Genauer gilt:

Die Varianz ist die mittlere quadratische Abweichung vom Mittelwert!

Die Streuung ist ein von der Varianz abgeleitetes mittleres Abweichungsmaf. Durch die Wurzel-
bildung wird die Gréfie bezogen auf die physikalische Einheit von X und dadurch vergleichbar
mit den tatsdchlichen Werten von X.

Rechenregeln fiir Erwartungswert und Varianz

Die Varianz lasst sich mit Hilfe des ersten und des zweiten Moments bestimmen, denn fiir jede
(reelle) Zufallsvariable X gilt:

V(X)=E ((X - IE(X))2> = E(X?) — (E(X))?. (559.3)

Die Varianz lasst sich also berechnen, indem man das Quadrat des Erwartungswerts vom zwei-
ten Moment abzieht!

Wenn alle Werte einer Zufallsvariablen X mit einem festen Wert beaufschlagt werden, dann soll-
te sich auch der Mittelwert um genau diesen Wert dndern. Jedoch sollte diese Operation keinen
Einfluss auf die Verteilung der Werte um den (neuen) Mittelwert herum haben, mit anderen
Worten, die Streuung sollte sich nicht &ndern. Andererseits sollten sich Mittelwert und Streu-
ung bei Skalierung aller Werte entsprechend mit skalieren.

Das folgende Resultat gibt diese anschaulichen Vorstellungen wieder:

N
Sei X eine (reelle) Zufallsvariable mit Erwartungswert E(X) und Varianz V(X).
Dann gilt fiir die Zufallsvariable Y = aX + b mita,b € R:
E(Y) = aE(X) + b, (559.4)
V(Y) = a®’V(X), (559.5)
o(Y) = |a|o(X). (559.6)
\ J

In sehr vielen Féllen miissen neben der Skalierung und Translation von einzelnen Zufallsvaria-
blen auch Summen und Produkte von verschiedenen Zufallsvariablen gebildet werden.

Sind diese Zufallsvariablen stochastisch unabhingig, so ist eine einfache Berechnung der Kenn-
werte dieser Summen und Produkte mit Hilfe der urspriinglichen Kennwerte moglich:
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~

Seien X, Y zwei (reelle) Zufallsvariablen. Dann gilt stets:
E(X+Y)=EX)+E(Y). (560.1)

Sind X und Y zusitzlich stochastisch unabhiingig, so gilt auch:
E(X -Y)=E(X) - -E(Y), (560.2)
V(X +Y) = V(X) + V(). (560.3)

- J

A.8 Energiedichtespektrum

4 R
Sei x(t) ein impulsartiges, zeitkontinuierliches reelles Signal. Dann ist
oo

T2z (T) = / z(t)x(t + 7)dt (560.4)

—o0

die Autokorrelationsfunktion des Signals.
G J

Betrachtet man ein Spannungssignal, so hat die rechte Seite von Gleichung (560.4) (bezogen auf
1 £2) die Einheit V2 - s /2, also Ws und damit die Einheit der Energie.

~N
Sei z(t) ein impulsartiges, zeitkontinuierliches reelles Signal. Dann heif$t die Fouriertrans-
formierte der Autokorrelationsfunktion
oo
Szz(jw) = / Tee (T)e 99T dr (560.5)
—oco
das Energiedichtespektrum des Signals.
- J

Der Name erklart sich wieder mit einer Betrachtung der Einheiten auf der rechten Seite von
Gleichung (560.5). Da 44 (7) die Einheit Ws hat und e~7“" dimensionslos ist, erhidlt man Ws-s
oder Ws/Hz, also Energie pro Hz Bandbreite.

Sei (zn )nez ein impulsartiges, zeitdiskretes reelles Signal. Dann ist

o0
rea(k) = D Tn-Tnik (560.6)

n=-—oo

die Autokorrelationsfolge des Signals (21 )y,cz.

Man beachte, dass sich 7 (k) von der (mit gleicher Rate) abgetasteten Version der zeitkontinu-
ierlichen Autokorrelationsfunktion um die Abtastintervallldinge 7" unterscheidet!
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Symbole und Formelzeichen

Symbol Bedeutung Symbol Bedeutung
fa Abtastfrequenz in Hz Ta Abtastintervall in s
Wa Abtastfrequenzinrad/s || w Frequenz in rad/s
Wy Grenzfrequenz in rad/s fq Grenzfrequenz in Hz
ws Sperrfrequenz in rad/s fs Sperrfrequenz in Hz
w Frequenz in rad/s f Frequenz in Hz
0 normierte Frequenz in Zeitkonstante oder
rad Zeitintervall in s
24 Grenzfrequenz in rad s Sperrfrequenz in rad
z(t), y(t) zeitkontinuierliche Tn,Yn zeitdiskrete Signale
Signale
do(t) Dirac-Impuls On, 00(n) Diskreter Impuls
o(t) Einheitssprung-Signal on Diskretes
Einheitssprung-Signal
h(t) Impulsantwort eines hn Impulsantwort eines
analogen LTI-Systems digitalen LTI-Systems
Yo (t) Sprungantwort eines yﬁf’) Sprungantwort eines
analogen LTI-Systems digitalen LTI-Systems
X(s),Y(s) Laplace-Transformierte X(2),Y(2) Z-Transformierte der
der Signale x(t), y(t) Signale zn, yn
H(s) Ubertragungsfunktion H(z) Ubertragungsfunktion
eines analogen eines digitalen
LTI-Systems im LTI-Systems im
Bildbereich Bildbereich
X(jw), Y (jw) Fourier-Transformierte X(02),Y(£2), DTFT-Transformierte
der Signale (1), y(t) Xprrr(02) der Signale =y, yn
H(jw) Ubertragungsfunktion H(2) Ubertragungsfunktion
eines analogen eines digitalen
LTI-Systems im LTI-Systems im
Frequenzbereich Frquenzbereich
S System Z(t) vektorielles
zeitkontinuierliches
Signal

dra(t), (t), 2/ (1)

Ableitung einer
Funktion z(t)

F(s) := £(f)(s)

Laplace-Transformierte
einer Funktion f(t)

f(t)o — e F(s)

Laplace- oder
Fouriertransformation
einer Funktion f(t)

§: f(t) — F(jow)

Fouriertransformation
einer Funktion f(t)

Fortsetzung auf der niichsten Seite

O. Beucher, Signale und Systeme: Theorie, Simulation, Anwendung,
DOI 10.1007/978-3-642-20294-0 7, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2011
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Kapitel B: Symbole und Formelzeichen

Symbol Bedeutung Symbol Bedeutung
Z(t) Impulstabtastsignal X (jw) Abtastspektrum eines
eines Signals x(t) Signals x(t)
AL (2) Impulskamm F(z):= 3(f)(2), Z-Transformierte eines
fn i) F(Z), Signals (fn)nEZ
3(fn)
z(t) * y(t) Faltung zweier T * Yn Faltung zweier diskreter
zeitkontinuierelicher Signale
Signale
22t Diskrete O(N?) Landau-Symbol
Fouriertransformation (Komplexitét eines
Algorithmus)
Xr(jw) Spektrum eines in D Raum der
[—T, T zeitgefensterten Testfunktionen (s.
Signals Distributionen)




Tabellen

C.1 Tabelle der Laplace-und Z-Transformationen

Tabelle C.1: Die wichtigsten Laplace- und Z-Transformationen

Laplace Trans- | Zeitfunktion Z-Transformation
formation (einseitige)
F(s) f@®) F(z)
[ f)e=tdt | f(t) F(z) = ZO frz™™
0 m=
AF(s) Af(t) AF(z)
F(s)+G(s) | f()+g(t) F(z)+ G(2)
sF(s) = f(0+4) | /() -
¢
ng) [ f(r)dr -
0
— 4 F(s) tf(t) T, L[F(2)]
F(s+a) e f(t); a>0 F(ze0Ta)
e Tlap(s) ft—nT,); n>0 27" F(z)
aF(as) f(£);a>0 F(z)mit%ﬁTa
1 5(t) ; fm=7-beim=0 | &
1 a(t); fmzlfursz 2o
= t (sziz)?
1 Lt2 sz(z+1)
52 2! 2(z—1)3
T 1 [FEEETr)
1 31 6(z—1)4
_1)k ¢
s"‘1+1 %tk }LE%( kl‘) daakk (zfei“Tu)
1 TLa z

s—(T—la) Ina a zZ—a
lera eiat Z—e—Ta

1 —at Tyze %Ta
Gra® fe GoeTo)?

1 2 _at T2e=Ta, TZe—2aTa,
(sta)® 2 2(z e—aTa)2 + (z e—2Ta)3

1 i* —at (D" o* ( z

(s+a)k+tt k! k! OaF \ z—e—aTa
-4 —eat _(—emTe)z
s(s+a) I—e (z—1)(z—e~2Ta)

Fortsetzung auf der niichsten Seite

O. Beucher, Signale und Systeme: Theorie, Simulation, Anwendung,
DOI 10.1007/978-3-642-20294-0 8, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2011
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Tabelle C.1: Die wichtigsten Laplace- und Z-Transformationen

Laplace Trans- | Zeitfunktion Z-Transformation
formation (einseitige)
F(s) 5t) F(z)
a t— 1—e” Toz (1—e~*Ta)z
s2(s+a) a (z—1)2 a(z—1)(z—e—2Ta)
b—a e—at _ e—bt z _ z
(s+a)(s+b) z—e—%Ta z—e~bTa
(b—a)(s+c) _ —at _ )bt (c—a)z (b—c)z
(sta)(s+b) (C a)e + (b c)e z—e—%Ta + z—e—bTa
w - z sin(wTy)
s24w? SIH(Wt) 22—2z cos(wTy)+1
. z(z—cos(wTy,))
s2+w? COS(Wt) 22—2z cos(wTy)+1
. z sinh(wT,)
s2—w? Slnh(wt) 22—22z cosh(wT,)+1
z(z—cosh(wTy,))
s2—w? COSh(Wf) 22—2z cosh(wT,)+1
W —at o ze”Ta sin(wT,)
(sta)?+w? ¢ bln(Wt) 22—2ze~9Ta cos(wT,)+e22Ta
2 —aT
N —at . z°—ze @ cos(wT,
(S+:—)~_2(:-w2 e COS(wt) 22—2ze~%Ta cos(wT,E)-«—eZ?"'Ta
ws —at \ ; wz?—ze”%Ta(w cos(wt)ta sin(w
(s+a)’+w? € (w COS(L«Jt) —a SIH(Wt)) 22,2257:7(",,, cus(fﬂfr);e*Q'(lT:a))
ab b _—at a ,—bt z bz
s(s+a)(s+d) L+ a—b¢ ~ a-5°¢ —1 T (a—b)(z—e—Ta)

Hinweis zum Gebrauch der Tabelle

Man beachte, dass die Zeitfunktionen alle kausal sind, das heifit, dass f(t) = O ist fiir alle ¢t < 0!

Fiir die Anwendung der Z-Transformations-Tabelle ist die Diskretisierung der in der mittleren
Spalte angegebenen kausalen, zeitkontinuierlichen Funktion erforderlich. Das bedeutet, dass
die in der dritten Spalte angegebene Z-Transformierte zur Folge f, := f(n - Ta) gehort, wobei
T, der in der dritten Spalte vorkommende Parameter ist.

Beispielsweise ist die Funktion ——Z_+— die Z-Transformierte der Folge

fn=f(n -To) = €|7titn<T =e o Ta = (e*“‘T“)n =:b", (566.1)

also die Z-Transformierte einer Potenzfolge b™ mit b = e~ 7o,
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C.2 Filterentwurfs(kurz)tabellen analoger und digitaler Filter

Tabelle C.2: Entwurfskoeffizienten fiir analoge Butterworthfilter

Filter- Teil- a-Koeffi- b-Koeffi- Grenz- Giite
ordnung | filter- zienten zienten frequ.-
anzahl verhiltnis
n i a; b; fqilfa Qi
1 1 1.0000 0.0000 1.000 -
2 1 1.4142 1.0000 1.000 0.71
3 1 1.0000 0.0000 1.000 -
2 1.0000 1.0000 1.272 1.00
4 1 1.8478 1.0000 0.719 0.54
2 0.7654 1.0000 1.390 1.31

Tabelle C.3: Entwurfskoeffizienten fiir digitale Butterworth-Filter

Filter- Teil- a0-Koeffi- al-Koeffi- a2-Koeffi- bl-Koeffi- | b2-Koeffi-
ordnung | filter- zienten zienten zienten zienten zienten
anzahl
N i a5; a; a5; bis b3,
1 1 0.5000 0.5000 0.0000 0.0000 0.0000
2 1 0.2929 0.5858 0.2929 0.0000 0.1716
3 1 0.5000 0.5000 0.0000 0.0000 0.0000
2 0.3333 0.6667 0.3333 0.0000 0.3333
1 0.2599 0.5198 0.2599 0.0000 0.0396
2 0.3616 0.7232 0.3616 0.0000 0.4464

Tabelle C.4: Entwurfskoeffizienten fiir digitale Tschebyscheff-Filter mit 1dB
Welligkeit im Durchlassbereich

Filter- Teil- a0-Koeffi- al-Koeffi- a2-Koeffi- b1-Koeffi- b2-Koeffi-
ordnung | filter- zienten zienten zienten zienten zienten
anzahl
N i ag; aj; as; bi; b3
1 1 0.5000 0.5000 0.0000 0.0000 0.0000
2 1 0.2595 0.5190 0.2595 -0.2862 0.3242
3 1 0.3110 0.3110 0.0000 -0.3780 0.0000
2 0.3636 0.7273 0.3636 -0.1496 0.6042
1 0.1295 0.2591 0.1295 -0.8109 0.3290
2 0.4043 0.8085 0.4043 -0.1372 0.7543
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Kapitel C: Tabellen

Tabelle C.5: Frequenztransformationen fiir Digitalfilter (normiert auf die

Grenzfrequenz /2 rad) [45]
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